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Uorrede 


— — — 


Sr ver erfien Ausgabe von Vega's Vorleſungen über 
Rechenkunſt und Algebra bat zwar die Anzahl, aber leider 
‚nit immer in gleichen Maße die Brauchbarkeit, äbnlicher 
»beutiger Werke namhaft zugenommen. Schon hierin liegt 
‚en wefentlicher Grund, warum dieſes Lehrbuch, troß feines 
Zalꝛers von 55 Jahren, beſouders da, wo die Richtung des 
2ehrplaned mehr auf das Praktiſche als auf dad Ecientivifche 
zielt, felbit noch in der gegenwärtigen Zeit, welche durch die 
LErrichtung fo vieler, vorzüglich der Bildung von Gewwerbö- 
»männern gewidmeter, mathematischer Lehrfanzeln, die Ma⸗ 
thematik thatfächlich über alle Lobpreifungen erhebt, mit vielen 
„ron ihr in’8 Leben gernfenen Lehrbühern in Abſicht auf 
Zwectmäßigfeit vortheilhaft fich meſſen kann. Noch mehr abek 
findet dieſe befremdende Erfikeinung ihre Erklärung darin, 
daß Vega, vorzüglich in den erften Gründen, ſich zu den 
Borbegriffen und der Fafſungskraft des Anfängerd herabläßt, 
die Erläuterungen und Beweiſe aus der Natur der Grgen- 
Hände felbft jchöpft, nicht aber in myſtiſche Zeichenſpiele ver- 
hüllt; ihn dabet, indem er ſich begnügt, das an fich Evidente, 
mit Uebergehung weltläufiger Beweiſe, blos anzudeuten, nur 
mit dem wefentlicäften und nöthigften mathemattfchen Haus- 
bedarfe ausſtattet; dagegen das audgebreitetere, fireng wifjen- 
“ 


vw“. Borrede. 
ſchaftliche Stubinm der Mathematik dem fählgeren und rei⸗ 
feren Leier ſelbſt überläßt. Bel viefen Borzügen des Veg a⸗ 
iſchen Lehrbuches machten es ˖ die, feit feinen erften Auftreten 
exiolgten ungemeinen Erweiterungen bed mathematiſchen Wiſ⸗ 
fen®, der hiedurch vergrößerte Umfang des gewöhnlich zur 
Anwendung Kommenden, ferner ber höhere Stand der allge- 
meinen Volföbilbung in der Defterreihifchen Monarchie, be 
ſonders aber die größere Mafie von Borkenutniffen der in die 
k. £. Artillerie eintretenden Juͤnglinge, denen dieſes Werk von 
dem Verfaſſer zunaͤchſt gewidmet ift, wünfdgenswerth, dasſelbe 
mittels einer umſtaͤndlichen Durchficht, theilweiſen Ueberar⸗ 
beitung und Vermehrung, jedoch mit ſorgfaͤltiger Bewahrung 
feiner mehr praktiſchen als rein ſcientiviſchen Haltung, dem 
jegigen Stande der mathematiſchen Wiſſenſchaft näher zu 
rüden. Ä 

Zu diefem zwar ehrennollen, aber auch ſchwierigen Ge⸗ 
ſchaͤfte von der Verlagshandlung aufgeforbert, Habe ich, mit 
Beachtung des unerlähliden Zufammenbanges dieſes Lehrbu⸗ 


es mit dem von mir bereitö herausgegebenen zweiten Bande, , 


. die Anfaugdgründe und dad zu den gewöhnlichften Rechuun- 
gen Erforderliche, deſſen Darftellung ſich bisher als hinrei⸗ 
hend faßlich bewährte, im Allgemeinen nur wenig zu ver⸗ 
beutfihen mid veranlaßt geſehen; dagegen firebte ich mehr 
wiſſenſchaftliche Strenge und größere Ausvehnung in diejeni⸗ 
gen Partien zu Bringen, welde dem ſchon mehr verbereite 
ten Leſer zufallen, und fuchte, fo viel moͤglich, Anwendungen 
des Erlernten auf das Artillerieweſen zu zeigen. In dieſer 
Abficht habe ich der Lehre von der Theilbarkeit der Zahlen 
einen umfaſſenderen Abſchnitt gewidmet, die Theorie der Kei⸗ 
tenbrüche erweitert und ſtrenger begründet, bie Extraction ber 
zweiten und dritten Wurzeln aus beſonderen Zahlen, ſo wie 


wr 


Borrede v 
die Anwendung der Proportionen faßlicher abgehandelt. Die 
an dem letzteren Orte aufgenommenen Vergleichungen einiger 
Maße und Gewichte verdanke ich großen Theils der audgezeich⸗ 
net freundſchaftlichen Gefaͤlligkeit des Herrn Joſeph Jaͤckel, 
Oberbeamten des Zimentirungsamtes der k. f. Haupt⸗ und 
Reſidenzſtadt Wien; ich Hoffe ihnen durch Anführung ber Ge⸗ 
fee, Quellen und Autoritäten mehr Bertrauen verfchaffen 
zu koͤnnen. Die für die Artilferiften notwendigen Berechnun⸗ 
gen der Kugelhaufen ſchmeichle ich mir der Erſte auf eine befon- 
derd leicht faßliche Weite gelehrt zu haben. Aus der Gombi- 
nationslchre nahm ich nicht viel mehr auf, als zur Aufftellung 
des binomifchen Lehrſatzes, durch welchen ich die ntbehrlichen 
Unterfuchungen fiber das Lottofpiel verhrängte, erfordert wird, 
md wandte viefen Sat’ auf die allgemeine Lehre von der Wur⸗ 
zelaus ziehung an. Die Theorie der Logarithmen fuchte Ich 
theilß mehr zu erläutern, theils für wirkliche Rechnungen 
brauchbarer Harzuftellen. Ganz neu und bedentenb audgedehn⸗ 
ter bearbeitete ich den Abriß der Analyfiß des Endlichen, und 
glaube mir als Verbienft anrechnen zu bürfen, daß ich das 
Wichtigſte von Fourier's Vervollkommnung der Newton’ 
gen Annaͤherungomethode an die irrationellen Wurzeln der 
Zahlengleichungen der Erſte ohne Differentialrechnung und 
oßme geomeiriſche Betrachtungen zufammengeftellt Habe. Von 
den das Werk ſchließenden Tafeln endlich iſt die ber einfachen 
Bactoren zufammengefeßter Zahlen in eine angemeflenere Form 
gebracht und dabei mehr ausgedehnt worben; die übrigen wur- 
ben mit befonderer Genauigkeit auf’8 Neue berechnet, mit Ahn- 
lichen Tafeln verglichen und im Drucke fo forgfältig eorrigirt, 
dag ihre Michtigfeit verbürgt werden kan. 

Gelingt e8 mir, durch die nunmehr bewirkte Ueberar⸗ 
beitung der, die reine Mathematik umfaſſenden, zwei erſten 


u Vorrede. 

Bände von Veg a's Vorleſungen über Mathematik, überhaupt ' 
zur Verbreitung des mathematifchen Wiffend und insbeſondere 
zur Ausbildung ber Zöglinge der k. k. Artilferie-Schulen und 
dadurch mittelbar zur Aufrechthaltung des Ruhmes einer 
Waffe, unter der durch achtzehn Jahre gedient zu Haben Ich 
mir ſtets zur Ehre rechnen werde, vorteilhaft mitzuwirken, 
jo iſt einer der ſehnlichſten meiner Wuͤnſche erfumn. J 


Tarnow, im October 1837. 


WBilhelm Matzka. 


Vorrede zur ſiebenten Auflage. 


Der Aufforderung des Herrn Verlegers nachkommend, habe 
ich in dieſer zweiten Auflage meiner Ueberarbeitung dieſes 

Lehrbuches nur wenige Abaͤnderungen und Verbeſſerungen 

‚vorgenommen, weshalb die Benüyung beider Ausgaben in 

einerlei Schule keinem Anftande unterliegen wird. 


Prag, 20. Februar 1850. 


Matzka. 
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J. Abſchnitt. 
Einleitung. 


. 1. 


Renee Ding, für fich betrachtet, iſt eine Einheit feiner Art; 
und mehrere Einheiten der nemlichen Gattung machen eine Zahl 
oder Anzahl von folhen Einheiten aus. 3. B. ſechs Menfchen 
find eine Zahl von Menfchen, fieben Klaftern find eine Zahl von 
Klaftern; acht Pfunde find eine Zahl von Pfunden, u. f. w. Hie⸗ 
bei kann es fich fügen, daß manche Einheit aus lauter gleichen 
Theilen beſteht, folglich wieder in Rüdficht ihrer Theile ald eine 
Zahl angefehen werben kann; fo ift eine Militär - Compagnie eine 
Zahl von Soldaten, ein Pfund eine Zahl von Lothen; weil eine 
Compagnie aus mehreren Soldaten, ein Pfund aus mehreren Zothen 
beſteht. 
$. 2. 

Die Zahlen, und alle diejenigen Dinge, bie aus mehreren 
gleichartigen Xheilen beftehen oder wenigftend beftehenb gedacht 
werben koͤnnen, folglich durch Zahlen fich vorftellen ober meffen 
laffen, 3. B. Gewichte, die fih ald Zahlen von Gentnern, Pfun- 
den, Lothen; Entfernungen, die fi) durch Zahlen von Klaftern, 
Schuhen, Zollen; Zeiten, bie fich ald Zahlen von Tagen, Stunden 
und Minuten u. dgl vorftellen laſſen; überhaupt alle jene Dinge, 
welche durch Hinzuthun oder Hinwegnehmen eines eben folchen 
Dinges vergrößert oder verkleinert erben fönnen, pflegt man 
Größen zu nennen. 

Bega Borlef. I. Br. 1 


2 1. Hauptſtück. 1. Abfchnitt. 


$. 8. 

Diejenige Wiſſenſchaft, "welche die Eigenfchaften der Größen 
unterfucht, und hauptfächlich lehrt, aus einigen befannten Größen 
andere unbelannte zu finden, bie mit jenen in einer gewiflen Ber: 
bindung ftehen, wirb überhaupt Mathematik, feltener Srb- 
Benlehre, genannt. — Ueber ihre Abtheilung mag dem Anfänger 
Folgendes genügen. In Abficht auf Lehre und Anwendung (Xheorie 
und Praris) wird fie eingetheilt in reine und angewandte 
Mathematit. Die erfte befchäftigt fich mit der Wergleihung und 
Beitimmung der Größen, indem fie blos in Erwägung zieht, daß 
felbe durch Hinwegnehmen oder Hinzuthun eined Gleichartigen klei⸗ 
ner ober größer werben, ohne auf ihre übrigen Eigenfchaften Acht 
zu haben. Die zweite ift eine Anwendung ber reinen Mathematik, 
und zieht nebft der Eigenfchaft der Größe auch Hoch die übrigen 
phyſiſchen Befchaffenheiten mit in Betrachtung. — Zur reinen Ma- 
thematik gehört die AritHmetit und die Geometrie; erflere 
befchäftigt fih mit unftetigen Größen, das if, mit Groö⸗ 
fen, welche aus abgefonderten, und durch eigene Grenzen be 
fimmten Theilen beftehen ; letztere aber hat fletige Größen 
zum Gegenflande: das ift, Größen, deren Xheile ununterbro- 
hen an einander hängen. 3. B. Sollte die Zahl der Ziegel auf 
einem Dache beflimmt werben, fo ift bie ein Gegenſtand ber 
Arithmetil; follte aber die Menge des Schnees beflimmt werben, 
welcher dad Dach bebedt, fo ift es ein Gegenſtand der Geome⸗ 
trie. — Die angewandte Mathematik begreift in fich die prakt i⸗ 
[he Arithmetit und Geometrie, ald Anwendungen ber 
Lehren der reinen Mathematik für die Bebürfniffe des bürgerlichen 
Lebend, und die nrathbematifche Phyſik (Naturlehred, deren 
Haupttheile gegenwärtig die mehanifchen, optifchen und 
aftronomifchen Wiffenfchaften find, zu benen ſich wohl auch 
fchon bie, nody in der Ausbildung begriffenen, mathematifchen Leh⸗ 
ren von der Wärme, Electricität und dem Magnetismus zählen 
laffen. Die erftern handeln von den Bewegungen ber Körper und 
den Kräften, bie fie verurfachen oder hemmen, die andern befchäfti- 
gen ſich mit ben Gefeten des Sehens und ben Eigenfchaften des 
Lichtes ; und die Aflronomie lehrt die Ausmeffung der Körperwelt 
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im Großen, und ſtellt Unterfuchungen über die Größe, Zuſam⸗ 
menorbnung und Verbindung ber Weltkoͤrper, und ihre Bewegun- 
gen an. Jede dieſer Wiffenfchaften wird wieber in verfchiebene will- 
fürliche Theile zertheilt, und mit eigenen Namen belegt *). 

In Rüdfiht der Grenzen ihrer Unterfuchungen zerfällt bie 
Mathematit in die niedere (elementäre) und höhere. Jene 
ſchraͤnkt ſich blos auf die faßlichften Grundlehren ein, während 
biefe als Kortfegung der erfteren ihre Unterfuchungen ind Unend⸗ 
liche audbreitet. Die Abfonderung beider geftattet jedoch manche 
Bilkürlichkeiten. 

$. 4. 

Wir zählen im gemeinen Leben, nad) der und von Jugend 
auf belannten Art, von eins bid zehn; und die Größe biefer 
Zahl zehn, fo wie einer jeben ber vorhergehenden, neun, acht, 
fieben, ſechs u. f. w. iſt und fogleich bekannt, fobald wir fie 
und.nur denken, ober auöfprechen hören ; fobann zählen wir zehn 
und eins, zehn und zwei, zehn und drei; ober abgekürzt, eilf, 
zwölf, dreizehn u. f. f. bis wir auf eine Zahl kommen, bie 
zweimal fo groß ift als zehn, und biefe nennen wir zwanzig; 
dann fangen wir wieder von eins an, bis wir auf Zahlen fommen, 
die drei — vier — fünf — ſechs — fieben — acht — neun Mal fo 
‚groß find als zehn, umd nennen fie dreißig, vierzig, fünfzig, 
ſechszig, fiebenzig, achtzig, neunzig; hierauf kommen 
wir zu einer Zahl, die zehnmal fo groß iſt ald zehn, diefe nennen 
wir Hundert. Dann zählen wir wieder von eind angefangen, 
und fo erhalten wir zwei Hundert, brei Hunbert..... neun 
Hundert. Zehn Hundert nennen wir ein Tauſend; taufendmal 


*) Außer den angeführten Theilen der Mathematif gibt es noch ans 
dere Wiflenfchaften, die zu den mathematifchen gerechnet, und un» 
ter dem Namen tehnifhe Mathematik verftanden werben; 
dergleihen. find: die Befeftigungskunft, die bürgerliche 
Baufunf, die Wafferbaufunft, die Geſchützkunſt, Die 
Marffcheidefunf, die Steuermannsfunft u. del. Es 
find Anwendungen der reinen und angewandten Mathematik, zu 
Deren Ausübung man aber ncch andere Kenntniffe und Künſte nö» 
thig hat; weßwegen fi) ihre Benennungen in Kunſt endigen. 

\ . 1 — 
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taufend eine Million; eine Milion Miflionen eine Billion; 
eine Milion Bilionen eine Trillion u. ſ. w. Wollen wir end⸗ 
lich den gänzlihen Mangel von den zu zählenden Dingen doch 
auch als Zahl andeuten,, fo bezeichnen wir ihn durch dad Wort: 
Null. 
$. 5. | | 

Um die Zahlen nicht mit Worten Schreiben zu müſſen, hat 
man auf willfürliche Zeichen gedacht, durch bie man fie vorftellen 
und kürzer fehreiben könnte. Einige Völker, als bie Phönizier, 
Griechen und Hebräer, haben hiezu die Buchſtaben ihres Alphe- 
betes gewählt, deren zehn erften fie die Werthe von eins bis zehn 


beigelegt haben; den eilften ließen fie zwanzig, ben zwölften drei: 


fig u. f. f. gelten, fo, daß des neunzehnte ben Werth hundert be- 
fam, von wo aus fie wieber verfchiedene Eintheilungen machten. 
Die Römer wählten zu ihren Zahlzeichen einige Buchſtaben 
ihred Alphabetes, 

, V, X., L, C, D oder I, M oder CH, 
eind, fünf, zehn, fünfzig, hundert, fünfhundert, tauſend. 
Sie zählen die durch diefe Zeichen vorgeftelten Zahlen, wenn 
fie gegen die Rechte hin nicht wachfen, zufammen, als II zwei, 
VI ſechs, XXVII fieben und zwanzig; wenn aber ein Eleinered 
links neben einem größern Zeichen fteht, fo rechnen fie ed von bem 
größern hinweg; als 5.3. IV vier, IX neun, XL vierzig u. f. w. 
Diefe Zahlzeichen werben heut zu Tage noch zuweilen bei + Öffentl 
chen Auffchriften gebraucht. 


$. 6. 

Die gewöhnlichften Zahlzeichen find die fogenannten Ziffern, 
bie und fo wie die Buchftaben bed Alphabetd bekannt find; nem- 
lich ı bedeutet für ſich allein eins, 2 zwei, 3 drei, 4 vier, 5 fünf, 
6 ſechs, 7 fieben, 8 acht, 9 neun, o null. Sie werden bie ara- 
bifhen Ziffern genannt, weil wir fie von den Arabern follen 
erhalten haben. 

Um mit diefen zehn Ziffern jede Zahl bezeichnen zu können, 
bat man burch eine allgemeine Uebereinſtimmung folgendes Geſetz 
angenommen: Wenn mehrere Ziffern in einer Beile 
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neben einander flehben, fo bedeutet jede Ziffer an 
der folgenden Stelle gegen bie Linke zehnmal fo 
viel, als an der nähft vorhergehenden. Es bebeutet da- 
ber bei einer durch die Zufammenfeßung der angeführten Ziffern 
bezeichneten Zahl, z. B. bei 8746295, die erfte Ziffer zur Rech⸗ 
ten blofe Einheiten oder fogenannte Einer, 5 (fünf; die Ziffer 
an der zweiten Stelle bedeutet Zehner, und zwar fo viele Zeh: 
ner, als fie für fich allein Einheiten bebeuten würde, 9 (neum) 
Zehner oder abgekürzt neunzig, zufammen 95 (neunzig und 
fünf, oder nach dem Sprachgebrauhe fünf und neunzig; 
die britte Ziffer bedeutet Hunderte, ober Einheiten der Hun⸗ 
derte, 295 (zwei Hundert 95); die vierte bedeutet Zaufende, 6295 
(ſechs Tauſend 295); bie fünfte Zehntaufende, 46295 (46 Tauſend 
295); bie ſechſte Hunderttaufende, 746295 (746. Taufend 295); bie 
fiebente Einheiten der Milionen, 8746295 (acht Millionen 746 
Zaufend 295). Nach diefen kommen die Zehner, Hunderte, Tau⸗ 
fende, Zehntaufende, Hunderttaufende der Millionen ; endlich an ber 
breisehnten Stelle Einheiten der Billionen u. |. w. 

Das aus den angeführten zehn Bahlzeichen und dem babei 
angenommenen Gefebe abgeleitete Lehrgebaͤude, nach welchem ges 
genwärtig alle gebildeten Völker die Zahlen anfchreiben und lefen, 
und das auch wir in vorliegendem Lehrbuche ohne Ausnahme im- 
mer benüben werben, pflegt man das befabifche Zifferfyftem, 
ober die Dekadik zu nennen, von dem griechifchen Worte Aexd 


Gehn). 


97. 

Die Ziffer 0 (Nulh bedeutet für fich allein nichts, fondern 
erhöht nur den Werth der übrigen bedeutenden Ziffern, wenn 
biefe dadurch weiter links zu flehen kommen. Wenn fich baher bei 
einer mit Ziffern bezeichneten Zahl Nullen befinden, fo ift dies ein 
Zeichen, daß an denjenigen Stellen, wo Nullen ftehen, die dahin 
gehörigen Einer, Zehner, Hunderte ober Tauſende ꝛc. abgehen. 
3.8. 10 zehn; 20 zwanzig; 400 vier Hundert; 801 acht Hundert 
und eind; 60040 fechözig Tauſend und vierzig. 

In folgendem Schema kann man den Werth der Ziffern, der 
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ihnen vermög ihrer Stelle zugehoͤrt, mit einem Blicke uberſehen; 
es bedeutet nemlich 
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Wer nur einmal die Fertigkeit erlangt hat, jebe mit brei Zif- | 


fern bezeichnete Zahl richtig audzufprechen, dem wirb es auch fehr 
leicht fein, jede mit wie" viel immer Ziffern gefchriebene Zahl 
auszufſprechen, und zwar auf folgende Art: 

Man theile die gegebene Zahl von ber Rechten gegen bie Linke 
in Claſſen ein, gebe jeber Claſſe drei Ziffern (die letzte links Tann 
deren auch weniger erhalten) ; hinter ber erften Claſſe mache man 
einen Punct, hinter der zweiten einen Strich, hinter ber britten ei« 
nen Punct, hinter der vierten zwei Striche, hinter der fünften ei⸗ 
nen Yunct, hinter der fechöten drei Striche: dann lefe man jebe 
Claſſe für fih, als wenn fie allein flände, und feße an der Stelle 
eines jeden Punctes dad Wort Tauſend; an ber Stelle eines 
Striched das Wort Million, bei zwei Struhen Billion, bei 
brei Strihen Zrillion u. f. w., übergehe aber jede ganz mit 
Nullen befegte Claſſe mit Stillſchweigen, fo iſt die Zahl richtig 
ausgeſprochen. 3. 3. die Zahl 84,,650046,,508.700,964.005 
heißt: 84 Xrilionen , 650 Tauſend und 46 Billionen, 508 
Zaufend und 700 Millionen, 964 Zaufend und 5. Eben fo 
5,,640.000,300.000 heißt 5 Billionen, 640 Tauſend Millionen, 
und 300 Zaufend. . 

Eben fo läßt fih jede ausgefprochene Zahl aufſchrei— 
ben, wenn man bei der höchſten Claſſe links anfängt, die bedeu⸗ 


tenden Ziffern gehörig anfchreibt, wo aber feine Hunderte, Zehner, . 


oder Einheiten audgefprochen werben, Nullen anſetzt, ferner über- 
al, wo die Worte Kaufend, Millionen, Bilionen ꝛc. audgefpro- 
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hen werben, bie gehörigen Zeichen macht und nachfich 
Claſſen vorhanden find, und ob jede Claſſe drei Ziffern 
bei jeboch die erfte links ſtehende Elaffe zuweilen nur zwe 
gar nur eine Ziffer allein haben kann. 3 B. um folgen! 
Ziffern zu bezeichnen: ſechs und zwanzig Zauflenv unv 
vier Millionen, neunmal Hundert und feh8 Tau— 
fend und acht, fehreibe man 26; nach biefen folgen die Hun- 
berte und Zehner der Millionen, weil aber Beine folche ausgeſpro⸗ 
hen worben, fo feße man an ihre Stellen zwei Nullen, und fobann 
die vier Einheiten ber Millionen, nemlich 26.004 Millionen; nach 
den Millioneh folgen die Hunderttaufende, in dem angeführten Bei- 
ſpiele neun, man fee alfo 9 an; nach diefen kommen Zehntaufende, 


bier feine, man fchreibe alfo 0; nach diefen kommen fechd Einheiten 


der Tauſende, dieſe werben auch angefegt, und dann erhält man 
236.004,906 Tauſend; endlich fchreibe man an die Stellen ber nicht 
ausgefprochenen blofen Hunderte und Zehner zwei Nullen, und feße 
vie acht leuten Einheiten an, fo fest bie vorgelegte Zahl fo aus: 
26.004,906.008. 

Es mag hier noch bemerkt werben, baß bie im vorhergehenden 
Paragraphe zufammen geftellten Einpeiten , auf welche fich die von 
der Rechten gegen bie Linke nach einander folgenden Ziffern ber 
dekadiſch, d. i. nach dem dekadiſchen Syſteme ($. 6), geſchriebe⸗ 
nen Zahlen beziehen, ald: Einer, Zehner, Hunderte, Tauſende, 
Zehntaufende u. f. w. dekadiſche Einheiten genannt, und 
dem eben Erklaͤrten gemäß durch die Zeichen 1, 10, 100, 1000, 
10000 u. f. w. vorgeftellt werben. | . 

$. 9. 
Die Zahlen, deren Einheiten noch mit keinem befondern Na⸗ 


“men belegt find, unb welche ſich / daher noch auf jebe Gattung von’ 


Seößen beziehen können, werben unbenannte Zahlen ge 
nannt ; z. B. die Zahl 28 iſt in fo lange eine unbenannte Zahl, als 
man fich noch alle Sattungen der Größen, als 28 Menſchen, 28 
Häufer, 38 Klaftern u. f. w. darunter vorftellen kann. Bezieht fich 
aber eine Zahl auf eine beſtimmte Einheit, fo ift fie eine benannte 
Zahl; 3 3. 8 Menfchen, 17 Gulden, 100 Bücher u. f. w. find be⸗ 
nannte Zahlen. 


⸗ 
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$. 10. 

Zahlen find gleihnamig, wenn die von ihnen gezählten 
Einheiten gleiche Namen führen, oder auf gleiche Namen gebracht 
werben können; im Gegentheile find fie ungleihnamig. 3.8. 
6 Klaftern und 4 Klaftern find gleichnamige Zahlen ; 7 Pfunde und 
6 Meilen find ungleichnamie ; 3 Bombardiere und 2 Kanoniere 
find zwar ungleichnamig,, wenn aber die Rede von Artilleriften ift, 
fo find fie gleichnaniig ; auch Fönnte man 2 Klaftern und 5 Schuh 
oder 5 Fuß für gleihnamig betrachten, wenn man fid) einbilbet, 
baß bie ie Schuhe Theile einer Klafter find. 


$. 11. 


Zwei gleichnamige Zahlen ode Größen können auf die ein- 
fachfle Art mit einander verglichen werben, wenn man unterfucht, 
ob fie gleich groß feien, oder ob eine größer ſei ald die andere; 
ungleichnamige Größen hingegen können nicht mit einander vergli- 
chen werben. Man kann 3. B. unterfuchen, welches mehr ober grö- 
fer fei, 5 Klaftern ober 2 Klaftern; eben fo, welches größer fei, 1 
Dfund oder 12 Loth, weil man fich einbilden kann, daß ein Pfund 
aus 32 Lothen beftehe: aber man kann nicht unterfuchen, welches 
größer fei, 4 Klaftern ober 5 Pfund. Man hat, um die Gleich: 
heit zweier Größen auszubrüden, bad Zeichen — gewählt, welches 
zwifchen zmei Größen gefeßt wirb, Die gleich groß find, das heißt, 
beren eine für die andere gefeßt werden darf; z. B. 1 Kl. S 6 Sch.,, 
und wird gelefen: eine Klafter ifl gleich 6 Schub; A Sr. = 12 Kr. 
Und um die Ungleichheit auszubrüden, bebient man fich des 
Zeichens >, welches zwifchen zwei ungleiche Größen gefeßt wird, fo, 
daß die Spige gegen die Bleinere zu flehen kommt; 3.3. ı 81. 
> 230 Kr. und wird gelefen: 1 1. ifl größer als 20 Kr.; eben fo 
4Sch. < 1 Kl. heißt 4 Schuh find Heiner ald 1 Klafter. \ 

Diefes iſt die erſte Wergleihung der Größen, womtt bie Ma⸗ 
thematik ihren Anfang macht: fie gründet ihr Lehrgebaͤude auf bie 
hieraus entfpringenden Grundſätze (Säbe, deren Wahrheit ohne 
allen Beweis einleuchtend ift), fchreitet dann zur Erkenntniß anderer 
verborgener Wahrheiten fort, und führt und auf diefe Art an die 
Grenzen unferes Verſtandes. 
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$. 12. 
Srundfäße. 

1. Jedes Ganze iſt feinen Theilen zufammen ge 
nommengleid, und iſt größer als jeder feiner Theile; 
,B 18. = 6 Sch.; 1 Fl. = 20 Gr. Hingegen 1 ML >46; 
19 &. < ı Fl. 

1. Gleiches kann für Gleiches geſett werden. 
Statt 18 Schuh kann man 3 Klafter ſetzen; ſtatt ein Pfund kön⸗ 
nen 32 Loth gefegt werden. 

IM. Benn zwei Srößen einer dritten Größe gleich 
find, fo find fie aud unter fi gleich; iſt aber eine 
Größe größer, oder Eleiner, ald eine von zwei glei- 
ben Srößen, fo iftfie auch größer, ober fleiner, als 
die andere; z.B. 


1 5. = 60 Ar. ' 1. = 0 Mr. 
1%. = % Gr. . 3Gr. <i Sl. 
alfo au) 60 Kr. = % Br. 3 dr. < 0 Ar. 


II. Abſchnitt. 


Von der Addition dekadiſcher Zahlen. 


$. 18. 

Eine Zahl, welche fo groß ift, als zwei oder mehrere Zahlen 
zufommen genommen, wird die Summe diefer Zahlen genannt; 
fo z. B. iſt die Zahl 5 die Summe ber Zahlen 2 und 3; weil 8 
und 2 zufammen genommen 5 gibt. Eben fo iſt 9 die Summe von 
2, 8 und 4u.f.w. 

$. 14. 

Die Rechnungdart aber, nach welcher man die Summe meh: 
rerer gegebenen Zahlen findet, wird die Addition genannt: nem- 
lich, addiren heißt die Summe mehrerer gegebenen 
Bahlen finden. 

Die zu abbirenden Zahlen heißen Poften oder Summan- 
den und müſſen gleichnamig fein, fonft können fie nicht abbirt 
werben; z. B. 3 Pfund und 4 Gulden können unmöglich in eine 
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Summe gebracht werden; benn bie Summe würbe weber Pfunde 
noch Gulden bedeuten. Eben fo kann auch von 5 Pfunden und 4 
Lothen die Summe weder 9 Pfunde, noch 9 Lothe fein: es wird 
aber weiter hinten gezeigt werben, wie berlei Zahlen, welche zwar 
ungletchnamig find, doch aber auf gleiche Namen gebracht werden 
Tönnen, zu abbiren find. 
$. 16. 

Das Zeichen, deſſen man ſich bei der Addition bedient, 

ift ein aufrecht ſtehendes Kreuz, nemlich 4, welches auögefpro- 


den ind anzeigt, daß diejenigen "Zahlen ober 
Groͤß es ſteht, addirt werden ſollen; z. B. 
44 4 mehr 8 iſt gleich 7;7 0 + 614; 
+ N 


muß ber Anfänger fih in ber Sum ⸗ 
miru welche beide nur aus einer Ziffer ber 
flehen, ober von denen eine aus zwei, und bie andere nur aus 
einer Ziffer befteht, wohl üben; z. B. 8 und 5 find 18; 9 
und 8 find 17; 24 und 7 find 31; 48 und 9 find 57; 86 
umd 8 find 94 u. ſ. w. Dabei kann man ſich gewiffe Regeln 
machen, bie einem Ungeübten gut zu Statten kommen können; 
3. 8. man wüßte nicht gefchwind, wie viel 26 und 9 fei, fo erinnere 
man fi nur, daß 26 und 10= 86 fei; alfo um eind weniger 
gibt 85. Ingleichen man wüßte nicht glefh, wie viel 48 und 7 fei, 
fo gebe man in Gebanken indeffen 2 von 7 zu 48, fo hat man 50, 
und 5 gibt 55; und mehr bergleichen. 
$. 16. 
Grundfägße . 
1. Benn man zu gleichen Größen Gleiches abbirt, 
fo find die Summen gleich. 


Beifpiele J 
44227 J 18. = 0 Mr. 
2+6=8 18. = 3 Ar. 
ao au 18.+10r. = 68 fr. 


Es iſt daher einerlei, ob man bie ganzen Größen ober alle 
Theile, woraus fie beftehen, zufammen addirt. 
D. Addict man aber zu gleihen Größen Unglei« 
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es, fd iſt jene Summe größer, wo das Größere 
abdirt worden ift. | ' 
"Beifpiele 





'7+8=15 1. = 6 Cd. 
‘5>%4 1 Sch. > 4 Zoll. 
elfo au 7+845>15445 alfo aub 1 R1L.+1Ch. > 6 Sh.+43. 


$. 17. 

Um nun Zahlen, wenn fie auch aus noch fo viel Ziffern beſte⸗ 
ben, abdiren zu können, beobachte man folgende Regeln. 

1) Man fchreibe die zu abbirenden Zahlen fo unter einander, 
daf die Einheiten unter die Einheiten, Zehner unter die Zehner, 
Hunderte unten die Hunderte u. f. w. zu flehen kommen; nemlich 
man ordne fie von ber Rechten gegen die Linke gehörig unter einan- 
der; wodurch bei jenen Zahlen, die aus weniger Ziffern beftehen, bie 
Stellen zur Linken leer bleiben; und ziehkt darunter einen Querſtrich. 

3) Dann addire man erſtlich die Columne ber Einheiten, und 
feße die Summe hievon, wenn fie nur aus einer Ziffer beſteht (wie 
bier voraudgefegt wir), unter den Strich an die Stelle der Ein- 

beiten ; nemlich im Beifpiele fagt man: 4 und 1 gibt 5, und 





3 gibt: 8 Einheiten; auf e Art addire man nun auch bie 
Eolumne ber Zehner, indem man Pieder fagt: 6 und 2 gibt 8, und 
1 gibt 9, und feße Diefe Summe, da fie wieder nur aus einer Ziffer 


beſteht, an bie Stelle der Zehner; und fo abbire man ferner bie 
Hunderte, Zaufende, Zehntaifende u. f. w.; fo wird man bie ver⸗ 


langte Summe erhalten, wie qus dem Beifpiele Nr. 1 zu erſehen ift. 
Befinden fich in einer Columne lauter Nullen, fo wird auch in der 
Summe eine Nulle an die Stelle gefegt, damit die folgenden Ziffern 
ihren Rang behalten ($. 7), wie aus dem Beiſpiele Nr. 2 zu erſe⸗ 


ben iſt. ‘ 
Beifpiele: 
92164 7001 
Pr. 1. Mr. v. 
Au addiren Art Zu addiren —* 
Summe 97898 Summe 16808 


3) Befteht aber bie Summe einer Columne aus zwei 
Ziffern, fo fchreibe man nur bie erfle Ziffer rechts unter die abdirte 
Columne, und bie andere Ziffer abdire man zur folgenden Columne; 
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im Beifpiele Nr. 3 fagt man: 6 und 8 gibt 14, und 9 gibt 23, 
nemlich 8 Einheiten, und zwei Zehner; man fchreibe deßwegen die 
3 Einheiten an die Stele der Einheiten, die 2 Behner aber über- 
trage man zur Golumne der Zehner, indem man ferner fagt: 2 ge- 
blieben und 5 gibt 7, und 6 gibt 18, und 1 gibt 14 Zehner, nem- 
lich 4 Zehner und 1 Hundert; folglich fehreibe man die 4 Zehner 
an bie Stelle der Zehner, und übertrage das 1 Hundert zur Co: 
Iumne der Hunderte, und fage ferner: 1 geblieben und 4 gibt 5, 
und 8 gibt 13, und 7 gibt 20 Hunderte, nemlich Fein oder 0 Hun⸗ 
dert, und 2 Zaufende; man fchreibe demnach an die Stelle der 
Yunderte eine Nulle, damit die folgenden Ziffern ihren Werth be 
halten, und übertrage die 2 Zaufende zur Columne der Tauſende; 
und fo. fahre man fort, bi8 Feine Columne mehr vorhanden ift, fo 
wird man bie richtige Summe haben. Beſteht eine Golumne aus 
lauter Nullen, und es ift etwas von der vorigen Columne geblie- 
ben, fo muß ed an diefe Stelle gefeßt werben, wie bad Beifpiel 
Nr. 4 zeigt. 
Beifpiele 


Nr. 3. 230 Nr. & 208: 
Zu atdiren 719 - Zu addiren 8095 
GSumme 8043 Summe 13342 


4) Wenn viele Zahlen zu addiren find, fo kann es 
ſich ereignen, daß die Summe irgend einer Columne aus 3 Ziffern 
beſtehe; da fege man ebenfalld nur die erfte Ziffer rechtd unter die 
addirte Columne, und zähle die übrigen zur folgenden Columne; 
z. B. es wäre die Summe der Columne ber Einheiten = 124, fo 
feße man die. erfte Ziffer 4 an die Stelle, der Einheiten, und bie übri- 
gen 12 abdire man zur Columne ber Zehner. 

Man kann aber auch in dergleichen Fällen, wo gar viele Zah: 
len zu abdiren find, und alfo zu viele Aufmerkſamkeit erforbert wird, 
bie Zahlen in zwei oder mehrere Abtheilungen oder Partien 
zertbeilen, jede Partie insbefondere abdiren, und ihre Theilfum- 
men in eine Hauptfumme bringen. 3. B. es wäre folgende Ad⸗ 
bition zu verrichten: 87569 -H 5498 + 3695 + 95678 3097 + 
-909-4+40895 +3278 478567 -+4039+97908-+21706+46587+ 
69578-+59857; fo könnte man, wie folgt, fchreiben : 
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87569 
65498 78567 
3695 4039 
950678 97908 
3097 21706 
909 6537 
40895 69578 240819 
3278 59857 338192 
Summe 240619 Summe 338192 DHauptfumme 578811 


Daß man nach diefen vorgefchriebenen Regeln bie richtige Sum⸗ 
me erhalte, erhellet aus ($. 12, Srundfag I.), weil man auf dieſe 
Art alle Einheiten, Zehner, Hunderte, Zaufende u. f. w., als alle 
Zheile des Ganzen, welches hier die Summe heißt, zufammen 
zählt, | 

$. 18. 

Zweifelt man , ob nicht in der Addition gefehlt worben, fo iſt 
die befte Probe, wenn man bie Addition noch einmal wiederholt, 
und zwar dad zweite Mal abdire man von unten hinauf, wenn das 
erfte Mal von oben herunter abdirt worden ift, oder umgekehrt; er⸗ 
hält man nun in beiden Fällen einerlei Summe, fo ift die Addi⸗ 


tion höchſt wahrſcheinlich richtig. 





IH. Abſchnitt. 
Bon der Subtraction dekadifcher Zahlen. 
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Diejenige Zahl, welche anzeigt, um wie viel eine von zwei 
gegebenen Zahlen größer ift als die andere, wird die Differenz 
oder der Unterfchied .diefer Zahlen genannt; fo 3.3. iſt 5 bie 
Differenz ber Zahlen 9 und 4; weil 9 um 5 größer ift als 4. 

$. 20. 

Die Rechnungsart, nach welcher die Differenz jeder zwei gege- 
benen Zahlen gefunden werden kann, wird die Subtraction 
genannt; nemlich fubtrahiren oder abziehen heißt die 
Differenz zweier gegebenen Zahlen finden. 

Bon den Zahlen felbft wirb bie größere, von welcher abgezo⸗ 
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gen wird, bee Minuend, und bie Heinere, welche abgezogen 
werben fol, der Subtrahend genannt. 

Auch hier müffen beide Zahlen, die von einander fubtrahirt 
werben follen, gleichnamig fein ; denn fonft könnten fie ja gar nicht 
verglichen werden ($. 11). 

$. 21. 

Das Zeichen der Subtraction if ein liegender Strich. 
— , welches ausgefprochen wird: weniger (minus), und wenn 
ed zwifchen 2 Zahlen oder Größen fleht, anzeigt, daß bie hinter 
dem Zeichen von jener vor bem Zeichen abgezogen werben fol; 
z. B. 15 —7=8 wird gelefen: 15 weniger 7 iſt glich 8; 11 —5 
=6; 9—3=17, uf. w. 

Anmerkung. Die Anfänger müffen fich auch hier üben, um 
fogleich die Differenz zweier Zahlen zu wiffen, beren jede nur aus 
einer einzigen, Biffer befteht, oder von denen der Minuend aus zwei, 
der Subtrahend aber nur aus einer Ziffer beſteht; .B.9 — 2 = 
1, s-s =5; 7—8=9; 1-9) =7; 18 —8 
=5uf.w. 

6. 22. 
Grundbfägße. 

1. Wenn man von gleihen Größen Gleiches fub- 

trahirt, fo find die Differenzen gleid. 
Beifpiele 


s+6=9 1%. = 60 fr. 
246527 18r.= 3Kr. 


alfa 460 ⸗2 —5=9— 75 alfo au 1F. — Tor. = 377 Mr. 

Daher iſt es einerlei, ob man bie Theile einer Größe von den 
Theilen einer andern Größe, ober die ganze Größe auf einmal 
abzieht. 

U. Subtrahirt man von gleihen Größen Unglei- 
bed, fo find die Differenzen ungleih, und zwar 
bort größer, wo am wenigften fubtrahirt worben ift. 

Beiſpiele. 


12462 18 1 3ent. = 100 Pf. 
5> 4 30 Loth < 1PF. 


alfo au 1465 <18—; alſo auch 13.—308.>99Pf. 
IL Bieht man von ungleihen Größen Gleiches 


\ 
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ab, fo iſt dort bie Differenz größer, wo vorhin Grb- 
Beres war. 

Beifpie Le 


6+3>8 1 Tag > %0 Etunden 
äh ” 60Min. 1 Stunde 
alſo uch 6 +3 —A>B—A. alſo auch 1T. —60 M. 10 &t. 
$. 28. 


Sind nun zwei Zahlen, die aus mehreren Ziffern beſtehen, 
von einander abzuziehen, ſo verfahre man nach folgenden 
Regeln: 

1) Man ſchreibe die kleinere Zahl unter die größere, fo daß di 
Einheiten unter die Einheiten, die Zehner unter die Zehner u. f. w. 
zu fliehen fommen, wie bei ber Addition, und ziehe darunter einen 
Querſtrich. 

2) Dann ſubtrahire man zuerſt die Einheiten ber untern Zahl 
von ben Einheiten der oben Zahl, fo auch bie Zehner von den Zeh⸗ 
nern, bie Hunderte von ben Hunderten u. f. w. und fchreibe bie 
Differenz jedesmal an eben biefelbe Stelle, fo hat man bie verlangte 
Differenz. Im Beifpiele Nr. 1 fagt man: 2 von 5 bleiben 8, 8 von 
4 bleibt 1, o von 9 bleiben 9, 2 von 6 bleiben 4. Bleibt aber irgend⸗ 
wo gar nichts übrig, fo muß an bie Stelle eine Nulle gefeht wer: 
den; nemlich im Beifpiele Nr. 2 fagt man: 1 von 4 bleiben 8, 8 
von 8 bleibt 0, 3 von 7 Neiben 4. Befteht die obere Zahl aus mehr 
Ziffern als die untere, fo werben bie noch übrigen Ziffern zur Dif- 
ferenz herunter gefeßt, wie im Beifpiele Nr. 3 zu erfehen ift. 


Beifpiele 


Ri - 6945 Nr. 2. 784 Nr. 8. 23687 
2032 881 Ä 433 
DIE. 4913 Dif. 403 Diff. 23155 


HWenneineziffer, vonwelherman abziehen foll, 
kleiner iſt, als die abzuziehende, fo borge man von ber nächfl 
folgenden links eine Einheit, und bezeichne (fo lange man noch wenig 
Sertigkeit im Rechnen befist), dieſe Ziffer mit einem Puncte, zum 
Zeichen, daß fie fobann um eind weniger gelte: diefe geborgte Einheit 
gibt 10 Einheiten ber vorhergehenden Stelle ($. 6.), deßwegen vermehre 
man bie Ziffer, von welcher abgezogen werben fol, um 10 Einhei⸗ 
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ten, und ziehe die darunter flehende von ihr ab. So können im Bei- 
fpiele Nr. 4 die 5 Einheiten von 3 Einheiten nicht abgezogen werben: 
man borge bewegen einen Zehner, und fage: 5 von 13 Einheiten 
bleiben 8 Einheiten, und 3 von 5 bleiben 2 Zehner; ferner 9 Hun⸗ 
berte von 8 Hunderten können nicht abgezogen werben: man borge 
alfo ein Zaufend oder 10 Hunderte, und fage: 9 Hunderte von 18 
Hunderten bleiben 9; und endlich ı von 4 bleiben 8 Tauſende. 
Kommt eine bedeutende Ziffer von einer Null abzuziehen, fo borge 
man ebenfalls von der folgenden Ziffer eine Einheit, wo fobann que 
0 zehn wird. Iſt aber eine Null von einer andern Null abzuziehen, 
fo,wirb in der Differen, ebenfalls eine Null gefebt, wie dies aus 
dem Beifpiele Nr. 5 zu erfehen iſt. Wäre die Ziffer, von welcher 
man borgt, ein 1, fo muß man fid fodann an deffen Stelle eine 
Null denken, wie ed dad Beifpiel Nr. 6 zeigt. 


Beifpiele. 
Pr. 4. 5863 Mr.5. 6030 Nr. 6. 8115 
1935 2014 2037 
ng — T IT 08 —vsſs 


4) Wenn einer Ziffer, von welcher man nicht ab— 
ziehen fann, eine oder mehrere Nullen nach folgen, 
fo Übergehe man alle Nullen, und borge von der nächften bedeuten- 
den Ziffer eine Einheit; dieſe gibt an der Stelle der erften Null 10 
Einheiten: eine davon hinweg geborgt bleibt eine 9; die geborgte 
Einheit gibt wieder an der Stelle der vorhergehenden Null 10 Ein- 
heiten, und eins davon geborgt bleibt wieber an diefer Stelle eine 9 
u. f. w., woraus folgende Regel fließt: Wenn von einer oder 


mehr nad) einander folgenden Nullen eins geborgt 


werden foli, fo borge man von der nädft folgenden 
bedeutenden Ziffer eine Einheit, und bemerte alle 
Üüberfprungenen Nullen mit einem Puncte, zum Zei— 
hen, daß diefelben dann lauter 9 find; wie e8 im Bei— 





fpiele Nr. 7 und 8 zu erfehen ift. \ 
Beifpiele. 
Nr. 7. 6164 Nr. 8. 9000800106 
6356 | 43491638 
Si8 8957308468 


Die Richtigkeit dieſes Verfahrens erhellet daraus, weil ed 


fe — Mm ur — 


En GER > SE 7 > Zu? 27 Ar ? Ge Dr er eG 


— 
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einerlei ift, ob man die Einheiten, Zebner, Hunderte u. f. w. jebe 
insbefondere, ober ob man bie ganze Heinere Zahl auf einmal abzieht. 
($. 22, Grundfag L) 

| $. 24. 

Da (vermög $. 19) die Differenz anzeigt, um wie viel bie 
größere Zahl größer iſt, als die Bleinere, fo können die Differenz 
und die Beinere Zahl als Theile ber größern angefehen werben; 
addirt man demnach die Differenz zur Bleinern Zahl, fo muß bie 
größere zum Borfchein kommen; welches zur Probe der Sub: 
traction dienen kann. 

Auf demfelben Grund fußt fich auch eine in vielen Faͤllen recht 
bequeme Ausführung der Subtraction, nemlicd die durch das ſo⸗ 
genannte Ergänzen bes Subtrahend& zum Minuend, wobei man 
eigentlich erforfcht, wie viel Einheiten man dem Subtrahend bei: 
zuzählen habe, damit man ben Minuend erhalte. Während man 
nemlich, wenn 5. B. 7 von 18 abzuziehen find, bei dem im vori« 
gen Paragraphen gelehrten Verfahren eigentlich von 18 um 7 Ein: 
beiten zurüdzählt und dadurch auf 11 geführt wird, zählt man 
bei der Subtraction durch Ergänzung von 7 aus allmälig bis auf 
18, wodurch man um 11 Einheiten vorfchreitet. 

Sol auf diefe Weile eine Zahl von einer andern abgezogen 
werben, fo fucht man für jede Ziffer des Subtrahends ihre einziff- 
rige Ergänzung auf jene nächft höhere Zahl, welche auf bie gleich: 
flelige Ziffer des Minuends fich endigt, notirt diefe ergänzende 
Ziffer an der gleichnamigen Stelle in der Differen,, und zählt, bie 
etwa vorkommenden Zehner der Zahl, auf die man ergänzte, zur 
nächſt Höheren Ziffer des Subtrahends, welche man fofort auf dies 
felbe Weife behandelt. So fagt man im Beifpiel Nr. 7: 6 und 8 
(fhreibe 8) gibt 14, bleibt 1; 1 und 5 gibt 6 und 4 (gefchrie: 
ben 4) macht 10, bleibt 1; 1 und 3 find 4 und 3 (ſchreibe 3) gibt 
7; 6 und O Chier nicht gefchrieben) gibt 6. 

Vorzüglich brauchbar ift dieſe Methode, wenn von einer Zahl 
mehrere andere zugleich abzuziehen find. In einem folchen Falle ad⸗ 
dirt man die gleichnamigen Ziffern der Subtrahende und ergänzt 
ihre Summe durch eine Ziffer, die man an der gleichnamigen Stelle 
der Differenz anfchreibt, auf die nacht größere und mit der gleich: 

Vega Boeile—. I, ®. 
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ſtelligen Ziffee des Minuends fich endigende Zahl, und zählt bie 

bei diefer vorhandenen Zehner zu ben Ziffern der nächft höheren 

Stelle der Subtrahende, mit deren Summe man mie mit ber 
frühern verfährt. 

3.8. Von 367 Hiebei fagt man: 9, 8 und 2 gibt 19 

‚ fubtrahirt 112 und s Cangefchrieben)gibt 27 ; 2 geblies 

38 ben und 1, 8 und I macht 7 und 9 (ges 

und 19 ſchrieben) gibt 16; 1 geblieben und 1 

bleiben 198 find 2 und 1 (gefchrieben) find 8. 


$. 25: 

Einige Beifpiele zur Anwendung ber Addition und 
Subtraction. r 

1. Frage. Die Armee einer Monarchie befteht aus 238500 
Mann Infanterie, 65840 Mann Cavallerie, 10850 Mann Artille⸗ 
tie, und noch aus verfchiedenen andern Corp& 12640 Mann; wie 
ſtark ift wohl diefe Kriegsmacht? 

Antwort. 288500 + 65840 + 10830 +4 12640 — 327810 
Mann. 

2. Frage. Die Stabt Trier wird in ber Gefchichte um 1300 
Sahre älter als die Stadt Rom angegeben. Da nun Rom 758 Jahr 
vor Chrifti Geburt erbaut worden fein fol, wie alt war die Stadt 
Trier im Jahre 1802? 

Antwort. 13004+753-+1802= 3855 Sahre, 

8. Frage. ı Amerika ift von Chriftoph Columbus im Jahre 
1498 entdeckt worden: wie lang war cd nun im Sahre 1802, daß 
wir von diefem vierten Welttyeile Wiffenfchaft haben ? 

Antwort. 1802 — 1492 = 310 Sahre. 

4. Frage. Eine Armee ift 280000 Mann ftark ind Feld 
gezogen; im .erflen Feldzuge verlor fie 25648 Mann; dagegen er- 
hielt fie 36800 Mann Recruten; im zweiten Feldzuge verlor fie 
38794 Mann, erhielt aber 40500 Recruten; im dritten Feldzuge 
verlor fie 8456 Dann, und erhielt einen Zuwachs von 50000 Recru- 
ten: wie ftark ift wohl die Armee am Ende des dritten Feldzuges? 
_ Antwort. 280000 4 368904 40500 4 50000 — 25648 — 

38794 — 8456 = 407300 — 72898 —= 334402 Mann. 


— — — — —— — — — 
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Bon der Multiplication defadifcher Zahlen. 


$. 26. 


Wenn eine und biefelbe Zahl ein oder mehrere Mal zu ſich 
jelbft abdirt werden fol, fo bedient man fich einer RechnungSart, 
durch welche der Betrag viel gefchwinder, ald Durch die gewöhnliche 
Addition gefunden werben kann; biefe Nechnungsart wird die Mul⸗ 
tiplication genannt. Die Zahl, welche etlihe Mal genommen, 
oder addirt werden fol, nennt man den Multiplicand, und bie- 
jenige Zahl, welche anzeigt, wie oft ber Multiplicand zu nehmen 
ift, heißt der Multiplicator; beide zuſammen heißen die Fac⸗ 
toren, und der Betrag wirb hier das Product genannt. Zwei 
Zahlen mit einander multipliciren beißt demnach eine 
Zahl fo oft nehmen, als die andere Einheiten in 
ſich enthält. 3.8. 4 mit 8 multipliciren heißt die Zahl 4 drei⸗ 
mal, oder welches einerlei ıft, die Zahl 3 viermal nehmen. In 
beiden Fällen fommt 12 zum Vorſchein: 8 und 4 find demnach die 
Factoren, und 12 ifl das Product. 

Es ift daher bei der Multiplication gleichgiltig, 
welchen Factor man ale Multiplicator annimmt, weil 
das Product dasſelbe ift; und es zeigt jeder Factor mit feinen Ein: 
beiten an, wie oft der andere genommen werben muß, bamit das 
Product zum Vorſchein fomme; oder, welches einerlet ift, wie oft 
der andere Factor in dem Probucte enthalten ift. 


$: 27. 


Das Zeihen der Multiplication ift ein Tiegendes 
Kreuz X, oder auch nur ein Punct „; es wird audgefprochen: 
multiplicirt mit, ober Mal, und bebeutet, daß die Zahlen, 
zwifchen welchen es fteht, mit einander multiplicirt werbin follen; 

2 * 
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z. B. 6X8=48, wird gelefen: 6 multiplicirt mit 8, ober 6 
Mails ift 48; ebenfo 9.A= 86; 7.6= 42 u. ſ. w. 
Sind 3 ober mehrere Zahlen mit dem Multiplicationszeichen 
. verbunden, fo bedeutet dies, daß dad Product der vorhergehenden 
Zahlen immer mit der nachfolgenden zu multipliciren fei; 3. B. 
2.4.9=28.9= 72. 

Anmerkung. Anfänger müffen die Producte von zwei Zahlen, 
wovon jede nur aus einer Biffer befteht, deren Zufammenflelung 
man dad Einmaleins nennt, wohl auswendig lernen, wenn fie 
im Multipliciren Fertigkeit eilangen wollen; und ed gibt auch hier 
gewiffe Regeln, die fi ein Ungeübter zu Nugen machen kann; 
3. 3. man wüßte nicht geſchwind, wie viel 9 Mal 7 ift, fo kehre man 
es um, und fage 7 Mal 9, und es wird vieleicht geſchwinder ein- 
fallen; oder man fage: 10 Mal 7 ift 70, 7 davon ift 63 u. dgl. 

Das Einmaleind ift am beften aus folgender Tafel, welche 
der pythagoriſche Rechentifch genannt wird, zu erlernen. 

Der Gebraud; ift folgender: 5.8. 
man wollte dad Product von 6 Mal 7 
wifien, fo ſuche man einen Zactor, 3. B. 
6 in der erften verticalen (herab laufen« 
den) Reihe, und den andern 7 in der 
oberen horizontalen (nach der Breite 
faufenten) Reihe, und fahre mit dem 
Finger aus der erften Reihe horigons 
tal, und aus der andern vertical; und 
dort, wo beide zuſammen treffen, fins 
det man das Product 42. 


$. 28. 


Benannte Zahlen können nicht mit einander multiplicirt wer- 
den, wenn fie auch gleihnamig find; denn wären z. B. 6 Fl. 
mit 3 ZI. zu multipliciven, was folte wohl das Product 18 ber 
deuten? Wohl aber kann man eine benannte Zahl mit einer unbe: 
nannten multipliciren, das heißt, man Fann fie fo vielmal nehmen, 
als man wil; 3.8. 6 Fl. 3 Mal genommen gibt zum Probucte 
18 Fl.; 48. X 5=20 Kr. u. ſ. w. 
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$. 29. 
Srundfäge. 
1. Wenn man gleihe Größen mit gleihen multi: 
plicirt, fo find die Producte glei. , 


Beifptele 
8=5 + 3. ar. —6Kr. 
4—4 2342 
alſo auch 8. 4—5. 243. 4 alte an x5=6fr. x3 +6 fr. x? 


nemlih 32==20 + 12 nemlich 10 Gr. — 18 ft. + 12 fr. 
’ das ift 10 Gr. == 30 Pr. 


Man erhält alfo einerlei Product, wenn man alle Theile einer 
Größe, oder die ganze Größe mit einer andern Größe multiplicirt. 
1. Multiplicirt man aber gleihe Größen mit un- 
gleichen, oder ungleihe Größen mit gleihen, fo er- 
hält man verfhiedene Producte; und zwar dort grö- 
Gere, wo die Factoren größer find. 
Beifpiele 


8=6 +? 1Gr. > 2 Ar. 
4>3 3 = 3 
alfo au) 8. > 6.3 + 2.3 alfo au 3 Br. > 6 Ar. 
$. 30. | 


. Sind nun zwei Zahlen mit einander zu multipliciren, 
von denen eine nur aus blofen Einheiten, die andere aber aus mehre- 
ven Ziffern befteht, fo beobachte man Folgendes: 

D Man fchreibe den Bleinern Factor unter den größern, und 
multiplicire damit zuerft die Einheiten, dann die Zehner, Hun⸗ 
berte, Tauſende ded andern Factord, und fchreibe die Producte, 
wenn diefelben nur aus einer Ziffer beftehen, jedesmal an eben 
diefelbe Stelle, fo hat man das verlangte Product ($. 29, Grund: 
fat 1.), wie es das Beifpiel Nr. 1 zeigt. 

2) Befteht aber ein Product aus zwei Ziffern, fo feße man 
nur, wie bei der Addition, die erfte Ziffer rechts, wenn e8 aud) eine 
Null wäre, an diefelbe Stelle, und addire die andere zum folgender 
Producte; nemlich im Beiſpiele Nr. 2 fagt man: 4 Mal 6 gibt 24 
Einheiten, nemlih 4 Einheiten, und 2 Zehner; man feße deßwegen 
4 Einheiten an ihre Stelle, und behalte die 2 Zehner im Gedan⸗ 
fen, (man kann felbe auch an ber Seite anmerken) ; ferner fage man: 
4 Mal 7 gibt 28, und 2 gebliebene Zehner dazu geben 80 Zehner, 
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nemlich keine Zehner, und 8 Hunderte; deßwegen ſetze man an die 
Stelle der Zehner eine 0, und behalte die 3 Hunderte wieder in Ge⸗ 
danken; ferner 4 mal 1 gibt 4, und 8 geblieben gibt 7 Hunderte, 
und 4 Mal 8 gibt 32 Tauſende. 

8) Befindet fi im oberen Factor eine Null, fo muß auch im 
Producte eine Null gefeßt werben; wäre aber vom vorhergehenden 
Probucte etwas geblieben, fo wird dies an biefe Stelle gefegt, wie 
ed aus dem Beifpiele Nr. 3 zu erfehen ift; indem man fagt: 4 Mat 
8 gibt 32, 2 gefchrieben, bleibt 3; 4 Mal o gibt 0, und 8 geblie- 
ben ift 3; 4 Mal ı gibt 4; 4 Mal 0 gibt 0; und 4 Mal 5 gibt 20. 


Beifpyiele 


Nr. . 2 - Nr. 2. 8176 Nr. 3. 50108 
2 
Prod. 4662 Prod. 3270& Prod, 200832 
6. 81. 


Sf eine Zahl mit 10 zu multipliciren, fo hänge man 
nur rechts eine Null an; denn dadurch erhält jede Ziffer. einen zehn: 
fahen Werth ($. 6 und 7), und folglich ift die ganze Zahl mit 10 
multiplicirt ($. 29, Grundfag I.). Eben fo wird eine Zahl mit 
100 multiplcirt, wenn man rechts 2 Nullen anhängt; mit 1000, 
wenn man 3 Nullen anhängt u. |. w. 


$. 82. 


Mären aber zwei Zahlen, weldhe beide aus mehre- 
ren bedeutenden Ziffern beftehen, mit einander zu 
multipliciren, fo verfahre man nach folgenden Regeln. 

1) Man fchreibe den einen Factor unter den anderen, gewöhn⸗ 
lich den kleinern unter den größern, und multiplicire zuerfi mit den 
Einheiten bes untern Factord den ganzen obern Factor ($. 30). 

2) Daun multiplicire man auch auf eben diefe Art mit Den 
Zehnern des untern Factord den ganzen obern Factor: wonad) 
aber die erfte Ziffer dieſes Productes nicht mehr Einheiten, fondern 
Zehner bedeutet; denn im folgenden Beifpiele Nr. 1, im 2ten Pro- 
ducte follte man eigentlich fagen: 30 Mal 8 gibt 60, flatt daß man 
abgekürzt fagt 2 Mal 8 gibt 6 ; eben deßwegen bedeutet Die zweite Ziffer 
diefed Productes Hunderte, Die zte Tauſende u. |. w. Man fchreibe baber 
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diefes Product fo unter das vorige, daß die erfte Ziffer an die Stelle 
der Zehner zu flehen fommt. 

8) Auf eben diefe Art multiplicire man mit den Dunderten 
des untern Factord den ganzen obern Factor, und fchreibe biefes 
Product fo unter die vorigen, daß die erfte Ziffer, welche hier fchon 
Hunderte bedeutet, an bie Stelle der Hunderte zu fliehen kommt. 
Und fo multiplictre man mit jeder Ziffer des untern Fac— 
tors den ganzen obern Factor, und rüde bad Product aus der an- 
geführten Urfache jedesmal um eine Stelle weiter gegen die Linke. 

4) Hat der untere Factor eine ‘oder mehrere Nul 
len in ber Mitte, fo überfpringe man fie, und multiplicire nur 
mit den folgenden bedeutenden Ziffern, rüde aber bad Product um 
fo viele Stellen weiter gegen die Linke, ald man Nullen überfprun- 
gen hat; wie dad Beifpiel Nr. 2 zeigt. 

5) Sodann addire man dieſe befondern oder Partial- 
producte, fo wie fie unter einander fliehen, zufammen, und man 
erhält das wahre Product ($. 29, Grundſatz D. 

6) Hat einer oder beide Factoren am Ende einige Nullen, 
fo multiplicire man fie, ald wenn bie Nullen hinten nicht da wären, 
und hänge an das Product rechts fo viele Nullen an, als beren 
beide Bactoren zufammen haben; benn es ift im Beifpiele Nr. 3 
(vermög $. 31), 820 X 4600 = 82 X 10.46 X 10 = 
32.46.1000. . 


Beifpiele 
Pr. 1. 4523 Nr. 2. 4809 Mr. 3. 4600 


324 2006 3200 
18092 28854 92 
9046 8818 ꝛas 
13569 964685& 4872000 
1465452 
$. 83. . 


Die befte Probe .über die Multiplication if, wenn 
man fie noch einmal wiederholt: und man koͤnnte das zweite Mal 
die Factoren verwechſeln, das heißt, jenen zum Multiplicator an« 
nehmen, der vorhin der Multip.icand war. Erhält man nun einerlei 
Product, fo if richtig multiplicirt worben. 

Es wird zwar weiter hinten bei ber Divifion (5. 44) noch 


24 Multiplication dekadiſcher Zahlen. 


eine Probe über die Multiplication gezeigt werben, bie aber ‚eben: 
falls nicht leichter als dieſe fein wird. 


$. 84. 


Einige Fragen zur Anwenbung ber Multiplication. 

1. Frage. Wenn eine Klafter 6 Schuh enthält, wie viel 
Schuh mahen 49 Klaftr! 

Antwort. 6. 49 = 294 Schub. 

2. Frage. Ein Bulden hat 60 Kreuzer; wie viele Kr. machen 
285 SI. und 45 Kr.? 

Antwort. 285 . 604 45 = 17145 Kr. 

3. Frage. Ein Schuh Länge von einem gewiffen Bauholze 
koftet 45 Kr.; wie viel Kreuzer Eoftet nun ein Baum, welder 5 
Klafter und 4 Schuh lang iſt? 

Antwort. 5 Klafter und 4 Schuh machen 5. 6 +46%d. 
= 34 Schuh; mithin koflet der Baum 34 . 45 = 1530 Kr. 

4. Frage. Wenn ein Soldat monatlib 8 Fl. befommt, wie 
viel befommen 30 Soldaten in einem Jahre? 

Antwort. 3.12.30 = 1080 Ft. 

5. Frage. Es fol eine Mauer von Ziegelfleinen errichtet 
werben: der Ränge nad kommen 2600, der Dide nach 8, und 
der Höhe nad) 150 Ziegel zu liegen; wie viel Ziegel braucht man 
hiezu? 

Antwort. Da ber Länge nach 2600 und ber Dicke nah 8 
Ziegel liegen follen, fo kommen in einer Schichte 8 . 2600 — 
20800 Ziegel zu liegen; und da 150 ſolche Schichten über einander 
liegen follen, fo kommen zur ganzen Mauer 150 . 20800 = 
208 . 15 . 1000 = 3120000 3iegel. 

Mehr Beifpiele kann fich der Anfänger felbft leicht aufgeben. 
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V. Abſchnitt. 
Von der Diviſion dekadiſcher Zahlen. 


$. 35. 


Es kommt zuweilen vor, daß man zu wiffen nöthig hat, wie 
oft eine bekannte Zahl von einer andern befannten abgezogen werben 
kann, bis nichts mehr übrig bleibt; oder weiches einerlei ift, wie 
oft eine gegebene Zahl in einer andern gegebenen enthalten ifl; 3.8. 
man möchte gern willen, wie viel 48 Schuh in Klaftern betragen ; 
bier fommt es nur darauf an, daß man unterfuche, wie oft 6 in 
48 enthalten ift; weil 6 Schuh = 1 Klafter find. 

Um nun diefes leichter, als durch eine öfters wiederholte Sub- 
traction finden zu können, hat man eine befondere Rechnungsart 
eingeführt, welche die Divifion (Theilung) genannt wird. Di« 
bidiren oder theilen heißt Demnach unterfuchen, wie 
oft eine gegebene Zahl in. einer andern gegebenen 
enthalten ift. Die Zahl, welche bividirt werden fol, heißt ber 
Dividend; jene, durch weldye dividirt wird, heißt der Diviſor 
oder Theiler; und bie zu fuchende Zahl, welche anzeigt, wie 
oft der Divifor in dem Dividend enthalten ift, wirb der Quo— 
tient genannt. In unferm angeführten Beifpiele ift 48 ber Divi⸗ 
dend, 6 der Divifor, und 8 der Quotient; weil 6 in 48 genau 
8 Mal enthalten if. Ä 


$. 36. 


Da der Quotient mit feinen Einheiten anzeigt, wie oft der 
Divifor im Dividend enthalten ift, fo kann (vermög $. 26) der Die 
vidend als ein Product, wovon der Quotient und der Divifor bie 
Factoren find, angefehen werben; und es zeigt alfo auch der Divi- 
for mit feinen Einheiten an, wie oft ber Quotient im Dividend 
enthalten ift, das heißt, wie viel Theile man aus dem Dividend 
machen ann, deren jeder fo groß, ald ber Quotient ift. Man kann 
demnach auch fagen:-Dividiren heißt eine gegebene Zahl 
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in fo viele gleiche Theile zertheilen, ald eine andere 
gegebene Zahl Einheiten in ſich enthält. 48 durch 6 
bividiren heißt deßwegen auch, bie Zahl 48 in 6 gleiche Theite 
theilen. 

$. 87. 

Das Zeichen der Divifion find zwei über einander ſtehende 
Yuncte, nemlidy :, und wird audgefprochen: dividirt oder ges 
theilt durch. Dieſes Divifionszeichen, wo es zwifchen 2 Zahlen 
ober Größen fteht, zeigt an, daß die links vor dem Zeichen flehende 
durch jene rechts nad) dem Zeichen folgende Größe bividirt werden 
fol. Unfer oben angeführtes Beilpiel wird demnach fo gefchrieben, 
48:6=8, und gelefen, 48 dividirt durch 6 iſt gleich 8. 

Man pflegt auch die Divifion durch einen horizontalen Strich, 
über welchem der Dividend, und unter welchem ber Divifor 


fleht, anzubeuten; fo heißt aud 7 — 4, bie Zahl 28 dividirt 


durch 7 iſt gleich 4. 
$. 88. 

Eine benannte Zahl Tann durch eine andere gleichnamige Zahl 
dividirt werben; fo it 3.3.12 Pf.: 4 Pf. 3, und ed zeigt hier 
der Quotient an, wie oft 8 Pf. in 12 Pfunden enthalten find. Auch 
kann eine benannte Zahl durch eine unbenannte dividirt werden; 
z. B158.:3=5 Fl., und hier zeigt der Quotient an, wie 
groß jeder Theil wird, wenn man 15 Gulden in 3 gleiche Theile 
theilt; aber eine unbenannte Zahl kann nicht durch eine benannte, 
oder eine benannte Zahl durch eine gänzlich ungleichnamige bivibirt 
werben. 

$. 89. 
Grundſähtze. 

J. Wenn man gleiche Größen durch Gleiches divi— 

dirt, ſo ſind auch die Quotienten gleich. 
Beiſpiele. 


92643 69:.= 18 Kr. 
3=3 2—= 2 
alfo au 9: 36: 3 +3: 3 alfoauh6 Sr: =i8 Kr.:2 
nemlich 3=% +1 nemlich 30.= 9 Kr. 
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Es ift deßwegen auch einerlei, ob man ein Ganzes ober jeden 
feiner Theile durch eine und bie nemliche Zahl dividirt. 

I. Dividirt man aber gleihe Größen durch Un. 
gleiches, fo find die Quotienten ungleih, und zwar 
dort größer‘, wo der Divifor Fleiner ifl. 


Beifpiele 


12=9+3 Ri. „1284. 
A>3 2<3 
alfo auch 12: 4<9: 343: 3 alfo auch 2 8Bl.:2 >12 Sch.:3 
nemlich 3<3+1 nemlich 181.> 4 Sch. 


Nimmt man daher bei ungeändertem Dividend den Diviſor 
3, 8, 4,... Mal größer, oder Meiner an, fo wird der Quotient 
3,3, 4,... Mal kleiner oder größer fein. 

IM. Dividirt man hingegen ungleihe Größen 
burh Gleiches, fo ift dort der Quotient größer, wo 
der Divibend größer ifl. 

Beifpiele 


12>8 10 Or. <35Rr. 
4 = Ei 
alfo au) 12:4 >8:& alfo auch 10 .:5<3 KRr.· 
nemlich 3>2 nemlich 2 Gr. 7 Kr. 


Nimmt man daher bei ungeandertem Diviſor den Dividend 
3, 3,4... Mal größer oder Heiner an, fo wird auch der Quo: 
tient 2, 8, 4... . Mal größer oder Bleiner fein. 


$. 40. 


Wenn man bei einer Divifion den Dividenb 
und Divifor mit einer und der nemlichen Größe mul. 
tiplicirt oder dividirt, fo bleibt der Quotient un 
geändert. 

Denn durch die Multiplication bes Dividends wird der Duos 
timt vergrößert ($. 39, IU.), und burc die Multiplication des 
Diviford wird ber Quotient verkleinert ($. 89, II). Wird nun 
dee Dividend und Divifor mit bderfelben Zahl multiplicirt, fo 
wird der Quotient eben fo vielmal vergrößert ald verkleinert, und 
folglich bleibt er ungeändert. Eben fo wird auch der Quotient durch 


die Divifion des Dividends fo vielmal verkleinert, als er durch die 
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Divifion des Divifors vergrößert wird, wenn beibe durch eine und 
bie nemliche Zahl dividirt werden, und folglich bleibt er ganz un⸗ 
geändert. 

$. 41. 

Wenn eine Zahl, die fleinerals hundert ift, durch 
eine einfache dividirt werben fol, fo ift der Quotient fhon aus 
dem Einmaleins befahnt. Iſt aber eine Zahl, die ausmehrals 
23iffern befteht, durch eine Zahl, die nur blofeEin- 
hbeitenenthält, zu dividiren, fo verfahre man auf folgende Art. 

1) Man fchreibe den Dividend zur Linken, den Divifor zur 
Rechten, zwifchen ihnen das Divifionszeichen, und hinter dem Di⸗ 
vifor fege man bad Gleichheitözeihen, nach welchem der Quotient 
zu flehen kommt. 

2) Dann unterfuhe man, wie oft ber Divifor in der erſten 
links flebenden Ziffer des Dividende, oder wenn dieſe Feiner ift 
ald der Divifor, in ben zwei erften Ziffern des Dividends enthal- 
ten fei; (im BBeifpiele Nr. 1 fagt man: 4 in 9 geht 2 Mal) ; diefen 
gefundenen Theil des Quotienten fihreibe man hinter dad Gleich- 
heitözeichen, multiplicire damit den Divifor, fchreibe dad Probuct 
unter jene Ziffer des Dividende, in welche man bivibirt hat, und 
ziehe ed davon ab (man fagt in unferm Beifpiele 3 Mal 4 gibt 8; 
8 von 9 bleibt 1). _ 

3) zu dem Refte (1) hänge man die naͤchſt folgende Ziffer des 
Dividends (4) recht an (14), und dividire dieſes wieder durch 
den Divifor; (4 in 14 geht 3 Mal); den Quotienten hänge man 
an den fchon gefundenen Theil an, multiplicire damit den Divifor 
und ziehe das Product wieder von den Ziffern ab, in welche man 
bividirt hat (8 Mal 4 gibt 12; 12 von 14 bleiben 2). Zu’ dem 
Reſte feße man wieder die nächſt folgende Ziffer des Dividends (8) 
berunter, und dividire ihn wieder durch den Divifor (4 in 28 
geht 7 Mal); den Quotienten wieder an den ſchon gefundenen ange: 
hängt, den Divifor damit multiplichrt, und dad Probuct wieder abs 
gezogen u. |. w. 

4) Bleibt irgendwo gar kein Reft übrig, wie im Bei- 
fpiele Nr. 2, fo wird die folgende Ziffer des Dividende allein herunter 
gefeßt, und wie vorhin dividirt; wäre fie aber Peiner als der Di⸗ 
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vifor, fo muß zuerft in dem Quotienten eine Null angefeßt werben ; 
ſodann wird die folgende Ziffer des Dividends noch herunter ge- 
fegt, und wieder wie vorhin dividirt, wie es im Beifpiefe Nr. 3 
zu erſehen ift. 

5) Hat man nun auf diefe Art alle Ziffern des Dividende 
ſchon herunter gefeßt, und ift bei der legten Subtraction gar nichts 
übrig geblieben, fo ift ed ein Zeichen, daß der Divifor in dem Divi⸗ 
bend genau enthalten fei; und zwar fo oft, al8 der Quotient Ein- 
beiten in fich enthält; fo ift im Beiſpiele Nr. 1 der Divifor 4 in 
948 genau 237 Mal enthalten. Sollte aber bei der letzten Subtrac: 
tion noch ein Reſt übrig bleiben, fo ift es ein Zeichen, daß ber Di⸗ 
bifor im Dividend nicht genau enthalten fei. So bleibt im Beifpiele 
Nr. 3 bei der letzten Subtraction noch der Reft 2 übrig, welcher 
anzeigt, Daß noch 2 durch 7 zu heilen übrig bleiben. In einem fol- 
hen Falle Schreibt man den Reſt über einen Strich, unter welchen 
der Divifor zu flehen fommt, und hängt diefe angezeigte Divifion, 
welhe man einen Bruch nennt, mit etwas kleinern Ziffern ge 
(Örieben, an den Quotienten an, zum Zeichen, baß ber Quotient 
noh um etwas, welches aber feine ganze Einheit mehr betragen 
kann, vermehrt werden muß. Wie viel aber diefer Bruch betrage, 
wird weiter unten, bei ber Lehre von den Brüchen, gezeigt werben. 

Beifpiele 











Nr. 1. Nr. 2. Nr. 3. 
948: 4 = 237. 1575:5 315. 1444:7 = 206. 
8 15 1& " 
1& 27 „ha 
12 5 42 
‚28 25° 2 
BB 25 








0 Ö 

Daß man durch dieſes Verfahren den richtigen Quotienten er- 
halte, ift aus c$. 89, Grundſatz I.) leicht zu begreifen, weil man 
durch dasfelbe die Einheiten, Zehner, Hunderte, Zaufende,... bed 
Dividends, jede indbefondere, vom Höchften angefangen, bivibirt, 
und den Reſt jedesmal zum Naͤchſtkleinern abbirt. 

Anmerfung. In der Ausübung pflegt man gemeiniglich die 
Diviſion, wenn der Divifor nur aus einer Ziffer befteht, zu ver- 
tihten, indem man jedesmal den Quotienten mit dem Divifor in 
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Gedanken multiplicirt, dad Probuct von dem betreffenden Divi- 
dend abzieht, und den Reſt unterhalb anfebt: 3. B. 

15776 : 6 = 36292 

3151 
da fagt man: | 
6 in 15 geht 2 Mal; 2 Mal 6 ift 12; 12 von 15 bleiben 8; 
6 in 37 geht 6 Mal; 6 Mal 6 ift 36; 36 von 37 bleibt 1; 
6 in 17 geht 2 Mal; 2 Mal 6 ift 12; 12 von 17 bleiben 5; 
-6 in 56 gebt 9 Mal; 9 Mal 6 ift 54; 54 von 56 bleiben 2. 

$. 42. 

Befteht aber auch der Divifor aus mehreren Zif- 
fern, fo beobachte man folgende Regeln: 

1). Man orbne die Divifion wie im Vorigen ($. 41), und 
bividire mit der erften linken Ziffer des Diviford in bie erfte, oder 
wenn biefe zu Bein ift, in bie zwei erften Ziffern des Dividends; 
die gefundene Ziffer feße man an die Stelle des Quotienten bin, 
multiplicire damit den ganzen Divifor: das Product fchreibe man 
unter fo viel Ziffern de8 Dividende, als der Divifor Ziffern hat, 
wenn bie erfte Ziffer bes Diviford kleiner ift, ald jene des Dividends, 
wie im Beifpiele Nr. 4; hätte man aber die zwei erflen Ziffern bed 
Dividends dividiren müffen, wie im Beifpiele Nr. 5, fo muß auch 
das Product um eine Stelle weiter gegen die Rechte gerückt werden ; 
fodann ziehe man dieſes Product gehörig ab. 

2) Zu dem Reſte ſetze man bie folgende Ziffer des Dividends 
herab, und dividire ihn wieder durch den Divifor; wenn er aber 
nicht darin enthalten ift, wie im BBeifpiele Nr. 5, fo hänge man im 
Quotienten eine Null an, feße noch eine Ziffer des Dividends her⸗ 

unter, dividire fodann wie früher in 1) mit dem Divifor, und 
feße die gefundene. Ziffer an bie folgende Stelle im Quotienten. 
Mit diefer gefundenen ‚Ziffer des Quotienten multiplicire man wie 
ber den ganzen Divifor, ziehe das Product gehörig ab, und feße 
abermal eine Ziffer zum Reſte herunter u. f. w. 

8) Sollte es fich ereignen, daß irgendwo ein Product zu 
groß iſt, und von den Ziffern, in welche man dividirt hat, nicht 
abgezogen werben kann, fo ift es ein Zeichen, daß der Quotient zu 
groß angenommen worden, und er muß baher vermindert werden. 
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Bäre hingegen nach gefchehener Subtraction der Reft noch größer 
als der Divifor, fo ift es ein Zeichen, daß ber Quotient zu Bein an- 
genommen worden ift, und er muß daher größer gemacht werben; 
worauf jebedmal zu fehen ift, weil nicht immer der ganze Diviſor 
fo oft im ganzen Dividend, als die erfte Ziffer des Diviſors in iener 
des Dividends enthalten ifl. 

4) Hat man nun auf dieſe vorgefchriebene Art alle Ziffern bed 
Dividende fchon herunter gefebt, fo ift die Divifion vollendet und 
man muß nur bem etwa noch vorhandenen Reſte den Divifor unter- 
fhreiben, und nach ($. 41, Nr. 5) an den Quotienten anhängen, wie 
im Beifpiele Nr. 5 zu erfehen ift. 


Be i ſpiele. 
Mr. 8. Nr. 5. 

738364: 2134 = 346 25882891 :4257 = 6080.20, 
02 _ 25502 _ 

9816 34089 
_8536 _ 34056 

12804 331 
12808 

0 


5) Sft eine Zahl durch 10 zu dividiren, fo fchneibe 
man rechts eine Ziffer ab; dadurch wird jede Ziffer des Dividende 
10 Mal Eleiner ($. 6), und folglich ift die ganze Zahl durch 10 bi: 
vidirt ($. 89, Grundſatz I.); eben fo wird eineZahl durch 100 
dividirt, wenn man zwei; durch 1000, wenn man drei Bif: 
fern u. f. w. rechts abfchneibet; die abgefchnittenen Ziffern aber 
müflen, wenn ed feine Nullen fi nd, al& der Reſt mit dem unterfchrie- 
benen Divifor an ben Duotienten, wie vorhin, angehängt werben; 
z. B. 6837 Pf. wie viel Center machen fie? Antwort: 6887 : 100 
= 685- Gentner. 

6) Haben beibe, Divifor und Dividend, am Ende einige 
Nullen, fo fehneide man von beiden gleichviel Nullen ab, und bi- 
vidire dann nach den vorigen Regeln; dadurch werben beide, Divifor 
und Dividend, durch eine und bie nemliche Zahl dividirt; daher bleibt 
der Quotient ungeändert. ($. 40.) 3.3. 36000: 600—= 860:6=60. 

7) Hat aber nur ber Divifor allein am Ende Nullen, 
fo fchneide man von dem Dividend rechts fo viel Ziffern ab, als der 
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Diviſor am Ende Nullen hat, und dividire die übrigen durch die 
bedeutenden Ziffern des Diviſors; dem Reſte aber werben die abge- 
fhnittenen Biffern wieber angehängt, und der ganze Divifor unter: 
ſchrieben; denn es iſt z. B. 
3867 : 400 = (2300 + 67) : 400 = 23800 : 400 + — = 
28:4 4+67:00=5 + + =5 +32 + =54- 
Anmerkung. Man pflegt aud) öfters die Divifion fo zu ord⸗ 
nen, daß man ben Divifor links, den Dividend in ber Mitte, und 
den Quotienten rechtd anfeßt, und alle drei durch lothrechte Striche 
von einander abfondert; übrigens aber wird die Divifion nach den 
eben gegebenen Gründen verrichtet, mie im nachflehenden Beifpiele 
zu erfehen ift. " 











Diviſ. Dipid. Quotient. 
24 | 38567 160622 
24 
145 
144 
167 
144 
23 
Bei der wirklichen Anwendung der Rechenkunft iſt e8 am vor- 
theilhafteften, die Divifion jederzeit fo anzufegen, wie es in dieſem 
legten Beifpiele gefchehen ift, weil man auf diefe Art weniger Pla& 
dazu braucht. 





$. 43. ’ 


In den Rechnungen, wo mehrere Zahlen durch eine 
und diefelbe Zahl dividirt, oder multiplicirt werden 
follen, kann man fich die Arbeit um Bieled erleichtern, wenn man 
fich die Vielfachen diefer Zahl, am ficherften durch wiederholte Ad- 
dition, bis zum Neunfachen berechnet und in eine Tafel einträgt: 
biedurch kann man nicht nur jedesmal den Xheil des Quotienten 
richtig beflimmen, ſondern man erfpart auch das jedesmalige Mul⸗ 
tipliciren, weil man das betreffende Product nur aus ber Tafel her: 
aus fchreiben darf; z. B. ed wären mehrere Zahlen durch 864 zu 
divibiren, fo verfertige man ſich nachftehende Tafel: 
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864 Es fei nun die Zahl 2511648 durch 864 zu 
1728 || bivibiren, fo fieht man aus ber Zafel, daß bie 
2592 || 2511648:864= 2907. erfte Ziffer bes 
8456 1728 Quotienten nicht 
4320 7836 8, fondern 2 fein 
5184 7776 muß; weil bei 
6048 6048 3 das Product 
6912 6048 2592 größer iſt 
9 | 7776 0 als 2511, in wel⸗ 


ches man dividirt; man ſchreibe deßwegen im Quotienten 2, und 
ziehe das Product aus der Tafel bei 2, nemlich 1728, gehörig ab, 
ſetze die folgende Ziffer herunter u. ſ. w. 


$. 44. 


Da man (nad) $. 86) den Dividend als ein Product anjehen 
fann, wovon der Quotient und der Divifor bie Factoren find, fo 
Tann die Divifion am beftlen geprüft werden, wenn man ben 
Quotienten mit bem Divifor multiplicirt, und den etwa gebliebenen 
Reft zum Producte addirt; kommt nun der Dividend zum Vorſchein, 
fo ift die Divifion gut verrichtet worden. Und fo fann man auch um: 
gelehrt die Multiplication durch die Divifion prüfen, 
wenn man dad Product durch den eimen Factor bividirt, wo dann 
der andere Factor zum Vorſchein fommen muß; allein, ba die Di⸗ 
vifion etwas befchwerlicher als die Multiplication ift, fo wird man 
lieber die Muktiplication durch bie Wiederholung, wie im $. 33 ge- 
fagt worden, prüfen. 

| $. 45. 

. Einige Fragen zur Anwendung ber Divifion. _ 

1. Frage. Wenn 8 Perfonen 1248 ZI. unter fich gleich ver- 
theilen follen, wie viel kefommt jebe? 

Antwort. 1248 Fl. : 8 = 156 Fl. 

2. Frage. Eine Klafter bat 6 Schub, und ber Schuh 12 
Zoll; wie viel betragen alfo 23400 Zoll in Klaftern? 

Antwort. 23400: 12=1950 Sch., und 1950 : 6= 325 Al. 

3. Frage. Ein Jahr hat 31556928 Secunden, wie viel macht 
diefed Tage, Stunden, Minuten und Secunden aus? 

Vega Borlef. J. Br. 3 - 
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Antwort. Da 60 Secunben eine Minute ausmachen, fo 
find 81556928 Sec. = (81556928 ; 60) Min. — 525548 Min. + 


48 Sec.; ferner, ba 60 Minuten eine Stunde ausmachen, fo find _ 


525948 Min. — (525948 : 60) St. = 8765 St. + 48 Min. ; end- 
lich find 8765 St. = (8765 : 24) X. = 865 Tage + 5 St.; 
folglich hat dad Jahr 3865 X. 5 St. 48 M. und 48 Ser. 

4. Frage. Es follen 270009 Biegelfteine in einen Haufen ge- 
ſchichtet werben, in jeder Schichte follen ber Länge nach 150, der 
Breite nad) aber 60 Ziegel zu liegen fommen, wie viel müffen folche 
Schichten auf einander gelegt werben? 

Antwort. Da der Länge nad) 150, und ber Breite nach 60 
liegen follen, fo fommen in eine Schichte 150 . 60 = 9000, und 
folglich 270000 : 9000 = 30 Schichten. 

5. Frage. Wenn man zu einer Montur 6 Ellen Tuch braucht, 
wie viele Montirungen wirb man aus 20 Stüden von diefem Tuche 
liefern Tönnen, wenn jedes Stüd 36 Ellen hat? 

Antwort. Da in einem Stüde Tuch 36 Ellen find, fo haben 
20 Stüd 86.20 — 720 Ellen; und weil man zu jeder Montur 
6 Ellen braucht, fo befommt man von allen diefen Ellen 720:6 = 
120 Montirungen. 


VI. Abſchnitt. 


Von den vier einfachen Rechnungsarten mit ungleichnami⸗ 
gen Zahlen, welche gleichnamig gemacht werden konnen. 


$. 46. 


Durch bie bisher gezeigten vier Rechnungsarten können nun 
‚auch ungleichnamige Zahlen, welche auf gleihe Namen gebracht 
werben fönnen, abbirt, fubtrahirt, multiplicirt und divibirt werben, 
wenn man fie vorher auf gleiche Namen, und zwar auf Einheiten 
der kleinſten Gattungen bringt, wie in einigen SBeifpielen ($. 84) 
gezeigt worden iſt; 3. B. es wären 8 Kl. 5 Sch. 9 Bol zu addi⸗ 


Das Rechnen in benannten Zahlen. 85 
ren zus Kl. a Sch. 8 Boll; fo find 8 Kl. - 5 Sch. + 9 3. 
= (216 + 60 + D3.= 285 3. und 4 8. +46. +83. 
= (288 + 48 + 8) doll = 844 3.; folglich ift die Summe 
(285 -+ 344) 3. 620 Zoll; welches wieder in Klaftern, Schu: 
ben und Zollen ausgedrückt werben kann, wie ed in einigen Beifpie- 
len ($.45) gezeigt worben ift. 

Alein man hat auch hier befondere Rechnungsweifen einge: 
führt, durch welche man gefchwinder zum Zwecke kommt; es ift aber 
vorher nothwendig, daß man bei ben Rechnungen, wo folche un: 
gleichnamige Zahlen vortommen, die Eintheilung wiffe, wie viel eine 
Einheit der größeren Gattung Einheiten der nächft Eleineren Gat- 
tung enthält. Da jeboch nicht nur diefe Eintheilungen felbft, befon- 
berd jene der Gewichte, Längenmaße und Münzen, faft in jedem 
Lande verfchieben find, fondern auch unter einem und dem nemlichen 
Namen in verfchiebenen Ländern ganz ungleiche Dinge verſtanden 
werden (fo ift 3. 3. ein Kaifergulben = 60 Kaiſerkreuzer, ein 
Reichögulden = 50 Kaiferkreuzer, ein Polnifcher Gulden = 15 Kai: 
ferfreuger u. f. w.); fo wollen wir und hier blos an bie in Oeſter⸗ 
reich eingeführten Eintheilungen halten, welche aus Fol⸗ 
gendem zu erfehen find. 


1. LZängenmaße. 


Längen werben mit ber Klafter, dem Schub, Boll u. f. w., 
Wege mit ber Meile, und Schnittwaren mit der Elle gemeffen. 
Die Klafter Cfchon unter Rubolph I. am 19. Aug. 1588 als allge- 


meines Laͤngenmaß feftgefegt) theilt man in 6 Schuh oder Fuß, den 


bürgerlichen Fuß ober Werkſchuh, in den Gewerben nach dem Du o⸗ 
becimal:Maße in 12 Zoll, jeden Zoll in 12 Linien, die Linie in 
12 Puncte oder Scrupel, und den Punct in 12 Quinten; den geo- 
metrifchen Zuß bei Ländervermeflungen (mit dem Werkfchuh von 
gleicher Länge) nah dem Decimal-Mafe in 10 Zolle,, jeden 
Zoll in 10 Linien. Klafter Schuh, Zoll, Linien, Puncte, Quinten 
pflegt man oft durch die zur Rechten oben an ber Ziffer der Einer 
beigefegten Zeichen o, ı, n, 1m, ıv, v, anzubeuten. So fchreibt man 


3. B. 5° al og" jom 71T ſtatt 5 Klafter, 4 Schuh, 9 Zoll, 


10 Linien, 7 Puncte, 11 Quinten. 
3* 


0 
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Sroße Entfernungen werden durch Meilen gemeflen, eine 
Defterreihifche Meile beträgt 4000 Wiener Klaftern; eine 
halbe Meile nennt man eine Stunde Weges. 

Das Schnittwarenmaß, die Elle, theilt man in halbe, 
Viertel, Achtel:, Sechzehntel-, Zweiunddreißigſtel⸗, ober in Drittele, 
Sechſtel⸗ oder endlich in Zehntel: Ellen. 

Bei dem Recrutenmaße bedient man fich des Schuhes zu 
12 Zoll, theilt aber über dem vierten Fuß den Zoll in 4 Strid. — 
Die Höhe der Pferde wirb mit der Kauft gemeflen, welche 4 Werk⸗ 
zoll beträgt, die auch in 4 Strich untergetheilt werden. — Trag⸗ 
weiten von Keuerwaffen, und andere im Militärwefen vorlommende 
Streden, werden in Schritten angegeben, indem man nach bem 
k. k. Infanterie - Abrichtungsd- Reglement 10 Schritt auf 4 Klafter 
rechnet. 

1. Flächenmaße. 

Die Inhalte ebener begrenzter Flächen (Figuren) beftimmt 
man durch Quadrate (gleicyfeitige rechtwinklige Vierecke), deren 
Seiten entweder eine Klafter, einen Schuh, einen Zoll u. ſ. w. lang 
find, und welche danach eine Quadratklafter, ein Duadrat- 
ſchuh, ein Quadratzoll u. ſ. w. heißen. 

Daher enthält die Quadratklafter 6.6 = 36 Quadratſchuh, 
ter Quadratſchuh 12.12 = 144 Quadratzoll, der Quabdratzoll 
12.12 = 144 Quabratlinien, u. f. w. 

Srundftüde werden nach dem Joche gemefien, welches nad) 
der Urbarial: Norm 1600 Quadratflafter beträgt und auf das man 
3 Niederöfterreicher Metzen Ausfaat rechnet, oder welches man in 
Mi gen (als Zlächenmaß) untertheilt. — WBeingärten werben an 
manchen Orten nah Pfunden und Rabeln gemeffen. 24 Pfund 
machen ein och, und 12 Pfund heißen ein Viertel (Weingarten). 
1 Rahel (oder Rachel) oder ein Achtel = 400 Quadratklafter, ein 
großer Rahen 600 Quadratllafter;, 2 Rähel = ein Viertel 
Weingarten = 800 Quabdratllafter. Das Tagwerk Wieſe — 800 
bis 1200 Quadratklafter. 

III. 6rpermaße. 

Die Größe der Körper (ihren Rauminhalt) beſtimmt mar durch 

Würfel CKuben, von 6 gleichen Quadraten begrenzte Körper), die 
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zur Seite eine Klafter, einen Schuh, einen Zoll u. f. w. haben, und 

bezieblih eine Kubikklafter, ein Kubikſchuh, ein Kubik 

zolt, u. f. w. beißen. Sofort enthält die Kubikklafter 6.6.6 = 

216 Kubikſchuh, der Kubikſchuh 12.12.12= 1728 Kubikzoll u. ſ. w. 
V. Hohlmaße. 

Getränke, als Wein, Bier u. dgl. werden durch Eimer 
gemefjen. Ein Eimer enthält 40 Maß klaren Geträntes, und eine 
Maß 4 Geitel. Einige nennen bad halbe Seitel auch Pfiff, und 
3 Pfiff ein Sroßfeitel, — Veraltete Weinmaße find: der Drey- 
ling, welcher zu Folge Tandeöfürfllihen Befehls v. 3. 1413 ein 
Faß von 24 Eimern war, und das Fuder, welches 82 Eimer hielt. 

Getreide wird nah dem Metzen Cfeftgeftellt von Leopold I. 
am 5. Dec. 1689) gemeflen; ein Meben wird in halbe, Biertel- 
und Achtelmegen, das Achtel in 2 Magel (Mühlmaßel), das 
Mapel in 2 Halbmagel zu 2 Futtermaßel (gewöhnliche 
Haferportion für Pferde), jedes zu 2 Becher abgetheilt. 80 Meben 
machen einen Muth, welcher Bein wirkliches, fondern nur ein Rech⸗ 
nungsmaß ift; ald Mehlmaß enthält ex nach der im December 1738 
beftimmten Mehl⸗ und Brotfakung 81 Strich. 

Kalk mißt man mit dem Müthel. 

Kohlen werden mit dem Stübich gemefien. 


V. Sewidte 


Inder k. k. Deflerreichifchen Monarchie find gefeßlich fünferli 
Gewichte (gewöhnlich Wiener oder Nieberöfterreichifhe genannt) im 
Gebrauche, nemlich: | 

1) Das Mark oder Münz⸗, auh Valvationsgewicht, 
deſſen man fi) beim Münzmwefen zum Abwägen bed Silberd, und 
der daraus verfertigten Waren bedient. 

2) Dad Commerzial oder Handeldgewicht, welches 
im gewöhnlichen Handel gebraucht wird. 

3) Dad Ducatengemwicht, welches beim Abwägen bed Gol⸗ 
bed, und der aus Gold verfertigten Waren gebraucht wird. 

4) Das Auwelengewicht, womit Perlen und Ebelfteine 
gewogen werben. 

5) Das Apotheker ober Medicinalgewicht. 
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Die Wiener Mark ift nach der von Kaifer Ferdinand am 
1. Auguft 1560 erlaffenen Münzorbnung fo bemeffen, daß 5 Wiener 
Mark genau 6 wahre Cölniſche Markt oder 29184 Hollän- 
difche As betragen, deren man fi) an vielen Orten Deutfchlands 
bedient ; und ed wirb die Wiener Mark, eben fo wie die Eölnifche, 
in 16 Loth, da3 Loth ins Quintel, dad Quintel in 4 Pfen- 
nig, ber Pfennig in 2 Heller, und ber Heller in 128 Richt⸗ 
pfennig eingetheilt. Somit ift ı Marl = 16 Loth = 64 Quin⸗ 
tel = 256 Pfennig = 512 Heller = 65536 Richtpfennig. 

Ein Wiener Handelöpfund wirb in 82 Loth, ein Loth 
in 4 Quintel, und ein Quintel in 60 Gran eingetheilt. Große 
Laften werden durch den Gentner von 100 Pfund, und Schifföfrach- 
ten durch da8 Schiffäp fund von 8 Centner gewogen. Demgemäß 
ift 1 Gentner = 100 Pfund = 8200 Loth. 

ı Pfund = 33 th = 128 Quintel = 7680 Stan. 
ı kb = 4 Quhtl= 240 Gran. 

Dabei ift aber das Wiener Handelsgewicht um etwas 
Weniges leichter ald das Wiener Markgewicht, indem ein Wiener 
Handelöpfund feit dem Jahre 1756 um 298 Wiener Richtpfennig 
leichter ald 2 Wiener Mark if, daher 180774 folcher Richtpfennige 
wiegt. — 

Das Gewicht eines gefegmäßigen kaiſerlichen Ducatens, von 
denen nad) der Müngorbnung vom 1. Aug. 1560, 67 auf bie Cöl« 
nifhe Mark, folglich 402 auf 6 Eölner oder auf 5 Wiener Mark 
gehen, ift die @inheit des oben angeführten Ducatengewicht, 
und wird, nach den landeöherrlichen Verordnungen vom 12. April 
1758 und 17. April 1771, in 60 gleiche heile getheilt, Die man 
Ducatengrane nennt. Eine Wiener Mark enthält demnad 4824 
Ducatengran. 

Dad Gewicht der Juwelen wird durch Karate beflimmt; 
8 Karat ded Wiener Juwelengewichts wiegen 385 Richt: 
pfennig bed Wiener Markgewichts; ein Karat wird noch in 4 Ju⸗ 
welengran eingetheilt. | 

Ein Wiener Apothelerpfund hat, nach der lanbesherrli« 
hen Verordnung vom 11. April 1761, wie ed faft überall gebraͤuch⸗ 
lich ift, 13 Unzen, und eine folche Unze befteht aus 2 genau eben 
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fo ſchweren Bothen, als das Handelsgewicht beren 82 bat. 
Eine Unge wird eingetheilt in 8 Drach men ober Quintel; eine 
Drachme in 8 Scrupel, und ein Scrupel in 20 Apotheler 
gran. Sofort if: 


ı Apotheferpfund = 13 Ugn = 48th =96 Drachmen 
= 988 Scrupel = 5760 Gran. 
1 Une = 8 Drachmen = 24 Scerupel = 480 Gran. 


ı Dradme = 8 Scrupel = 60 ran. 

Das Pfund Ehocolategewicht wiegt, kraft des landes⸗ 
herrlichen Edictes vom 6. December 1781, nur 238 Loth ded Hans 
belögewichts. 

Bei den Gold- und Silberprobirmagen bedient man 
fih in ganz Deutfchland eines Meinen Gewichtes (gemeiniglich eines 
Dfennigs des Markgewichts), welches eine verjüngte oder ſym⸗ 
bolifche Markt genannt wird; beim Silber theilt man diefe ver- 
jängte Mark in 16 Loth, und ein folches verjüngtes Loth in 18 Sil- 
bergran; oder aud ein Loth in 4 Duintel, und ein Quintel in 
4 Pfennig. Beim Gold aber wird die verjüngte Mark in 24 Bold» 
karat, und ein foldher Karat in 13 Goldgran eingetheilt. 

Zur Prüfung des Metallgehaltes der Erze benägt man als ein 
fomboltfche® Gewicht den fogenannten Bergcentner, welder 
1600 Wiener Richtpfennigen gleicht, und in 100 (fumbolifche) 
Pfund zu 82 Loth abgetheilt wird. 

Das Betreideprobirgewidt iſt ein ſymboliſches Gewicht, 
mit welchem man, zur Erforfchung ber Güte des Getreides, das Ge⸗ 
wicht eines wirklichen Metzen Getreides nad) dem Maße bes fumbo- 
lifhen Metzens, von denen 1024 einen eigentlichen Metzen ausma⸗ 
hen, unterfucht; es wiegt 2 Loth des Sommercialgewichtes, unb 
ſtellt (ſymboliſch) 64 Pfund vor. 


VL 3 eitma ß e. 

Die Grundeinheit der Zeit iſt der Tag; er wird in 24 Stun⸗ 
ben, jede Stunde in 60 Minuten, die Dinute in 60 Secunben, bie 
Secunde enblich in 60 Terzen eingetheilt. 7 Tage machen eine Woche; 
28, 39, 80 ober 81 Tage geben einen Monat; 12 Monate ein Jahr. 
Ein gemeines Jahr hat 865, ein Schaltjahr 366 Tage. In 
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Seldgefchäften rechnet man das Jahr zu 360 und den Monct zu - 
80 Tagen. 100 Jahre heißen ein Säeulum (Jahrhundert). 


vn. Seldbredbnung. 


Geld rechnet man nah Sulden (Fl.) zu 20 Grofchen oder 
60 Kreuzer, ben Groſchen (Gr.) zu 8 Kreuzer (Kr.), und ben 
Kreuzer zu 4 Dfennig (Denar). 

Die vorzüglichften Defterreichifhen Silbermänzen find: 
Groſchen zu 3, Zünfer zu 5, Behner zu 10, Bwanziger 
Oeflerreichifche Eira) zu 20, feit 1848 auch Sechfer zu 6 Kreuzer, 
Guldenſtücke zu 1 Fl., Thaler zu 251, nad dem Zwanzig⸗ 
Sulden- oder Conventiondfuß, welchem gemäß in 20 Guldenftüden 
eine Mark reinen (feinen) Silberd enthalten ifl. Nach dem kaiſ. 
Münzpatente vom 1. Nov. 18283 befleht das Defterreichifhe Münz⸗ 
filber dermalen aus 9 Theilen feinem Silber und 1 Theile Ku- 
pfer. Goldmünzen find: Ducaten zu 4 Fl. 30 Kr, Souve 
raind'or zu 18 Fl. 20 Kr., und halbe Souveraind'or zu 
6 51.40 Kr. Das fall. Münz gold enthält in einer Cölner Mark 
23 Karat 8 Sran fein Gold und 2 Gran fein Silber. 

VO. Abzählung einzelner Dinge. 

Bei Dingen, bie mach der Zahl verlauft werben, pflegt man 
12 ein Dutzend, 15 ein Mandel, 80 einen Schilling, 60 ein 
Schod zu nennen. 

Beim Papier machen 24 Bogen ein Buch, 20 Bud) ein Rieß, 
und 10 Rieß einen Ballen. Beim Drudpapier machen 25 Bogen 
ein Bud, 

Ein Pfund Reißig bündel beſteht bei dem k. k. Oberſt⸗ 
hof⸗ und Landjaͤgermeiſteramte vorſchriftmaͤßig aus 8 Schilling zu 
80 Bündeln, zufammen aus 240 Bündeln zu 8 Zoll Dide und 
8 Schuh Länge. 
. 6. 47. 

Sind nun ungleihnamige Zahlen, welche auf gleiche Ne 
men gebracht werben können, zu addiren, fo ordne man fie fo, daß 
‚ alle diejenigen, welche gleiche Namen haben, unter einander, und 
bie von der kleinſten Gattung rechts zu flehen kommen; dann fange 
man bei der Heinften Gattung zu abdiren an; enthält nun bie 





Das Rechnen in benannten Zahlen. 4 


Summe davon einige Einheiten der größern Gattung, fo bivibiwe 
man fie durch -die Zahl, welche eine Einheit ber größern Gattung 
ausmacht; den Reſt fchreibe man unter die addirte Stelle, und 
den Quotienten zähle man zur folgenden Gattung; und eben fo 
fahre man nun weiter gegen die Linke von Gattung zu Gattung 
fort, wie folgende Beifpiele zeigen. 


Beifpyiele 
8 Fl. 12 Gr. 3 Kr. 3 Dr. 23 St. Ab Din. 37 Sec. 
10 s 18:1: % : 13 s»s 1 ss %0 s 
% : 17:3 ss 3 5 6 > 0 s 830 s 
26 = 9 s 1 s 1 = 22 ©. 0 Bin. 17 E. 


48 I. 18 Gr. 2 Ar. 1 Dr. 


Im erften Beifpiele fagt man: 1 und 8, und 2, und 8 find 
9 Dr., dasift 2 Kr. und 1 Dr. (weil 4 in 9 zwei Mal enthalten 
ifl, und ı übrig bleibt); 1 Dr. wird angefebt, und 2 Kr, zur folgen- 
ben Stelle addirt; 2 und 1, und 2, und 1, und 2 find 8 Kr., das 
find 2 Gr. und 2. Kr. (weil 3 in 8 zwei Mal enthalten ift, und 2 übrig 
bleiben); darum werden die 2 Kr. an die Stelle der Kreuzer ger 
fest, und die 3 Gr. wieder zur Stelle der Grofchen abbirt, nem- 
2 4 12 +18 +17+9 = 86r = 25l. und 18 Sr. 
(weil 20 in 58 zwei Mal enthalten ift, und noch 18 zum Refte 
läßt); alfo 18 wieder an die Stelle der Grofchen geſetzt; endlich if 
2841024236 = 48 Fl. 
$. 48. 
Sollen ungleihnamige gleihurtigeBahlen von einan« 


der abgezogen werden, fo ordne man felbe, wie bei der Addition 


($. 47), fange von der kleinſten Gattung an, und fubtrahire jebe 
Gattung indbefondere. Ereignet fich aber, daß irgenbwo bei einer 
Gattung die obere Zahl Heiner iſt, als die abzuziehende, fo borge 
man von ber naͤchſt folgenden Gattung eine Einheit, vermehre 
dann die Zahl um fo viel, als die auögeborgte Einheit Einheiten 
diefer Gattung enthält, und verrichte die Subtraction. 
Beifpiele ' 
Bon 36 %. 4 Kr. 2 Dr. Bon 13 St. 0 M. 0 Ser. 


abiujiehen 9 s 16 -: ⸗ abzuziehen 10 = 29 ⸗40⸗ 
Diff. 26 Fl. 48 Ar. ; Dr. Diff. 2 St. 30 M. 20 Ser. 


In dem erften Beifpiele können 16 Kr. von 4 Kr. nicht abge 
zogen werden; man borge deßwegen einen Gulden, dieſer macht 
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60 Kr., alfo Hat man 64 Kr.; 16 davon bleiben 48 Kr. Eben fo 
muß im zweiten Beifpiele von 13 St. 1 geborgt werden: diefe an 
bie Stelle der Minuten getragen gibt 60 Min.; dann wieber 1 ba» 
von geborgt, und an bie Stelle der Secunden getragen, gibt 
00 Sec.; wo ſodann die Subtraction verrichtet werden kann. 

$. 49. 

Bern ungleihnamige Zahlen, die auf einerlei Namen 
gebracht werben können, mit einer unbenannten Zahl multipli«- 
eirt werden follen, fo fange man wieder bei ber Feinften Gattung 
zu multipliciren an, ziehe aus bem Producte die etwa barin enthal- 
tenen Einheiten ber größern Gattung durch die Divifion heraus, 
und abbire fie zum folgenden Producte; der Reſt aber wird an bie 
Stelle geſetzt; und fo u bei den übrigen Sattungen. 


Beiſpiele. 
Ri. 6 Sa. 7 Bol nt. 26 Pi. 18 Loth 
—— mit te mit 
ET si 56 Eent. 21 Pf. Er 


Im erften Beifpiele fagt man: 4 Mal 7 find 28 Zoll, nem- 
lich 2 Sch. und 4 Zoll (meil 12 in 28 immer 2 Mal enthalten ift, 
und 4 übrig läßt); man feht bewegen 4 Zoll an die Stelle der 
Bolle, und behält die 2 Schuh auf die Fünftige Stelle; ferner 
4 Mal 5 find 20, und 2 geblieben find 23 Schub, nämlich 8 MI. 


und 4 Sch. u. f. w. 
$. 50. 


Sollen bergleihen ungleihnamige Zahlen durch eine 
unbenannte Zahl dividirt, das heißt in eine gegebene Anzahl 
gleicher Theile getheilt werben, fo fange man bei der größten Gat⸗ 
tung zu divibiren an, jeden Reſt abdire man zur nächft kleinern Gat⸗ 
tung, nachdem man ihn vorher auf Einheiten diefer Gattung gebracht 
bat, und theile neuerdings, fo erhält man den richtigen Quo⸗ 
tienten. 


Beifpiele 
0 FM giui; rt 41 FH gi 
(35 St. 8Min. 80 Sec): 6 = 4 St. 11 Min. 25 Sec. 
Am erſten Beifpiele fagt man: 4 in 10 geht 2 Mal, und es 
bleiben noch 2° übrig; dieſe zu Schuhen gemacht geben 12!, und 
zu 5! abbirt find 17"; 4 in 17 geht 4 Mal u. ſ. w. 
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$. 5 

Wären aber folche ungleichnamige Zahlen wieder burch berlei 
Zahlen, die mit ihnen gleichnamig gemacht werben Fönnen, zu Die 
vidiren, nemlich zu unterfuchen, wie oft diefe in jenen enthalten 
find, fo bringe man beide auf die kleinſte Gattung, damit beide 
gleihnamig werben, und verrichte dann die Divifion fo, als wenn 
es smbenannte Zahlen wären. 

Beifpiele 
(13 Fl. 18 Kr. 2. Dr.) : (1 Fl. 45 Kr. 2.Dr.) = 2954 Dr. : 422 Dr. 
*7 

(110 4): (57 10) = 840": 700 = 12 
8 Gentner : 18 Loth = 96008.: 18 2. = 538%, 


vo Abſchnitt. 


Bon den vier einfachen Rechnungsarten mit Buchſtaben. 


$. 52. . 


Obwohl man durch die Biffern ober Zahlzeichen jede Menge 
eines jeben Sattung von Größen vorftellen Tann, fo find fie doh 
noch zu eingefchränkt, um bamit allgemeine Rechnungen anlegen 
zu fönnen, die für jeden ähnlichen Bell gelten; z. B. burch 5 Tann 
ih’nur 5 Menfchen, 5 Gulden, 5 Pfund, aber keineswegs weber 
mehr noch weniger als fünf, nemlich weder acht noch eilf ober 
wie viel immer entweder Menfchen oder Gulden ober Pfund, und 
bergleichen bezeichnen. Man müßte daher die Rechnung fo oft von 
Neuem anfangen, al& nur bie mindefle Veränderung in ber Angabe 
gemacht märbe; ja ed gibt Rechnungen und Unterfuchumgen, bie 
durch bloſe Zahlzeichen entweder gar nicht, oder nur-mit äußerfier 
Schwierigkeit fich verrichten laſſen. Man war deßwegen auf allge 
meinere Beichen bebacht, durch welche man nicht nur jebe Gattung 
der Größen, fondern auch jeve Menge der Einheiten ſich vorftellen 
fann; und man hat hiezu das Bleine Inteinifche Alphabet gewählt, 
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weil es den meiflen Völkern in Europa bekannt ift; durch a B. 
Tann man 5, 8 ober 21 Menfchen; 5, 11 oder 20 Gulden; 
5, 10 oder 100 Pfund u. f. w. vorfielleng und fo auch durch 
b, c, d,.... 2, Y, 3: nur muß jeder Buchflabe den Werth, 
ben man ihm being Anfange einer Rechnung beilegt, durch bie ganze 
Rechnung beibehalten. 

Zumeilen werben auch, die großen Buchflaben dieſes Alphabets 
genommen, A, B, C... X, Y, Z; auch bedienen fich einige 
Schriftfieller der griechifchen Buchflaben *). 

Kerner bezeichnet man gewöhnlich Größen, bie gemeinfame 
Merkmale befigen, durch benfelben Buchftaben, indem man ihn 
jedoch mit verfchiedenen Abgeichen, als: Strichen ober Accenten, 
Puncten, Nummern, (Zeiger, Indices) verfieht; wie a, a, a, 
a',a', a", 0, Qı, Gr, G | 

Bur Unterfcheibung der allgemeinen, bush Buchftaben 
dargeftellten Zahlen, welche jebe Menge von Einheiten ausdrücken, 
heißen bie von und fruͤher behandelten, durch Ziffern. barftellbaren 
Zahlen, melde nur eine beflimmte Menge von Einheiten vorftellen, 
auch noch befondere Zahlen. 

$. 58. ° 

Die Wifienfchaft mit Buchſtaben, ober vielmehr mit allgemel- 
‚nen durch Buchſtaben vorgeftellten Zahlen zu rechnen, wirb bie 
allgemeine Rechenkunſt, ober die Algebra genannt. Hie⸗ 
durch wird bie Arithmetit in zwei Theile, nemlich in die Zah⸗ 
len⸗Rechenkunſt, ober die gemeine Arithmetik, und in bie 
Buchſtaben⸗Rechenkunſt; ober die allgemeine Arithmetif 
eingetheilt. 


*) Bon den -griehifhen Buchflaben werben folgende zuweilen in dem 
Rechnungen gebraucht. 


a, alpha, a, x, kappa, k, r7,tau, t, 

ß, bite, b, 4, ı, lamda, I, v, ppſilon, y,- 
T,y, gamma, 8, e,Mi,m, ®,9, Mi f, 
4, 6, delta, d, ‚ni, x, chi, ch, 

e, erfllon, €, k, xi, x, , P, pfi, nf, 
c, zeta, 3, N, a, vi, b, Q, ©, omega, o, 
n, eta, €, eo, rho,er, s, figma, ft, 


G, #, theta, th, Z, o, c, figma, f, 8, u. 
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$. 54. 

Bei den 1 Rechnungsarten mit Buchftabene bedient man ſich der 
nemlichen Operationdzeichen, wie bei ber Zahlenrechnung ; fo be 
deutet a + db, daß ber Werth von, a zum Werthe von 5 abbirt 
werden fol; eben fo heißt a-+5 rc + 5, daß die Werfhe der 
Buchſtaben a, 5, c, zufammen addirt, und die Summe davon 
noch um 5 vermehrt werden fol. 

Soll ein Buchſtabe von einem andern Buchflaben, oder von 
einer Zahl, oder auch eine Zahl von einem Buchflaben abgezogen 
werden , fo verbindet man Selbe durch dad Subtractionszefchen 
($ 21), ad a—b, a—20, 56 —a; eben fo bedeutet (a-+-5) 
— (a+.c), dab die Summe aus a und c von der Summe aus 
a und 5 abgezogen werben fol; z. B. es wäre a=80, 5=20 und 
c=8, foift des angeführte Ausdruck (+5 — (ste) eben fo 
viel ala (80420) — (80-+8) = 50 — 88 = 1% 

6. 35. 

Sind Buchſtaben mit einander zu multipliciren, z. B. a mit 6, 
fo fhreibt man aX5, oder a. 6; meiftend aber werben bie 
einzelnen Buchſtaben, die mit einander zu multipli- 
ciren find, obme alle Beihen dicht an einander ge- 
fhrieben, nemlich a5; eben fo iſt abed das Probuct ber vier 
Sactoren a, 5, c und d; Ingleichen bebeutet auch (+5) (d— o), 
daß bie Summe vön a unte 5 mit der Differen, von 5 und c mul 
tiplicirt werden fol; z. B. es ſeia — 8, 55 6, c=8, fo ifl der 
angeführte Ausdrack = (8-+5) (5 — 9 13. 226, 

Kommt ein Buchſtabe einige Mal mit ſich ſelbſt zu multipli⸗ 
ciren, fo pflegt man Kürze halber den Buchftaben nur einmal zu 
fchreiben, und über demfelben rechts eine Zahl zu feßen, welche an⸗ 
zeigt, wie oft diefer Factor: eigentlich ſtehen follte; fo fchreibt man 
3. B. a* anſtatt aaaa; eben fo a’5?c anftatt aaadde. Die Bah- 
Ien, welche über den Buchftaben fliehen, werben hier Grponen- 
ten genannt; und bort, wo Feine Bahl ausdrücklich angeſetzt if, 
wird jederzeit ein 1 darunter verfianden; fo ift im lebten Ausdrucke 
a? 5*c die Bahl 3 der Erponent von a, 2 der Erponent von 5, 
und 1 der Erponent von c. Ein folches Probuct wiederkehrender 


‚Sactoren heißt eine Potenz biefes Fackors, und zwar die fo 
| . 


———— 
4 1. Prob 3 bfehmit. 


vielte, als wie oft er fich wiederholt; fo ifl aaaa ober auf a* 
die vierte Potenz, und das Product a’d°c wird gelefen: a ber 
Sten multiplicirt mit 5 der 2ten und mit e; und 2" heißt = der 
aten (Potenz). 

Aud die befondern zohien, wenn fie mit Buchſtaben multi⸗ 
plicirt werden follen, werben ohne Zeichen, dicht an die Buchfla- 
ben vorwärts angefchrieben ; 5. B. 3a heißt, a fol mit 3 multipli- 
cirt werden, oder welches einerlei ift, a fol 3 Mal genommen wer- 
den; es iſt alſo BSa—=a-tahe; ingleihen dr =bcH+öoct+dct+de. 
Eben fo heißt au) Saldc—z), daß 3 mit a und mit (dc—=) 
multiplicirt werben fol; z. B. ed wär a=5, 5b=17, c=2 
und 28; ſo ift der angeführte Ausdruck = 8. 5(7 ..2-)= 
15 14—8)=15 .6=9%0. Die Zahlen, welche vor ben Buchflaben 
ohne Zeichen fiehen, werben Coefficienten genannt; > 3. 
in dem Austrude 3a ift 3 der Coefficient von a; in dem Ausdrucke 
834 ift 8 ber Gorfficient von da u. f. w. Hat ein Buchflabe 
keine Zahl vor ſich, fo kann man fich den Eoefficienten 1 dahin den- 
ten, weil z. B. ad =1ab if. 

Die Anfänger müffen fi wohl hüten, die Coefficienten mit 
den Erponenten zu verwechleln; denn, um ben Unterfchieb zwifchen 
80 und a? beutlicher einzufehen, feiia= 4, fo il 80.—=8.4=12; 
und 0a =4.4.41=16.4=64. 

6. 56. 

Sol endlich eine mit Buchſtaben gefehriebene Größe wieder 
durch Buchſtaben, oder durch eine Zahl, oder auch eine Zahl durch 
Duchſtaben bivibirt werben, fo verbinde man felbe gehörig durch 


das Divifionszeihen; z. B. a: d, ober 5 heißt, es fol der Werth 
von a bush den Werth von 5 bivibirt werben; eben fo heißt 





* , man fol 5 von a "ee und bie Differenz durch 8 Divi- 





diren ; ingleigen 7 man fpl die Summe von a und 
a durch bie Diem von 5 und e dividiren. 

Noch kommt hier zu erinnern, daß die Buchflaben in Betreff 
der Stelle, wo fie ſtehen, gar keinen folchen Rang haben, wie bie 
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Ziffern im $. 6 und 7; es if nemlich einerlei, ob man fchreibt 
störte, oder a+-cHb, ober 5bh-a+c u. f. w.; fo wie e8 auch 
einerlei ift, ob man fchreibt abe, acb, bca...; benn es ſei z. B. 
e=4, b=7 und c—=8$, fo iſt 47483-444714; und 4.7.8 
—=7.3.4=84; wohl aber tft a—5 von 5—a zu unterſcheiden; denn 
das erfie heißt, man fol 5 von a, unb das andere, man fol « von 
babzichen. Eben fo muß auch a: 5 von 53: a unterfchieben werben, weil 
im erften Balle « durch 5, und im andern 5 durch a dividirt wird. 
Anmertung. Den Anfänger darf es nicht befremden, daß 
man mit Buchflaben rechnet, da man body noch nicht weiß, was 
jeder Buchſtabe für einen Werth habe; denn er darf ſihh nur erin- 
nern, daß man mit den unbenannten Zahlen und Ziffern auch alle 
Rechnungsarten anftellt, ohne noch zu wiſſen, welche Größen als 
Einheiten ihnen zum Grunde liegen. | 


$. 87. 


Jede dur Buchſtaben angefchriebene Rechnungsvorſchrift, fo 
wie die nach ihr ausgerechnete Größe wird überhaupt ein algebrai- 
her Ausdrud oder eine algebraifhe Größe genannt; und 
zwar heißt fie ein einfacher oder einnamiger algebraifcher Aus⸗ 
drud (ein Monom), wenn fie nur aus einem, ober aud) aus mehre 
ren Buchftaben befteht, welche nicht durch die Zeichen + und — an 
einander hängen; fo find 3. B. die Rechnungsvorfchriften 8a, 1406, 
an einnamige algebraifche Ausdruͤcke. Beſteht aber ein Ausbrud 
aus mehreren Theilen, die durch die Zeichen + und — verbunden 
find, fo ift er ein mehrnamiger algebraifcher Ausbrud (ein Poly- 
nom}, und zwar ifl er ein zwei⸗, drei⸗, vier-,..... namiger 
Ausddrud (en Binom, Trinom, Quabreinom, ....), wenn er aus 
2, 8, 4.... Theilen beneht iſt z. B. a-+5 ein zweinamiger, 


atrbc—5 en breinamiger, 7 = _18+4+0d— y ein viernamiger 


algebraifcher Ausdrud u. f. w. Di Theile eines algebraifchen Aus⸗ 
drudes werden au die Glieder desſelben genannt; man fagt 
demnach, ein Rechnungsausbrud beftehe auß 1, 2, 8, 4.... 
GSflebern. 
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$. 58. 

Die Glieder eined algebraifchen Ausdruckes heißen gleichn a⸗ 
mig, ober ähnlich, wenn fie einerlei Buchſtaben mit den nemli⸗ 
hen Erponenten enthalten; nur die Zeichen unb Goefficienten können 
verfchieben fein; fo 3.8. find 4a5?c, und —3ab*c, gleichnamige 
Slieder. Eben fo find auch jene Glieder, die nur aus blofen Zah⸗ 
Ien beftehen, gleichnamig. Beftehen aber die Glieder nicht vollkom⸗ 
men aus den nemlichen Buchflaben, fo find fie ungleichnamige 
Glieder. 

Es find daher in dem algebraifchen Ausdrucke 
Bab—30tcd+5ab— 3bcd nur das erſte und dritte Glied 
gleichnamig; hingegen das zweite und vierte ungleichnamig, weil 
im vierten Gliede 5 nur ben Erponenten ı hat; fo find auch dieſe 
Glieder 3a*d und 8 46* ungleichnamig. 

$. 59. 

Es kommen in ben algebraifhen Rechnungen Größen vor, bie 
einander ganz, oder zum Xheil tilgen, in Ankefacht deſſen, was 
man durch felbe zu beflimmen fucht. 3. B. man wollte die Verlaſ⸗ 
fenfchaft eines Verſtorbenen berechnen, und ed haben ſich a Fl. ba- 
res Geld vorgefunden, und für bie verkauften Geräthfchaften find 
gelöft worden 5 Fl., hingegen haben ſich auch ce Fl. Schulden vor- 
gefunden, und die Begräbnißkoften betragen d ZI. Hier fieht man 
nun, daß die Verlaſſenſchaft durch die vier Größen a,.d, ce und d 
beftimmt werben muß, welche alle einerlei Einheiten, nemlich Sul: 
ben bedeuten, aber in biefer Rechnung einander gerabe entgegenge- 
fest find, denn die erfien zwei a, 5 find der Verlafienfchaft zum 
Vortheil, und die lebten zwei ce, d find derfelben zum Nachtheil, 
nemlich vermindern biefelbe. Solche Größen, beren gleichgroße 

Theile. einander tilgen, werben in einer Rechnung entgegenges 
fette Größen genannt, und zwar jene, welche der Daraus zu 
beflimmenden Größe zum Vortheil dienen, oder diefelbe vermehren, 
heißen pofitive Cbejahende) Größen; und jene, welche der bar- 
aus zu beflimmenden Größe zum Nachtheile dienen, ober biefelbe 
vermindern, werben negative (verneinende) Größen genannt; 
und damit man in einer Rechnung bie pofitiven Größen von ben 
negativen unterfcheiden Fönne, iſt es am natürlichflen, bie pofitiven 


v 
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Größen mit dem Abbitionszeihen +, und die negativen mit dem 
Subtractionszeihen — zu bezeichnen, weil erflere die zu beftim- 
mende Größe vermehren, nemlich dazu addirt werben müflen, 
und legtere diefelbe vermindern, und bavon fubtrahirt werben follen. 
In unferm Beifpiele ift Demnach die Verlaffenfhaft = +a+5 
—e—d br =a +5 — c— d, weil bad Zeihen + 
im Anfange faft niemals angefeßt, fondern jederzeit fchon daruii= 
ter verflanden wird. Und fo werben auch alle diejenigen Glieder 
eined algebraifchen Ausdrudes, bie bad Zeichen 4 vor ſich haben, 


pofitive, und bie dad Zeichen — vor fih haben, negative 


genannt. 


Es fei noch z. B. die Größe eined Bankerotts zu beflimmen, 
wo fih nur a FI. Vermögen, hingegen 5 Fl. Schulden vorgefun- 
den haben; fo ifl die Größe des Bankerotts = 5 — a Fl., weil 
die vorgefundenen a ZI. Vermögen den Bankerott vermindern. 
Man fieht hieraus, daß auch ein wirkliches Wermögen eine nega- 
tive Größe fein kann, wenn ed der dadurch zu beflimmenden Größe 
zum Nachtheil- ift und eine Verminderung verurfadht. Pofitive 
und negative Größen find demnach einander ge 
rade entgegengefeßte S.öBen in einer Rechnung, fo 
daß, wenn bie eine ein Vermögen, eine Erhöhung, eine Bewe⸗ 
gung gegen bie Rechte, u. dgl. vorftellt, die anderc eine dem Vermö⸗ 
gen entgegengefeßte Schuld, eine Vertiefung, eine Bewegung gegen 
die Linke, u. f. w. bedeutet. 

$. 60. 

Wäre nun in dem lebten angeführten Beifpiele das vorgefun- 
dene Vermögen a — 8000 Fl., und die vorgefundene Schuld 5 
ebenfalld = 8000 Fl.; fo wäre bie Größe bes Bankerotts = 8000 
— 8000 = 0; weil dad Vermögen die Schuld gänzlich tilgt. Wäre 
aber dad Vermögen a — 6000, und die Schuld 5 = 8000, fo 
wäre ber Banferott = 8000 — 6000 = 2000; weil die 6000 FI. 
Vermögen eben fo viel an der Schuld tilgen. Wäre hingegen das 
Vermögen a = 9000 Fl. und die Schuld 3= 8000 Fl., fo wäre bie 


" Größe ded Bankerotts = — 1000 Fl.; nemlich es blieben dem 


Schuldner, nah Tilgung aller Schulden, noch 1000 ZI. Vermö⸗ 
gen übrig; das heißt, wenn pofitive und negative Grö— 
Vega Vorleſ. I. Br. 4 
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Ben in einer Rechnung vorlommen, fo tilgt die Elei- 
nere in ber größern fo viele Einheiten, als fie 
ſelbſt hat; find aber beide glei groß, fo tilgen fie 
einander gänzlich. 

Befinden fich mehrere pofitive und negative Größen in einer 
Rechnung, fo tilgt Die kleinere Summe in ber größern fo viele Ein- 
heiten, als fie deren felbſt hat. 


$. ei. 


Sind nun algebraiſche Groͤßen, welche aus poſitiven und 
negativen Gliedern beſtehen, zu addiren, ſo verfahre man nach 
folgenden Regeln. 

1) Man ſchreibe alle Glieder der zu abdirenben Größen mit 
ihren Zeichen in eine Zeile, oder auch in mehreren Zeilen unter ein- 
ander, weil algebraifch addiren eigentlicy nichts anders heißt, als 
die Größen mit ihren Zeichen zufammen fügen. 3.3. «8 fei zu 

48 die Größe c—d zu addiren, fo ift Mar, daß die Summe 
 zatrbdt+c—dif; denn würde man +d flatt — a ſetzen, fo wäre 
bie Größe «4-5 um bie Summe von c und d vermehrt worden, 
während fie doch eigentlich nur um bie Differenz von c und d ver- 
- mehrt werden fol. 

2) Sude man die gleichnamigen Glieder auf ($. 58); und 
hat man beren zwei gefunden, fo fehe man auf ihre Zeichen. 

3) Sind die Zeichen gleich, nemlich in beiden ‚gleichnamigen 
Gliedern + ober in beiden —, fo abdire man nur die Coefficienten 
mit Beibehaltung des gemeinfchaftlichen Zeichens, und die Buchſta⸗ 
ben werden nur einmal mit ihren Erponenten gefchrieben; fo ift 
z.B. sa d+5a5=8a?b; ingleichen -Ydz— NRds= 
— 21424. Sind aber die Zeichen verſchieden, fo ziehe man ben 
kleinern Eoeffici n von bem größern ab, mit Beibehaltung bed 
Zeich ns ed 9 Bun (Coefficienten) und der gemeinfcaftlichen 
Buhffaben; ;. 2er +5ab —2ab = ab; 

den daz’—Yar’=—bar*. 

Haben endlich beide Glieder gleiche Coefficienten und verfchier 
dene Zeichen, fo Iafie man beide Glieder gänzlich hinweg ; z. B. 
dab — tab = 0. Alled diefed erhellet aus $. 60. 
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4) Die ungleichnamigen Glieder aber fchreibe man in ber 
Summe mit ihren Beichen hin. 


Beifpiele 


1. Bu abbiren | —— 


Summe -5ab—Sac+3d’g—3dg* 
I. Zu abbiren | ur 8be—Sdr +13 





— a2 +Tber2de— 8 
Summe Tartibc—Idr+ 4 
m Bu ober | — 
Summe 24’-+6ab®. 
IV. a +302+2°—0°’ +27 2° = har. 
V. a?+20’2”t'1-8c’2"’14100”5° 
= —ce’c"r", 


g | $. 62. 

Be der Subtraction der algebraifhen Größen 
merke man Folgendes: 

Man verändere die Zeichen aller Glieder bei der 
abzuziehenden Größe in die entgegengefehten, nem- 
id +in —, und — in +, und addire fodann (nad 
dem vorigen $. 61) dieſe veränderte Größe zu derje— 
nigen, von welcher fie abzuziehen if; fo wird man 
bie gehörige Differenz haben. 

Beifpyiele 
l. I. IL IV. 
von 4 ‚von a von —a vn —a 
abzuz. 5 abzuz. —6 abzuz. +5 abzuz· ⸗ 
Df. ab Diff Diff —- Df. ⸗⸗ 

Dog bei der Subtraction dad Zeichen + in — verwandelt 
werden muß, daran wird Niemand zweifeln: aber auch dag — 
in + verändert werben müfje, iſt leicht einzufehen; denn die Diffes 
renz muß (nad) $. 24) fo befchaffen fein, baß, wenn man felbe zur 
Größe, welche man abgezogen hat, addirt, die Größe, von welcher 

4* 
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man abgezogen hat, zum Vorfchein komme, nemlidh die Dif- 
feren; zum Subtrahend ($. 24) abdirt, muß den 
Minuend wieder herftellen; würde man nun in dem Bei⸗— 
ſpiele II. in der Differenz a—d fegen, fo wäre a&-5d=a—25; 
fegt man aver in der Differenz «+5, fo iſt a+rd-5= a be 
Größe, von welcher man abgezogen hat. Es heit daher eine 
Größe algebraifh fubtrahiren nihtd anders, als 
eben diefe Größe mit entgegengefegten Zeichen hinzu 
addiren. 
Noch einige Beiſpiele zur Uebung. 


von ab—4c 
ift abzuziehen 5a’d—de—Ie 
die Zeichen geändert — + + 
Differenz = —40’d+de. 


VvlI. von bar — x” —-3a—I 
Mt abzuziehen art 2" +30—3a—55 
die Zeichen geändert — — — + + 
Differen; = 2ar—22”— 39 +56. 
vl. ‚von 5ang?—20+7a5’r— 10" cz” 
ift abzuziehen 2b" c2! +50" 2° +8 — 2a’ br 
die Zeichen geändert — — — + 


eg ga 
Differeny = —28+7ab’2 — 66" cz’ + 2a? br. 


$. 63, 


Iſt eine mehrnamige algebraifhe Größe mit 
einer einnamigen zu multipliciren, fo multiplicire man 
jedes Glied der mehrnamigen Größe mit der einnamigen; weil es 
einerlei ift, ob man das Ganze oder jeden feiner Theile indbelondere 
multiplicirt (8.29, Grundfag D, wobei man jederzeit die in beiden 
Factoren verfchiedenen Buchſtaben in alphabetifcher Ordnung dicht 
hinter einander anfchreibt (vermög $. 55), nur beobachte man dabei 
auch noch folgende Regeln: 

1) Sind beide Glieder, die mit einander zu multipliciren find, 
pofitiv, fo ift chne Zweifel auch das Product pojitiv; z. B. 
+axX+rb= tab. 





— 
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3) Iſt ein Glied negativ, und dad andere pofitiv, fo iſt das Pro- 
duct negativ; 3. B. —aX +b=—ab, welches aus Folgendem erhellet: 
es iſt +a =2a—a 
und +b =+b, | 
alfo auch +ab=+2ab—ab, (vermög $. 29, Grundſatz D; 
denn würde man im Producte rechtd das lebte Glied + ad ſetzen, 
fo wäre +2ab-+ab nicht glei Hab, welches doch (vermög $. 29, 
Grundſatz I) fein muß. 

3) Sind aber beide Glieder negativ, fo ift dad Product pofl- 
tiv: .B. — uoX—-I=+ab; 
benn es iſt a=24—a 
unb —I=—JI, 
alſo u —ab=—2ab+ab' (vermög $.29, Grundfag I); 
denn würde man hier im Probucte rechtd das leute Glied — ud 
ſetzen; fo wäre — 2ab—ad nicht gleich —ab, welches body wieder 
vermög des angeführten Grundſatzes fein muß. 

Dieraus fließt nun die Regel: gleihe Zeihen geben ein . 
pofitives, ungleiche aber ein negatives Product. 

4) Die Coefficienten beider Glieder werden mit einander mul 
tiplicirt; fo ifl ,. 8. 25X3cd= 6acd; 

4x —y—=—20ab; — Ba —Slem +15abe. 

5) Haben beide Glieder gleiche Buchflaben, fo wirb im Pro⸗ 
bucte jeder gemeinfchaftliche Buchſtabe nur einmal gefchrieben, und 
die Erponenten diefed Buchflaben werden zufammen addirt; 3. 8. 


4a’X5a?= 20a’; denn es ift 

4a’X5a’=4.5 . aaa. aa=20 ..aaaaa=20a° ($. 55); eben fo iſt 

ab! X — Aabe = —Au?b°e. 

Beifpiele 
L (o—Sa’b+be”) X 6ab’d— 12a°b’d— 18a°b’d+6ab°c’d. 

I. (a—8a!d+4a5 X —2ab!e = —2a'b’c+6a’b’e —8a*b"c. 
II. (4a—80+5°) X Sad’ c= 200? P’c—150ad"c+5ab"t? c*!. 
IV. Ga —sP) X —satr = — 120° 59-1500". | 
v. @4yn) Ko mryptay. 
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man abgezogen hat, zum Vorfchein komme, nemlich die Dif- 
ferenz zum Subtrahend ($. 24) addirt, muß dem 
Minuend wieder herftellen; würde man nun in dem Bei⸗ 
fpiele II. in der Differenz a—5 fegen, fo wäre a—-5—b=a—2b; 
fegt man aver in der Differenz; a+d, fo it a+zd-5b=a= ber 
Größe, von welcher man abgezogen hat. Es heit Daher eine 
Größe algebraifh fubtrahiren nichts anders, als 
eben diefe Größe mit entgegengefeßten Beiden hinzu 
abdiren. . 

Noch einige Beifpiele zur Uebung. 


v. von  a’b—4c 
iſt abzuziehen 50’d—de—4c 
die Zeichen geändert — + + 
Differenz = —40°6+de. 
v1. von bar— x’ —-3a—9 
.aſt abzuziehen Sart+ 2’+30—3a—55 
die Zeichen graͤnder — — — + + 
Differen = 2ar—22?—39 +50. 
vi. ‚von‘ 5a'g’—20+7ab’r— 1b" cz” 
iſt abzuziehen 260 cz" +5a" 2° +8— 2a’ br 
bie Zeichen geändert — — — + 


on, — _ og 47 Jon _gpmnmt Loader 
Differeny = —28+7ab’2— 66" cz’ +2a’bz. 


$. 63, 


Iſt eine mehrnamige algebraifhe Größe mit 
einer einnamigen zu multipliciren, fo multiplicire man 
jedes Glied der mehrnamigen Gıöße mit der einnamigen; weil «8 
einerlei ift, ob man das Ganze oder jeden feiner Theile insbefondere 
multiplicirt (F. 29, Grundſatz D, wobei man jederzeit bie in beiden 
Factoren verfchiedenen Buchſtaben in alphabetifcher Ordnung Licht 
hinter einander anfchreibt (vermög $. 55), nur beobachte man Dabei 
auch noch folgende Regeln: 

1) Sind beide Glieder, die mit einander zu multipliciren find, 
pofitiv, fo ift chne Zweifel auch das Product pojitiv; z.B. 
+aXxXt+rb= tab. 


— — - 


_ Be“ 
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“ 3) Iſt ein Glied negativ, und das andere pofitiv, fo iſt das Pro» 
buct negativ; z. B. —aX +b=—ab, welches aus Folgendem erhellet: 
es ift +a =2a—a 
und + =+b, 
alfo auch +4 2ab—ab, (vermög $. 29, Grundſatz D; 
denn würde man im Producte rechts das letzte Glied + ad feken, . 
fo wäre +205+ab nicht gleich Hab, welches doch (vermög $. 29, 
Grundſatz I) fein muß. 

8) Sind aber beide Glieder negativ, fo ift das Product poſi⸗ 
tiv: z. B. —aX—b= +ab; 


denn es iſtt 4 24-4 


und „ j=-—J, 

af auch —ab=—2ab+rab' (vermög $. 29, Grundſatz D); 
denn würde man hier im Producte rechts dad Iehte Glied — ud 
feßen; fo wäre — 205—abd nicht gleih —ab, welches body wieder 
vermög des angeführten Grundfaßes fein muß. 

Dierauß fliegt nun die Regel: gleiche Zeichen geben ein 
pofitived, ungleiche aber ein negatives Product. 

4) Die Coefficienten beider Glieder werben mit einander mul⸗ 
tiplicirt; fo ift 3.8. 24 X3cd= 6acd; 
4x; —y——20ab; — BaX —Sle= +15 abe. 

5) Haben beide Glieder gleiche Buchftaben, fo wird im Pro⸗ 
ducte jeder gemeinfchaftlihe Buchſtabe nur einmal gefchrieben, und 
Die Erponenten dieſes Buchflaben werden zufammen abbirt; 3. B. 

4a’X5a’= 204°; denn es ift 
4a’X35a’—=4.5.aca. aa=20. aaaaa=20a° ($. 55); eben fo ift 
ab’ X — 4abe = —Au?b°e. 


Beifpiele 
L. Ae—3a’b-+be) X 6ab’d—= 12ab’d— 18a'h’d+-6ab°c’d. 
DI. (a —3a!tb+4abN) X —2ab!e = —2atb’c+6a’b’e—Sa!b*e. 
II. (44—80+5°c*) X 5ad’c= 20a’ Wc—150ab"c+5ab"t* cr". 
IV. Ga - 360) X 30° 0°? = — 120"? -+-15a®0M. | 
v. νο eryteg. 
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6. 64, 

Sind beide Kactoren mehrnamige Srößen, fo mul- 
tiplicire man mit jedem Gliede ded einen Factors, rechts ober links 
angefangen, den ganzen andern Factor nach ben (im vorigen $. 63) 
gegebenen Regeln, und man hat das richtige Probuct (vermög $. 29); 
wornach man nur noch die etwa darin befindlichen gleichnamigen 
Slieder rebuciren darf. 


Beifpiele 
4 Sa’—-2ar+z° 
| ‚2a —Bz 
Prod. = 6a’—Aa’z+ rar? 
—94°’27+6a2°—3z° 
=6a’—18a’r+8a2’—32°. 
ll. ae Bactoren. 
Prod. = 2a +20" —I Sa — Ste. 
, urn „ .n2__  zua+1 
0. . —— —— ⸗ Factoren. 
Prod. = Hunter! Hm 1507 zietiärtn 
— 12028 5m? -800°? 0t°. 


Factoren. 


6. 65. 

Wenn eine einnamige algebraiſche Größe wieder 
durch eine einnamige zu dividiren iſt, fo kann die Di- 
viſion nur damals wirklich verrichtet werden, wenn ſich alle Buchſta⸗ 
ben des Diviſors in dem Dividend befinden, und zwar nach folgen⸗ 
den Regeln. 

1) Gleiche Zeichen geben einen pofitiven, ungleiche aber einen 
negativen Quotienten. 

2) Der Coefficient des Dividends wird durch den Coefficienten 
des Diviſors dividirt. 

3) Die Buchſtaben, welche im Divifor und Dividend mit 
bem nemlichen Erponenten enthalten find, werben in dem Quotien- 
ten ganz hinweg gelaffen ; find aber die Erponenten verfchieben, fo 
wird der Erponent des Divifors von jenem des Dividends abge 
zogen. 
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4) Die Übrigen Buchftaben des Dividends, welche der Divi⸗ 
* for nicht zugleich gemein hat, werben im Quotienten mit ihren Ex⸗ 
ponenten angeſetzt; fo iſt z. B. 
12ab:3a=46; Sa!b’cd: —ab’d= —Sabe 
8" b’c: —2a’ = +4ar'0°""c 
—1549:5=—3; ab": "=. 

Die Richtigkeit diefer Regeln erhellet daraus, weil das Pro» 
duct aus dem Quotienten in den Divifor jeberzeit den Dividend 
zum Vorſchein bringen muß. ($. 44.) 

Wären aber nicht alle Buchftaben des Divifors in dem Divi⸗ 
bend enthalten, fo kann die Divifion nicht wirklich verrichtet wer- 
ben, fonbern man’ beutet in diefem Balle die Divifion durch den lie 
genden Strih ($. 37) an, und man kann diejenigen Zactoren, 
bie der Divifor und Dividend gemein haben, ganz hinweg laffen 
(G. 40); 3. B. 

Bab?: 8. = =5°; 6a°b: —2ac =- —. 
6. 66. 

Befteht der Dividend aus mehreren Sliedern, der 
Divifor aber nur aus einem einzigen Gliede, fo bivi- 
dire man nach den erft gegebenen Regeln jedes Glied durch den Dis 
pifor, wenn er in jedem Gliede bed Dividende enthalten iſt; im 
Segentheile Tann die Divifion entweber nur angezeigt, ober zum 
Theil verrichtet, und zum Xheil angezeigt werden; z. 8. 

(6a?d — 10az): 2a= ab —5z; 
(4da?d—-2r+3a) : 25 = 2a? + da 
Bb 235 
$. 67. 

Sind aber Divifor und Dividend zufa mmenge 
feßte Größen, fo verfahre man auf folgende Art. 

1) Mit dem erften Gliede des Diviford dividire man in ein 
Glied des Dividends, fo hat man den erften Theil des Quotienten; 
mit diefem Quotienten multiplicire man ben. ganzen Divifor, und 
ziehe bad Product von dem Dividend ab. 

3) In dem Refte wähle man wieber ein Glied, in welchem 
das erſte Glied des Divifors enthalten iſt, und dividire es, fo hat 
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man den zweiten heil des Quotienten, welcher mit feinem Zei⸗ 
chen zum erften hinzugefügt wird; mit biefem gefundenen zweiten 
Theile ded Quotienten multiplicire man den gamzen Divifor, und 
ziehe bad Product vom Dividend ab; den Reſt dividire man wieder 
durch daß erfle Glied des Divifors, u. f. w. 

3) Kommt man durch diefe Operation einmal zu Ende, fo 
bag alles genau aufgeht, fo ift e8 ein Zeichen, daß der Diviſor 
im Dividend genau enthalten fei; im Gegentheile muß man ben 
noch vorhandenen Reſt mit dem unterfchriebenen Divifor an den 
Quotienten mitteld des gehörigen Zeichens 4 oder — anhängen, 
wie bei der Divifion mit Zahlen ($. 41, Nr. 5). 


Beifpiele 
Ber — 8er — 3er +) : (brer— br) = cr —Ir” 

+b?e’2°— 3b°cz® 
— — 
— 85°0.2*-+96°2° 
— 35:c2"+9°z° 
+ — 

0 








(124°bd—24a°bc —Ba®bc" + 30abe?— 156r*) :(8a°b— 6abe + 8be) 
4a” —5c 
+124bd—24a°’bc+12a*bc" 
— 4 — 


A 15bc* 
——— 
+ _ + 

0 


(5°) : (a5) = a'tab+b? 
+a’- u% 
— + 
+4°°—D° 
+a!b—ab? 
— — 
+uab?—H? 
abꝰ - b* 
— + 
0 
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(6a’—aztab— 2”): Gera, 
+6a°’+2ar 


Die Multiplication und Divifion zufammengefehter algebrat- 
fher Ausdrücke erleichtert man fich namhaft, wenn man diefe Aus⸗ 
drüde auf gleiche Weile, nemlich entweder beide fallend oder 
beide fleigend und nach dem nemlichen Buchſtaben ordnet, d. h. 
in beiden Ausdräden die einzelnen Glieder dergeflalt auf einander 
folgen läßt, daß in jedem Sliede der Erponent eines und deöfelben 
Buchſtaben nicht größer im erſten Kalle, oder nicht Heiner im an⸗ 
bern Falle ald bei dem vorhergehenden Sliede ifl. So find im Bei⸗ 
fpiele I., $. 64, die Factoren fallend nah a und fleigenb nach z ge- 
ordnet, und im zweiten und britten Beifpiele diefed Paragraphen 
find Dividend und Divifor nad: a fallend geordnet. 

Hiebei pflegt man den Rang oder die fogenannte Dimenfion 
folder Ausbrüde nuͤch dem höchſten Erponenten des Buchflaben, 
nach welchem fie geordnet werben, anzugeben. So ift im letzten Bei- 
fpiele der Dividend in Bezug auf a von der zweiten, der Divifor 
aber von der erften Dimenfion. 


VIII. Abſchnitt. 
Von der Theilbarkeit der Zahlen. 


$. 68. 
Erklärungen und Sehrfäge über Theilbarkeit im 
Allgemeinen. 
Eine Zahl heißt durch eine andere theilbar, wenn fie durch 
diefe getheilt keinen Reft (den Reft Null) gibt. Erftere Zahl nennt 
man in einem folchen Falle ein Vielfaches (Multiplum) der an- 
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bern, und biefe felbft einen Theiler (Diviſor), ein Ma von jener. 
So iſt z. B. 32: 4 8, folglich ift 82 durch 4 theilbar ober ein 
Bielfached von 4, und umgekehrt iſt 4 ein Theiler von 32. Eben 
fo ift an durch n theilbar oder ein Vielfaches von %, und 7 ein Thei⸗ 
ler von an. 

Auf diefe Erflärungen gründen ſich folgende Lehrfäge. 

1. Jede Zahl iſt durch ı und Durch fich ſelvſt theil« 
bar; denn fie gibt durch 1 getheilt fich felbft, und durch ſich getheilt 
ı zum Quotienten ohne Reft. 

Aus diefem Grunde pflegt man, wenn von ben Theilern einer 
Zahl die Rede ift, unter ihnen weber 1 noch die Zahl felbft aufzu- 
führen. 

2. Null iſt durch jede Zahl theilbar. 

8. Keine Zahl iſt durch eine größere theilbar; 
benn von Feiner laͤßt ſich eine größere weg nehmen. 

Folglich liegen alle Theiler einer Zahl zwifchen 1 und ihr felbft, 
und fomit hat jede Zahl fowohl einen kleinſten als auch einen größs 
ten Xheiler. 

4. Iſt jede von zwei Zahlen durch eine und die— 
felbe Zahl theilbar, fo ift ed audh ihre Summe und 
Differenz. 

Denn find die Zahlen a und 5 durch n theilbar, indem fie durch 
biefe getheilt « und B zum Duotienten ohne Reſt geben, fo ift 
a=an und b=Pn, baher 
atrzb=un zn und (atb):n=(antfni:n=aHrBß 
(nad) $. 39, Gr. I. und $. 66), woraus man erficht, daß fowohl 
die Summe a + 5 ald auch die Differenn; a — 5 durch a theil« 
bar iſt. 

So find z. B. die Zahlen 72 und 48 burch 24 theilbar, daher 
ift e8 auch ihre Summe 120 und ihr Unterfchied 24. 

Die näcfte Folge hievon ift nachftehender Satz. 

5. Sind mehrere Zahlen durch eine und diefelbe 
Zahl theilbar, und werden einige von ihnen zu ein- 
ander abdirt, die übrigen aber abgezogen, fo iſt auch 
die fich ergebende Zahl durch jene nemliche theilbar. 
So find 5. B. 34, 85,102, 68 durch 17 theilbar, baher auch 
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84 + 85 4 102 + 68 oder 289 
84 + 85 + 102 — 68 ober 158 
85 — 102 — 34 4 68 oder 17, u. bel. 


Iſt aber eine einzige aus jenen Zahlen nidt 
theilbar, fo fann es auch nicht das Endergebniß fein, 
mweil bei ber Divifion biefer einen Zahl ficher ein Reſt allein zu⸗ 
rüdbleibt. 

6. Das Product mehrerer Zahlen iſt burd jede 
Zahl theilbar, durch welche auch nur einer der Fac— 
toren theilbar if. | 

Denn ift von den Zahlen a, 5, c,d, ... . bie eine Zahl a durch 
a theilbar, folglich ein Vielfaches von n, etwa gleich an, fo iſt das 
Product abed.... jener Zahlen auch gleich na. ded.... oder 
n.abed...., baher gleichfalls ein Wielfaches von ber Zahl m. 

&o ift die Zahl 699720 ald das Product der Zahlen 15,84, 
49, 238 durch 17 theilbar, weil 84.08 ift, durch 24, weil 28 es il, 
wu. m. dgl. 

7. Sind Dividend und Divifor durch eine und 
bie nemlidhe Zahl theilbar, fo ift auch der Reſt durch 
fie theilbar. 

Denn bezeichnet 5 den Dividend, d ben Divifor, g den Quo» 
tienten und r den Reſt, fo ift (nach S. 41), weil man, um ben Reſt 
zu finden, von dem Dividende dad Product aus dem Divifor und 
Duotienten abzieht, - 

r=d-—-dg. 


Iſt num der Diviſor d durch eine Zahl n theilbar, fo ift es 
(nah Nr. 6) das Product dy ebenfalls; läßt fi dann auch noch 
der Dividend 5 durch eben diefe Zahl n theilen, fo findet (nach 
Nr. 4) dies auch bei dem Unterfchiede 6&—ag d. i. bei dem Reſte⸗ 
Statt. So gibt 96 durch 36 getheilt den Quotienten 2 und ben Refl 
24 , erftere zwei laſſen fich durch 12 (heilen, und hiedurch ift auch 
ber Reſt theilbar. 

8. Sind Divifor und Reft durch diefelbe Zahl 
theilbar, fo läßt fih durch diefe auch der Dividend 
theilen. 
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Denn man findet den Dividend, indem man zu dem Probucte 
bes Diviford und Duotienten den Reſt addirt, nemlich es " 


ö=dgHtr. 

Läßt fi nun der Divifor q, mithin aud) bad Product Aq, und 
überdies noch der Reft r durch eine Zahl n theilen, fo ift (nad) 
Nr. 4) auch die Summe dg+r, d. i. der Dividend & durh m 
theilbar. 

3.83. 56 durch 20 getheilt, läßt 16 zum Mefte; bie beiden 
legten Zahlen find durch 4 theilbar, folglich ift es auch 56. 


$. 69. a. 
Bon ben einfachen und zufammengefegten Zahlen. 


Eine Zahl, die durd Feine andere (außer durch 1 und durch 
ſich felbft) theilbar ift, heißt eine einfache oder Primzahl, jede 
andere aber eine zufammengefeste. Sofort find z. B. 2, 8, 5, 
7, 11, 13 Primzahlen; 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15 zufanmenge: 
feste Zahlen. 

Bon den Primzahlen gelten folgende Säge. 

1. Das Product mehrerer Zahlen ift durd keine 
Drimzahl theilbar, durch welche feiner der Sactoren 
theilbar ift. 

Bir wollen diefen Sag zunächft für Probucte von nur zwei 
Factoren nachweifen, nemlich zeigen, daß, wenn keine der Zahlen 
a und a durch bie Primzahl p theilbar ift, auch ihr Product aa ſich 
durch p nicht theilen laſſe. 

Nehmen wir, um unfere Behauptung zu erweifen, an, es fei 
möglich, daß fich das Product aa durch p ohne Reft theilen laſſe, und 
daß die eine ber Zahlen, a, durch p getheilt den Quotienten a’ und 
ben Reſt 5 gebe, folglih d5<p und d=a—a'p fei; dann müßte 
(nach $. 29, &r. D auch ad=aa—aa'p fein. Wäre nun aa durch p 
teilbar, fo muͤßte, weil oa 'p es ohnedied ift, auch die Differenz ad 
diefe Eigenſchaft befigen. — Da ferner 5<p ift, fo gebe p durch 5 
getheilt, den Quotienten 5’ und ben Reflc, welder, weil p ald 
Primzahl durch 5 nicht thellbar ift, nie Null werben kann; dann 
iſt ce<d und c=p—50', folglih auch ae—ap—adb', Wäre aber 
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ab, fomit auch «bb’ durch p theilbar, fo müßte, ba ap e& ohnehin 
if, ac es gleichfalls fein. — Man findet demnach zu der Zahl d, die 
Heiner al& die Primzahl p ift, dadurch), daß man diefe durch jene 
dividirt, an dem Reſte c eine noch kleinere Zahl, als 5, welche mit 
a multiplicirt durch p theilbar fein müßte, fobald aa e wäre. — 
Würde man demnach die Primzahl p auf gleiche Weife durch den 
legten gefundenen Reft dividiren und diefes Verfahren wiederholen, 
ſo gewänne man nad) und nadı eine Folge von Reſten d, c, d, e,... 
von denen jeder Peiner al& der vorhergehende, aber dabei doch im- 
mer von Null verfchieden iſt, weßwegen einer aus ihnen endlich 1 
werberf müßte. Allein alle diefe Zahlen d, c, d, e,. . 1 würden mit 
a multiplicirt, Producte ad, ac, ad, ae, . . . „a liefern, welche durch 
p theilbar wären, fobald es nur az fein könnte; mithin müßte 
auch das legte von ihnen d. i. die Zuhl « felbft durch p theilbar 
fein, wa8 jedoch unferer Vorausſetzung, daß fie es nicht fei, wider⸗ 
ſpraͤhe. — Da nun aus der zugeflandenen Theilbarkeit des Pro⸗ 
ductes aa durch die Primzahl p mitteld gang richtiger Schlüffe 
etwas Ungereimted abgeleitet werden kann, fo muß dieſe Theilbarkeit 
felbft unmöglich fein; folglich läßt fih ein Product zweier 
Zahlen durch eine Primzahl nur dann theilen, wenn 
einer der Factoren burd fie theilbar ift. 

SR nun von mehreren Zahblena,d,c,de,.... gar eine 
durch eine beſtimmte Primzahl p theilbar, fo ift nach dem eben Er. 
wiefenen auch dad Product ab zweier Zahlen, folglih wenn man 
dieſes mit einer dritten c multiplicirt, aus gleihem Grunde das 
Product ad.c oder abe Nreier Zahlen, und da man dieſe Schluß⸗ 
weife bis zu dem Protucte adede .... aller jener Zahlen fortfegen 
kann, auch diefed ſelbi durch genannte Primzahl nicht theilbar. E8 
ift demnach das Product mehrerer Zahlen nur durd 
eine folhe Primzahl theilbar, durch welde ſich we 
nigftens einer der Sactoren theilen läßt. Ä 

3. B. dad Product 17. 21. 36. 62 iſt nicht durch 13 theilbar, 
weil feiner der Factoren ed iſt, wohl aber durch 7, weil 21 fich hie⸗ 
durch ıheilen läßt. 

Hieraus folgt: 

2. Daß Product mehreren Primzahlen iſt dur 
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eine von ihnen verſchiedene Primzahl nit theil- 
bar, und 

8. Das Product mehrerer Primzahlen iſt durch 
ein anderes ſolches Product nur dann theilbar, wenn 
im erfiern alle Sactoren des letztern in berfelben 
oder In größerer Anzahl vorfommen. 

So ift 3. B. das Product 2.2.7.5.11. 11. 11 weber 
durch 13, noch Durch 8.17, noch burh 2.5.5, wohl aber durch 
2.5.11. 11 theilbar. 

4 Wenn eine Zahl durch mehrere von einander 
verfhiedene Primzahlen theilbar ift, fo muß fie aud 
durch das Product derfelben theilbar fein. 

Denn damit die Zahl n durch die unter fich verfchiebenen Prime 
zahlen a, d, c, d,. . . . einzeln theilbar fei, muß fie (nad Nr. 8) 
ein Product von Primzahlen fein, in welchem jede der genannten 
Primzahlen wenigftend einmal erſcheint; dann iſt fie aber auch durch 
das Product aller diefer Primzahlen theilbar. 

So ift 3.3. 4816130 durch 2, 3, 7, 17, folglich auch durch 
2.3.7.17 = 714 theilbar. — Iſt demnach eine Zahl durch 2 und 
8 theilbar, fo ift fie auch durch 6 theilbar. 

5. Sonad muß eine Bahl, weldhe durch mehrere 
einzelne Probucte von Primzahlen theilbar ifl, deren 
feines eine in dem andern Probucte vorfommende 
Primzahlenthält, auch durch bad Probuct ſammtli— 
her Producte theilbar fein. 

So ift 11659620 durh 2.2.3 = 12, durch 5.7=85 und 
17.233891, daher auch durch 12.385.391 = 164220 theilbar. — 
Iſt demnach eine Zahl durch 3 und 2.2 ober 4 theilbar, fo läßt 
fie ſich auch durch 12 theilen. 


$. 69. b. 
Kennzeihen der Theilbarkeit ber Zahlen in einigen 
| befonderen Fälien. 
Ob eine Zahl durch eine andere theilbar fei ober nicht, würbe 
man zwar immer durch wirkliche Ausführung der Divifion erfahren; 
allein in manchen Fällen, von benen wir nur die am bäufigften 





Theilbarfeit der Zahlen. 68 
vortommenden berausheben, kann man mitteld einer weit einfacheren 
Unterfuchung hierüber entfcheiden. 

1. Jede Zahl iſt dur 2 theilbar, wenn ihre leute 
Ziffer 0, 2, 4, 6, 8 iſt. 

Denn ift die Stelle der Einheiten einer Zahl n mit ber Biffer a, 
bie der Zehner mit 5, jene ber Hunderte, Zaufende, Zehntaufenbe, 
uf. w. mit co,d e, .... beiest; fo befleht fie aus = Einen, 
d 3ehnern oder 510 Einern, aus ce Hunderten ober c100 Einen, 
ferner au8 d Tauſenden oder d1000 Einern, dann aus e Zehn⸗ 


tauſenden oder e10000 Einern, u. f. w.; nemlich es ift 


n—=a+510-4+c100-+-d1000-Fe10000+ ... . 

Theilt man nun diefe Bahl durch 2, fo fieht man, daß, was für 
welhe auch die Ziffen d,c,d,e, .... fein mögen, bie Theilung 
aller Glieder vom zweiten an, immer ohne Reſt ausführbar ift, 
folglich e8 (vermöge $. 68, 5) nur allein auf die Ziffer @ der Einer 
ontomint, ob die Zahl n durch 2 theilbar ift oder nicht. If nun 
diefe Ziffer 0, 2, 4, 6, 8, fo findet diefe Theilbarkeit Statt; jeboch 
nicht, falls fie 1, 8, 5, 7, 9 wäre. 

Zahlen, die durch 2 theilbar find, nennt man gerade, bie 
burch 2 untheilbaren aber ungerade, 

Man erlaubt ſich fogar die Ziffern 0, 2, 4, 6, 8 gerab und 
1,8, 5, 7, 9 ungerab zu nennen, und fagt dann kurz: eine Zahl 
ift gerad oder ungerad, je nachdem ihre leute Ziffer 
gerad ober ungerabd iſt. 

So ift 3. B. 374 gerad, 843 ungerad. 

Hieraus folgt, daß hinter ber einzigen geraben (in zwei gleiche 
Theile zertheilbaren) Primzahl 2 jede weitere Primzahl ungerad ifl, 
und daher nur mit einer der ungeraben Biffern 1, 8, 5, 7, 9 
fließt. " 

3. Eine Zahl iſt durch 5 theilbar, wenn ihre leute 
Ziffer 0 oder 5: ifl; 

und fie läßt fih durch 10 theilen, wenn fie mit 
0 fi endigt. 

Denn auch in diefen Kälten find alle Glieder des für die Zahl 
n aufftelbaren Ausdrudes a+510-4c100+ . .. » durch die ge 
nannten Zahlen theilbar. 
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Aus biefem Grunde find ;. B. 30 und 45 durch 5, erſtere Zahl 
aber durch 10 theilbar. 

Hinter der Primzahl 5 kann demnach Feine weitere Primzahl 
mit ber Ziffer 5 fich endigen, folglid muß mit Ausnahme der Prim⸗ 
zahlen 2 und 5 jede andere Primzahl mit einer der 4 Ziffern 
1, 8, 7, 9 fidy enden. 

3. Jede Zahl iſt durch 4 tbeilbar, wenn ed bie 
ausihren zwei legten Ziffern beftehende ift. 

Denn verfucht man bie Glieder des für die Zahl rn aufgefähe 
ten Ausdrudes 

n=a-+510-4+c1004+d1000+e10000+ ... . 

durch 4 zu dividiren, fo findet man, daß die Meinfle durch 4 theil« 
bare befadifche Einheit 100 ift, und daß alle höheren wie 1000, 
10000, ..... als Zehnfache der naͤchſt niedrigeren gleichfalls durch 
4 theilbar fein müffen, folglich vom dritten Gliede an, alle folgenden 
ohne Rüdfiht auf die Ziffern c,d,e, .. .. durch 4 theilbar find. 
Iſt nun auch noch das Uebrige, nemlich die aus den beiden lebten 
Biffern a und 5 beftehende Zahl a4510, durch 4 theilbar, fo ift es 
auch die Zahl ſelbſt. 

3. 8. 798712 iſt durch 4 theilbar, weil die aus ihren zwei 
legten Ziffern 1 und 2 beftehende Zahl 12 es iſt. 

4. Jede Zahl ift durch 8 theilbar, fobald es 
bie buch ihre drei legten Biffern ausgedrückte 
Zahl if. 

Denn iſt die durch die drei legten Ziffern a, 5, c, der Zahl » 
auögebrüdte Zahl «+-5104-c100 durch 8 theilbar, fo muß, weil alle 
übrigen Glieder des für n gegebenen Außdrudes ald Vielfache der 
durch 8 theilbaren Zahl 1000 diefe Eigenfchaft befigen, n felbft 
Durch 8 theilbar fein. 

So ift z. B. 79872 durch 8 theilbar, weil 872 es ifl. 

5. Eine Zahl ift durch 3 oder 9 theilbar, wennihre: 
Zifferfumme (d. i. die Summe der von ihren Ziffern einzeln, 
ohne Rüdficht auf ihre Stellenwerthe, vorgeftelten Zahlen) durch 
80der9 theilbar ift. 

Denn bividirt man in dem Ausbrude 

n=a+510-4+c100+d1000-+ - ... 
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der Zahl n die Eoefficienten ber einzelnen Sieber, nemlich die nach 
einander folgenden defadifchen Einheiten 1, 10, 100, 1000, .... 
durch 3 ober 9, fo erhält man immer 1 zum Reſte. Hievon über: 
jeugt man fich fehr leicht, wenn man bedenkt, daß es einerlei ift, 
ob man eine gewiffe Anzapl von Nullen auf einnial in den Dividend 
fchreibt, oder ob man eben fo vielen Reften eine Null anhängt, und 
daß demnach diefe Divifion in einem Zuge verrichtet werben kann, 
indem man, wie in nebenflehender Rechnung aus⸗ 
geführt iſt, zuerſt ı theilt und an den Reſt 1 eine 91100000...]111 
Null anhängt, woburd man 10 erhält, welhed 10 
durch 3 oder 9 getheilt wieder denfelben Reſt ı 9 
liefest, der, da an ihm biefelbe Operation wie 10 
früher wiederholt wird , fortwährend wiederkehren I. 
muß. — Laflen jedoch die Coefficienten der ein’ 1 
zelnen Glieder indgefammt den Reſt 1, fo geben diefe Glieder felbft 
bie Ziffern a, d,c, dh... . . zu Reſten, folglich ift der Gefammtreft 
die Summe at+ö4+-cH+-dH- - .. diefer Ziffern, und von ihr hängt die 
Theilbarkeit der gegebenen Zahl 9 durch 3 oder 9 ab, 

&o if , B. 71480715 durch 8 theilbar, weil die Summe 
741444847145 oder 38 
"durch 8 theilbar ift; eben fo iſt 209761326 wegen der Zifferfumme 
36 ſowohl durch 9 als auch durch 3 theilbar. 


Hieraus erhellet, daß jede Zahl durch 9 ober 8 getheilt denfelben 
Reft wie ihre Bifferfumme zurückläßt. 3. B. 58714 und ihre 
Bifferfumme 25 geben durch 9 getheilt 7 zum Reſte. 

Auf diefen Sag fügt fih die fo genannte Neunerprobe der 
Addition, Subtraction, Multiplication und Divifion der eigentli« 
hen (ganzen) Zahlen, welche in manchen Lehrbüchern des Ziffer 
rechnens zergliedert wird. 

6. Eine Zahl ift durch 11 theilbar, wenn ſich der 
Unterfhied der Summe ihrer geradfielligen und 
der Summe ihrer ungeradflelligen Biffern dur 11 
theilen laͤßt. 


Dem theilt man bier in dem Ausbrude 


a»—=a+b10+4c100-+d41000-+e10000-4-fi oo 
Vega Borlef. I. Bo. 
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der Zahl n die Goefficienten der Slieber, d. 1. die dekadiſchen Ein- 
heiten 1, 10, 100, 1000,....burd 11, fo erhält man bei allen 
ungeradfteligen Gliedern 1, und bei allen geradflelligen — 1 zum 
Reſte. Man findet dies leicht, wenn man diefe Xheilungen ebenfalls 
im Zufammenhange ausführt, indem man jedem ausfallenden Reſte 
eine Null anhängt, d. h. ihn mit 10 multipliciet. Denn den erſten 
Theildividend 10 kann man durch 11 auch fo thei⸗ 11]100000..|1 
len, daß man von ihm nicht, wie es fonft zu ge: 11 —ı 
ſchehen pflegt, das nächft Heinere Vielfache des —10 
Diviſors, ſondern das naͤchſt größere abzieht, nr —1 

dem man ſagt: 11 iſt in 10 einmal enthalten 10 

und bleibt 10—11, d. i. —ı ald Reſt. Multiplicirt man diefen 
mit 10, fo findet man —10, und die durch 11 getheilt gibt —ı 
zum Quotienten, daher iſt von — 10 abzuziehen — 1X 11, d. i. 
—11, folglich bleibt ald Reſt —10-—-(—11) oder —10-+11, nem« 
ih ı. Von nun an müflen, da immer abwechſelnd 10 und — 10 
durch 11 zu dividiren fommt, auch die Refle —ı und +1 fortwäh- 
rend mit einander abwechfeln. 


Geben aber die Coefficienten der einzelnen Sieber des Ausdru- 
des der Zahl wirklich abwechfelnd 1 und —ı zum Reſte, fo er- 
hält man von den nad einander folgenden Gliedern bie Reſte 
abo. -—de-—hf.-.-- ; folglich von ber ganzen Zahl den 
Reſt a-b4-c—dte—f+ .. ..oder | 

(atc+cH ...)- ö4+d+ft....), 
welcher nichts andered als der Unterfchied der Summea-tcte+t..: - 
der ungerabffeligen Ziffern und der Summe 54+-d+f+H... . der 
geradftelligen Siffern ift, und im Falle er durch ı1 theilbar ift, auch 
die Zahl n felbft als hiedurch theilbar erklärt. 


3.8. 718964579025 ift durch 11 theilbar, denn die Summe 
der ungeradftelligen Ziffern 5, 0, 7, 4, 9, 1 iſt 26, jene der gerad» 
fteligen 2, 9, 5, 6, 8, 7 aber 37, und ber Unterfchied diefer Sum: 
men 11. Eben fo ift 84379625 burch 11 theilbar, benn beide ges 
nannten Summen find glei 22, alfo ift ihr Unterfchieb 0 und durch 
11 theilbar. 


7. Eine Zahl if theilbar 
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buch 6, wenn fie fih durch 2 und 8, 
12, Pr _ ⸗ ⸗ 8 ® 4, 
:» 14, 5 ⸗ 227, 
16, = P) a 5 S .: 5, 
ohne Reſt theilen läßt. 


Diefe Site find nur befohbere Bälle der allgemeinen Lehrſaͤte 
4 und 5 in $. 69. m. 


8. Für die von und Übergangenen Primzahlen 7 und 18 If- 
fen fih zwar gleichfalls Kennzeichen ihrer Vielfachen auffinden, 
allein ihre Unterfuchung möchte nur in feltenen Faͤllen leichter und 
fürzer als die unmiltelbare Divifion fein. Um fich bievon zu über: 
zeugen, möge eine Unterfuchungsweife, welche vielleicht die einfachfte 
biöher aufgefundene iſt, in gebrängtefler Kürze ein Plägchen 
finden. 


Soll man unterfudhen, ob eine Zahl durd 7 oder 
18 tHeilbar fei, fo theile man ſie von der Rechten gegen die 
Linke in Claſſen von 6 Ziffern ein, Ichreibe die Claſſen unter ein⸗ 
ander, addire wie gewoͤhnlich, und behandi die Summe, wenn ſie 
mehr als 6 Ziffern enthielte, auf gleiche Weiſe. Die ſo gefundene 
höchſtens 6ziffrige Summe theile man wieder von rechts nach links 
in zwei Claſſen von 3 Ziffern, und ſubtrahire die kleinere Claſſe von 
der größern. Den audfallenden böchftens Sziffrigen Reſt verfuche 
man durch 7 oder 13 zu theilen, oder man multiplicire feine Einer 
mit 2 im erflen, ober mit 9 im zweiten Falle, und fuche ben Unter: 
ſchied zwiſchen dem Producte und der von den übrigen Biffern gebil- 
beten Zahl. Iſt derſelbe durch 7 oder 13 theilbar, fo ift es auch die 
gegebene Zahl. 


Bei diefer Unterfuhung kann man Übrigens zu ihrer Vereinfa⸗ 
hung , wie ed für fich einleuchtet, im erften Kalle, fo oft es angeht, 
die Bahl oder Ziffer 7, im andern bie Zahl 18 von den fich ergeben- 
ben Claffenfummen oder Reſten weg werfen und die Unterfuchung 
abbrechen, fobald man erkennt, daß eine diefer Summen oder Dif: 
ferenzen die zu erforfchende Eigenfchaft befigt oder nicht. 


5 * 
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3.3. So findet man, daß 8649580982649512086751647905 
durch 7 theilbar if}, mittels folgender Rechnung. 


3649|58093216495 12]03675 1|647905 
86751 

/ 649512 
580932 

8649 


1j918749 ober 11918 
1 1 


918]750 917 
750 


Die Unterfuchung, ob und daß 1695428100923674 durch 18 
theilbar fei, gefchieht wie folgt: . 


16951428 100928674 
933 674 
1 695 


53]469 
53 


‚416 
54 


13 





Auflöfung der Bahlen in Factoren. 
$. 69. c. 


Erklärungen und Lehrſätze. 

Eine Zahl in Factoren auflöſen oder zerlegen 
heißt diejenigen Zahlen beſtimmen, die mit einander multiplicirt die 
gegebene Zahl hervorbringen, und deßwegen die Factoren dieſer 
Zahl genannt werden. 

Die Factoren der Zahlen können, wie alle andern Zahlen, ein⸗ 
fach oder zuſammengeſetzt ſein, daher man ſie einfache oder 
Primfactoren in jenem und zuſammengeſetzte Factoren 
in dieſem Falle nennt. 
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Im Einflange mit den in dieſem Abfchnitte aufgeftellten Lehr⸗ 
fägen von ber Theilbarkeit der Zahlen lafien ſich nun folgende Lehr⸗ 
fähe über die Auflöfung der Zahlen in Factoren erweifen. 

1. Die Factoren einer Zahl find auch Theiler 
derfelben, weil ein Product durch jeden feiner Factoren theilbar 
iR; und umgekehrt ift jeder Theiler einer Bahl aud 
‘einer ihrer Sactoren, weil fie ein Vielfaches diefes Theilers 
if, d. b. aus der Multiplication desſelben mit einer anderen Zahl‘ 
hervorgeht. 
| Diefe Wahrheit berechtigt und, die Benennungen Theiler 
und Factor da, wo es zweckdienlich iſt, mit einander zu ver- 
wechfeln. BE... 

2. Der Pleinfte Theifer der Factor) einer Zahl 
ift eine Primzahl. Denn wäre derſelbe zufammengefegt, alfo 
dad Product zweier noch kleinerer von 1 verfchiedener Zahlen, fo 





müßte die gegebene Zahl durch jeden biefer Eleineren Zactoren, folg: 


lich durch eine Zahl, die Bleiner als der möglich Bleinfte Theiler ift, 
theilbar fein, was wiberfinnig ift. 

3. Theilt man eine Zahl durch einen ihrer Fac— 
toren (ober Xheiler), fo ift auch der Quotient ein 
Factor, weil diefer Quotient, (vermög des Begriffs der Divt- 
fion) mit dem Divifor multiplicirt die gegebene Zahl zum Producte 
liefert. 

$. 69. d. 
Beftlimmung ber Primfactoren einer Zahl. 

L. Soll angegeben werden, ob und welde Prim: 
factoren eine befondere Zahl enthält, fo unterfuche man 
an allen Primzahlen, welche fiefler als die gegebene Zahl find, von 
der kleinſten 2 anfangend, und der Ordnung nach allmälig zu den 
hoͤhern übergehend, ob eine und welche von ihnen in der vorgeleg: 
ten Zahl ohne Reſt enthalten iſt. Auf diefe Weife muß man ben 
Heinften Theiler diefer Zahl, weil er Cvermög $. 69. c, Nr. 2) eine 
Primzahl ift, nothwendig einmal finden, oder man wird, falls er nur 
ber gegebenen Zahl felbft gleich fein Tönnte, folglich diefe durch 
feine der ihr vorangehenden Primzahlen theilbar wäre, zu ber 


*5 
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Meberzeugung gelangen, daß die vorgelegte Zahl felbft eine Primzahl 
ift, und daher nicht in Factoren (außer in ı und fich felbft) zerfällt 
werben kann. ft der Pleinfte Bactor der gegebenen Zahl gefunden, 
fo wird man biefe durch ihn dividiren, und an bem Quotienten (ver: 
mög $. 69. c, Nr. 8) diejenige Zahl erhalten, die mit dem kleinſten 
Factor multiplichrt die gegebene Zahl hervorbringt, folglidy immer 
Heiner als biefe, und ihr zweiter, zugleich aber auch ihr größter 
Factor ift. Hat man durch dieſes Verfahren die gegebene Zahl in 
zwei Factoren, namentlich in ihren kleinſten und größten 
 $actor zerlegt, fo wird man, da jener fihon eine Primzahl iſt, nur 
dieſen, wo möglich, wieder auf gleiche Weiſe (mit der einzigen für 
fi Haren Bemerkung, daB man_die Prüfung mit der zuletzt ge 
brauchten Primzahl, nicht aber mit einer Heineren beginnt) in fei- 
gran Heinften und größten Factor zerfällen, und dieſes Verfahren wie: 
erholen, biß von ben nach und nad durch Divifion gewonnenen 
größten Kactoren, die nothwendig immer kleiner und Eleiner ausfal: 
len, und fomit ben allmälig hervortretenden Fleinften Factoren näher 
rüden muͤſſen, einer felbft unbebingt eine Primzahl, und dadurch bie 
Operation gefchloflen wird. 

Das eben befchriebene Berfahren felbft weift zugleich nach, da ß 
jede zufammengefegte Zahl in lauter Primfactoren 
aufgelöft werden kann, und daß folglich jede Zahl 
entweder eine Primzahl, oder ein Product von lau- 
‚ter Primzahlen if. 

Man kann, um die Rechnung in einem Zuge zu fehreiben, zur 
Rechten der in Factoren aufzulöfenden Zahl einen Strich vertical ab- 
wärts ziehen, und hinter ihm neben der Zahl den Bleinften Factor, 
und unter die gegebene Zahl den Zurch Divifion gefundenen größ- 
ten Sactor fchreiben; hierauf wird man von biefem wieber den 
Beinften Factor fuchen, und fowohl in der Rechnung als Schrei⸗ 
bung auf die nemliche Weile vorgehen , bis man endlich vor dem 
Striche eine Primzahl erhält, die man auch hinter demfelben an: 
ſchreibt. 
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Iſt z. B. 265608 in feine Primfactoren aufzulöfen, fo führt 
man folgende Rechnung : - 


265608 


und es iſt 265608 — 2. 2. 2. 3. 3. 7. 17. 81. 


Dagegen wirb man finden, daß, wenn man 8161 durch alle 
Primzaplen von 2 bis zu diefer Zahl felbft zu theilen verfucht, dies 
nicht gelingt, folglich diefe Zahl eine Primzahl if. Eine folche Unter: 
fuhung wird man jedoch namhaft ablürzen fönnen , wenn man Fol: 
gendes bemerkt. 

Hat man eine gegebene Zahl n dur alle Prim: 
zahlen, von der kleinſten 2 an, ohne eine derfelben zu übergehen, 
der Ordnung nach vergebens ohne Reft zu Dividiren ver» 
ſucht, und iſt man bereits zu einer Primzahl p ge 
langt, welhefhon fogroß oder größer ald der zulegt 
erhaltene Quotient ift, und durch welche alfo die vorgelegte 
Zahl getheilt einen Quotienten liefert, der — weil (nad) $. 39, 
Grundf. II.) bei unverändertem Dividend und fleigendem Divifor 
der Quotient abnimmt — Eleiner ald der Divifor p ift; fo muß 
auch jede der folgenden höheren Primzahlen einen Quotienten liefern, 
der Fleiner als fie iſt; und Beine diefer Primzahlen kann in der gege: 
benen Zahl ohne Reſt aufgehen, folglich muß biefe Zahl m eine 
Primzahl fein. 

Denn Eönnte bei der Theilung durch eine höhere Primzahl PB 


fein Reſt übrig bleiben, fo müßte der Quotient >= — 0 felbft 


wieder ein Factor ber gegebenen Zahl fein. Weil aber >< — und 


biefer nach Obigem <p, folglih Q < p ifl, fo müßte diefer Factor 
Q Heiner als jene Primzahl p fein, mithin wäre er entweder eine 
bes kleineren Primzahlen felbft, oder aus folchen zufammengefeßt, 


72 41. Hauptſtuͤck. 8. Abſchnitt. 

was jedoch nicht eintreten Fan, wenn man wirklich jede biefer Prim⸗ 
zahlen verfucht, und als Nichtfactor der gegebenen Zahl befunden 
hat. — So zeigt ed fih, daß man die Zahl 8161 durch alle Prim: 
zahlen von 2 an bis 89 fruchtlos ohne Reft zu theilen verfuchen und 
bei der legten Zhellung zum Quotienten 91 und zum Reſte 62 er: 
halten wird. Die nächft größere zu verfuchende Primzahl ift nun 97, 
welche bereitd größer al8 diefer Quotient 91 ifl, daher man bie Zahl 
8161 ald Primzahl zu erflären berechtigt ift. 

D. Bon einem eingliedrigen algebraifhen Aus— 
brude erhält man die einfahen Kactoren, wenn man 
zuerft jene des Coefficienten durch das eben zergliederte Werfahren 
beflimmt, und hierauf alle einzelnen Buchſtaben oder Factoren als 
eben fo viel: einfache, oder nicht ferner auflösbare Factoren nad) ein- 
ander hinfchreibt. 8. 8. 

36a’czy—2.2.3.8.0.0.0.2.Y- ' 

7Tabe*ztyXu—-)=7.11a.b.0.c.(cH4Yy) (us) 


6. 69. e. 


Berehnung der zufammengefegten $actoren einer 
Zahl. 

Dat man nach der im vorhergehenden Paragraphen erörterten 
Methode fämmtliche einfache Theiler oder Primfactoren einer Zahl 
gefunden, fo wird man bie zufammengefeßten Theiler oder Factoren 
finden, wenn man erwägt, daß (nad) $. 69. a, Nr. 8) jeder zufam- 
mengefebte Factor nur Primfactoren der gegebenen Zahl, jeboch kei⸗ 
nen derfelben Öfter enthalte, als wie oft ihn biefe Zahl felbft ent⸗ 
halt. Man wird nemlich die gefundenen Primfactoren der Zahl auf 
Re möglichen Weiſen zu je zweien, breien, vieren, u. f. w. mit 
einander multipliciren. 

Gewöhnlich verkindet man biefe Rechnung fogleich mit ber im 
vorigen Paragraphen erklärten Beſtimmung der Primfactoren der 
Zahl felbft, indem man jeden berfelben mit jeder über ihm und zur 
Rechten bed Striche ftehenben Zahl multiplicirt, und die fich er- 

‚ gebenden Producte — wenn fie fonft nicht etwa ſchon früher gefun- 
den wurden — ihr zur Rechten beifchreibt. Die fo gefundenen ver- 
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fhiebenen Zahlen find dann vereint mit den Primfactoren und der 
Zahl 1 alle Theiler der gegebenen Zahl ohne Ausnahme. 

Sucht man z. B. alle Theiler der Zahl 360, fo Hat man 


so | 2, 
180 | 3,4, 
90 | 2,8, 


45 8, 6, 12, 24, 
5 5, 10, 20, 40, 15, 80, 60, 120, 
45, 90, 180, 360; 
. alfo find ı, 2, 8, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 34, 80, 86, 
40, 45, 60, 72, 90, 120, 180, 360 fämmtliche Theiler von 860. 


Semeinfhaftlihbe Theiler mehrerer Bahlen, und 
relative Primzahlen. 


$. 69. f. 


Erflärungen und Lehrſätze. 

Eine Zahl heißt ein gemeinfchaftlihder Theiler oder 
ein gemeinfhaftlihes Maß mehrerer anderer, wenn diefe ind: 
gefammt durch jene theilbar find. 

Da jede Zahl durch 1 theilbar ift, fo ift 1 der gemeinfchaftliche 
Zheiler aller Zahlen; deß wegen hat man diefen Theiler 1 
zu übergehen, wenn von den gemeinfhaftlidhen Thei— 
lern mehrerer Zahlen die Rede ifl. 

Bahlen, welche feinen gemeinfchaftlichen Theiler haben, heißen 
Primzahlen unter fich, wohl auch relative Primzahlen, 
indem man dann zur Unterfcheidung die eigentlichen Primzahlen 
($. 69. a.) abfolute nemnt. 

So haben 73, 120, 288 die gemeinfchaftlichen Xheiler 2, 8, 
4, 6, 8, 12, 24; dagegen find 22 und 35 Primzahlen unter ſich, ob- 
gleich fie einzeln feine Primzahlen, fondern zuſammengeſetzt find. 

Hieraus folgt: 

1. Der gemeinfchaftliche Theiler mehrerer Zahlen kann (nadı 
S. 68, Nr. 3) nicht größer ald die Beinfte von ihnen fein; baher muß 
e8 für jede Zuſammenſtellung von Zahlen einen größten gemein- 
fhaftlihen Theiler geben. 


x ld 
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2. Werden mehrere Zahlen durch ihren größten 
gemeinſchaftlichen Theiler getheilt, ſo ſind ihre 
Quotienten Primzahlen unter ſich. Denn wären fie dies 
nicht, fondern hätten fie noch einen gemeinfchaftlichen Zheiler, fo 
müßten fie (vermög $. 69. a, Nr. 5) an dem Producte deöfelben 
und des größten gemeinfchaftlichen Theilers einen, felbft dieſen größ- 
ten überfleigenden Theiler gemeinfam befigen, was ſich nur dann 
denken ließe, wenn jener gemeinfchaftliche Theiler gegen die Vor⸗ 
ausfegung nicht wirklich der größte wäre. 

So haben z. B. die Zahlen 36, 54, 72, 90 zum größten 
gemeinfchaftlichen Theiler 18, und in der That find die bei der 
Theilung durch ihn ausfallenden Quotienten 2, 3, 4, 5 Prim: 
zahlen unter ſich. u 


8.69. g. 
Beftimmung bed größten gemeinfhaftlihen Thei— 
lerö mehrerer Zahlen. 


Soll von mehreren gegebenen Zahlen ber größte 
gemeinfchaftlihe Theiler gefucht werden, welder in 


den Rechnungen gewöhnlich verwendet wird, und aus bem alle 


kleineren fich leicht ergeben, da fie nichts anderd als feine verfchie- 
benen Xheiler find; fo wirft man zuvörderſt von ben vorgelegten 
Zahlen alle jene weg, welche Vielfache von einer aus ihnen find, 
und baher auf die Beſtimmung des größten gemeinfchaftlichen Thei⸗ 
lerd keinen Einfluß haben, und bebient fich zur Ermittelung des 
größten gemeinfchaftlichen Theilers der übrigen Zahlen der zwedimä- - 
Bigeren von folgenden zwei Methoben. 


Erfle Methode. 


Man zerlege jede der gegebenen Zahlen in ihre Primfactoren; 
notire jede Primzahl, welche in allen gegebenen Zahlen vorkommt, 
und zwar eben fo oft, ald wie vielmal fie wenigftens in jeder Zahl 
erfcheint ; hierauf multiplicire man diefe vorgemerkten Primzahlen 
mit einander; ihr Product iſt Cvermög 8. 69. f, Nr. 2) der ver- 
langte größte gemeinfchaftliche Xheiler. 
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Erftes Beifpiel. 
Man ſuche dad größte gemeinfchaftliche Maß von 
36, 48, 60) 72, 96, 924. 
Hier wirb man 72 und 96 weg. laſſen, weil jene durch 86, dieſe 
durch 48 theilbar iſt. Ferner hat man 


36 2.2.83. 8 
48 = 2.2.2. 2.8 
60 = 2.2.8.5 


924 2.2.3. 7. 1, 
folglich iſt, da 2 wenigſtens zweimal, und 8 wenigſtens einmal in 
jeder Zahl, von den übrigen aber keine in allen Zahlen vorkommt, 
ihr größter gemeinſchaftlicher Theiler = 2.2.3 = 12. 

Zweites Beifpiel. 

Wird der größte gemeinfchaftliche Theiler von ben algebrai⸗ 
fhen Ausdrücken 49a*’ded, 2larczy, 56a’bedy , 68a’cdhu ge 
ſucht, fo ift- 


49a:bcd —= 7.7.0.0.b.c d 
2latcıy = 3.1.4.0.0.2.Y 
56arbedy = 2.2.2.7.a.0.0.b.0.d.y 


63a’cdku = 3.3.7.0.a.0.d.hu, 
folglich 7.0.0.0 = 7a?c der verlangte größte gemeinfchaftliche Theiler. 
Diefer Methode wird man ſich mit vielem Vortheile bei der 
Beſtimmung des größten gemeinfchaf-lichen Theilers kleiner befon- 
derer Zahlen und eingliebriger algebraifcher Ausdrücke bedienen, je⸗ 
body wird man ihr bei großen Zahlen, deren Primfactoren oft müh. 


fam aufzufuchen find, folgende Methode vorziehen. 


Zweite Methode. 

L Sol nur zu zwei Zahlen der größte gemeinfchaftliche 
Theiler gefucht werben, fo dividire man bie, größere durch bie klei⸗ 
nere ; bleibt kein Reſt, fo ift offenbar biefe kleinere felbft der ver- 
langte größte gemeinfchaftliche Theiler. Erhält man jedoch einen 
Reſt, fo theile man durch ihn den eben angewendeten Divifor, und 
wieberhole die Theilung des zuletzt gebrauchten Diviſors durch den 
fi ergebenden Reft fo oft, bis von den Reften einer Null wird, 
was nothwendig einmal erfolgt, weil fie fortwährend abnehmen; 
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wornach der letzte Divifor das größte gemeinfchaftliche Maß der bei⸗ 
ben gegebenen Zahlen ift. — Wäre diefer Divifor 1, fo ließe dies 
erfennen, daß die vorgelegten Zahlen Primzahlen unter fich find. 

Denn ift von den beiden Zahlen a und 5 das größte gemein. 
ſchaftliche Maß zu fuchen, und läßt die größere Zahl a, durch bie 
tleinere b getheilt, den Reft c, fo muß (nach S. 68, Nr. 7 und 8) 
jeder dem Dividend a und Divifor 5 gemeinfchaftlic zukommende 
Theiler auch ein ‚gemeinfchaftlicher Theiler des Diviford 5 und 
des Reſtes c fein, und umgelehrt. Sonach muß auch ber größte 
gemeinfchaftliche Theiler des einen Zahlenpaared mit dem größten 
gemeinfchaftlichen Theiler des andern Zahlenpaares übereinfommen. 
Denn könnte er bei dem einen Paare größer ald bei dem andern fein, 
jo müßte dieſes zweite Paar auch an ihm einen gemeinfcaftlichen 
Theiler haben, der fogar noch größer als der größte gemeinfchaftliche 
Theiler diefed Paares fein müßte, was offenbar widerfinnig wäre. 

Man vermag demnad) flatt der gegebenen zwei Zahlen a und 5 
leicht zwei andere Meinere 5 und-c aufzuftellen, welche mit jenen 
einerlei größten gemeinfchaftlichen Theiler befigen. Wieberholt man 
demnach bie zu dieſem Zwecke angewendete Divifion bes zuletzt ge- 
brauchten Divifors durch den ausfallenden Reft, fo oft ed angeht; 
fo erhält man eine Folge von abnehmenden Zahlen 

G, 5,6; d,..--2; Y, % 

von denen zu Folge des Sefagten jede zwei unmittelbar auf einan- 
der folgenden, alfo auch die beiden letzten, den nemlichen größten ge: 
meinfshaftlichen Theiler befigen, wie die zwei erften. Der größte 
gemeinfchaftliche Theiler des lebten Zahlenpaares ift aber, weil die 
vorlegte Zahl durch die legte getheilt den Reft Null darbietet, diefer 
legte Divifor felbft; alfo ift er auch der größte gemeinfchaftliche 
Theiler jedes früheren Zahlenpaares und fonach auch ber beiden ge: 
gebenen Zahlen felbft; was wir nachzumweifen hatten. 

Bei der wirklichen Ausführung der Rechnung in befonderen 
Zahlen ift ed bequem, die eine der beiden gegebenen Zahlen in zwei 
abwärts laufende verticale Striche zu faflen, und zu ihrer Linken 
die andere Zahl, zur Rechten aber bie fich darbietenden Quotienten 
zu fchreiben.. Manche behalten den gewöhnlichen Anfag der Divifion 
bei, und fchreiben den Quotienten über dad Divifionszeichen. 


er 
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Erſtes Beiſpiel. 


Wenn der größte gemeinſchaftliche Theiler von 166984 und 
544042 gefucht wird, fo führt man folgende Rechnung: 


1669341544042'3 
129720|500802|8 
87214| 432401 
86156) 372146 














1058! 6026 
7360 5290 
822 73611. 
276 644% 

46 92:8 
| ) 


! 
' 


Der lebte Divifor 46 ift alfo ber größte gemeinfchaftliche Theis 
ler der gegebenen Zahlen. 


Zweites Beifpiel. 


Sucht man zu 1449 und 442 den größten gemeinfchaftlichen 
, Zheiler, fo hat man folgende Rechnung : 
8 3 1 1 2 6 1 8 
1449: 443 : 123 :738:50:23:4:3:1 
1326 369 73 50 46 20 3 8 
123 3 50023 4 810 

Da fich hier 1 als größter gemeinfchaftlicher Theiler zeigt, fo 
find die beiden Zahlen Primzahlen unter ſich. 

Auf die nemliche Weife kann auch der größte gemein- 
fhaftlihe Xheiler zweier zufammengefebter alge 
braifcher Ausdrücke gefucht werben, nur wirb man hiebei 
zur Vereinfachung ber Rechnungen nod Folgendes befonders be- 
achten. 

1) Nimmt man dad Ordnen beider Ausdrüde nach demfelben 
Buchftaben fallend vor. 

2) Sucht man nad) der erften Methode den größten gemein: 
ſchaftlichen Theiler aller Glieder beider gegebenen algebraifchen 


Ausdrücke; dividirt dann jeden Ausdruck durch dieſen gefundenen 


nd 
—8W 
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gemeinfhaftlichen Theiler, und merkt ihn als einen Factor des zu 
fuchenden größten gemeinfchaftlichen Theilers beider Ausdrüde vor. 

8) Beſtimmt man noch von ben Gliedern jedes einzelnen ber 
zwei Ausbrüde ben größten gemeinfchaftlichen Xheiler, welche bei- 
ben Xheiler daher Feinen Factor mehr gemein haben, und bivibirt 
(zur Abkürzung) jeden Ausdrud durch den feinen Gliebern ge- 
meinfamen Xheiler. 

4) Hierauf dividirt man den algebraifchen Ausbrud von ber 
höhern Dimenfion durch jenen von ber niederen, bid man einen Reft 
von geringerer Dimenfion erhält, ald von welcher der Divifor ift. 

5) Um biebei immer ganze Zahlen für die Quotienten zu fin- 
den, wird man, nachdem bie britte Regel bereitö angewendet wor⸗ 
ben, den Dividend mit einer folchen Zahl multipliciren, damit fein 
fo gemonnenes höchftes Glied, durch das höchſte des Diviſors theil⸗ 


bar ausfaͤllt. 


Sol z. B. der größte gemeinfchaftliche Theiler ber Ausdrücke 
1920*2°-+60*, und 24r?+35 


gefucht werben, fo führt man folgende, nunmehr leicht verftänd: 
liche Rechnung aus: 


.8) 1924*2’+60* 24b2° +35 8 
" 64a'0’+20* 1% 2 7 
. 4 . 
: 20°) 32081 82° +1 - Gb [428 
820°+40? +82? —2ır —ı2 
_ — — + 
—42°+1 20 +1 —2C+1 
—42°— 32 
+ + 
Izrl 
3cz+1 
- _ 


Es ift daher 3 der eine, und 22 +1 ber zweite Factor des 
größten gemeinſchaftlichen Theilers dieſer Ausdrüde, alſo dieſer 
Theiler ſelbſt s@= +1). 
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Eben fo findet man den größten gemeinfchaftlichen Theiler 
z—1 von j 
z’—42’+507—2 und 32?—80+5 
durch folgende Rechnung. 
ao’— 42°+ 52— 2 32?—-8c#+5 


3) 32°—132°+ 152° — 6| 32°—I3r 7 

32’— 82°+ 5x —_ + 2 

= + — —5c+r5 (:—5 
9) — 42°+102— 6 cl Sz 
' 8) 2—2ꝰ — 5c+ 3 z2—1 
‘ 6e—15r+ 9 — + 1 
6er 
+ 
c—)] 


11. SR zu mehreren Zahlen ber größte gemeinfchaftliche 
Zheiler aufzufinden, fo fuche man zur erften und zweiten Zahl den 
größten gemeinfchaftlichen Xheiler; dann beflimme man zu ihm und 
zur dritten Zahl den größten gemeinfchaftlihen Theiler, und fuche 
auf diefelbe Weiſe fortfchreitend zu jedem zuletzt gefundenen größten 
gemeinfchaftlicher Theiler, und zur nächft folgenden Zahl den größ- 
ten gemeinfchaftlichen Xheiler, bis alle Zahlen der Rechnung beige: 
zogen find. 

3. B. Wenn von den Zahlen 

6825, 15015, 7735, 53599 
der größte gemeinfchaftliche Theiler zu fuchen ift, fo findet man 
juerfi von 6825 und 15015 den größten gemeinfchaftlihen Theiler 1366, 
dann von 1865 und 77835 - ⸗ ⸗ ⸗ ⸗ 455, 
endlich von 455 und 53599 - ⸗ ⸗ ⸗ ⸗ ⸗ 91, 
folglich iſt 91 der geforderte gemeinfchaftliche Theiler. 


$. 69. h. 
Auflöfung mehrgliedriger alzebraifher Ausdrücke 
in Factoren. 

Die Herftelung derjenigen Ausbrüde, durch deren Multipli⸗ 
cation ein gegebener eingliebriger algebraifcher Ausbrud er⸗ 
zeugt wird, unterliegt, wie wir dies in $.69 d und e kennen lernten, 
gar keiner Schwierigkeit; allein bei weitew fchwieriger, vorzüglich in 
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manchen Fäen, geftaltet fih die Ermittlung der Kactoren 
von mehrgliedrigen algebraifhen Ausdrücken; weß- 
wegen wir die Auflöfung diefer Aufgabe nach der Verfchiedenheit 
biefer Ausdrücke abtheilen, und dort erklären wollen, wo wir bereit& 
bie erforderlichen Vorkenntniſſe befigen, und dieſes Fechnungsver⸗ 

fahren benoͤthigen. x Ä 

I. Das Erfte, was mit einem in Factoren aufzulöfenden, 
mehrgliedrigen algebraifchen Ausbrude vorgenommen werben 
muß, ift die Auffuhung eines einnamigen Factors, 
wenn er einen ſolchen befigt. In biefer Abficht fucht man (nach 
$. 69. g.) zu allen Gliedern des aufzulöfenden Ausdruckes ben 
größten — oder wenn man ed vortheilhafter fände, nur irgend einen 
— gemeinfchaftlichen Theiler, und nimmt ihn mit beliebigem Vor⸗ 
zeichen (4 oder —) ald den gefuchten einnamigen Sactor an. 

Der zweite $actor, welches nothwendig mit‘ den gegebenen 
Ausdrude gleichviel Glieber enthält, wird dann gefunden, wenn 
man ben gegebenen Ausdruck (nach $. 66) durch diefen einnamigen 
Factor dividirt. 


Beiſpiele. 


2abz—-Sdgce=r(2ab—3dg) 
y+by =y(l+b) 
ar+z? =x(a+z) 

84abh? —63a’h? +63uch? —42ah?’—21ah?(4d—Sa+3c— 3%) 
364°dez —60atcz! +48a?c’z —12a?cz (Sab-5r+4c). c 

1. Es bleiben und demnach für die Folge nur noch mehrglieb- 
rige algebraifche Ausprüde, welche keinen einnamigen Factor befigen, 
in lauter mehrgliedrige Factoren aufzulöfen. Bon diefen laffen 
fich manche, wenn fie 4, 6, 8,-... oder 9, 12, I6r +--- Glieder 
enthalten, dadurch in Factoren auflöſen, daß man dieſe Glieder in 
Partien (Gruppen) zu je 2, 8, 4, .... Gliedern dergeſtalt abzu⸗ 
theilen verſucht, daß jede ſolche Partie die Herausſtellung eines 
einnamigen Factors von ber Beſchaffenheit zuläßt, daß die ſich erge⸗ 
benden zweiten und mehrnamigen Factoren fämmtlicher Partien 
ganz gleich ausfallen. Gelingt dies, fo wird man diefen, allen Par- 
tien gemeinfchaftlichen Factor, wie einen einnamigen, gleihfam als 
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wäre er nur ein einziger Buchſtabe, oder ein einziges Zeichen, her 
ausheben, und ben ihm angehörigen mehrgliebrigen Mitfactor durch 
Divifion beftimmen , was leicht gefchieht, wenn man nur die mit 
ihm verbundenen einnamigen Factoren mit ihren Zeichen nach einan- 
der hinfchreibt. 

Ausdrüde diefer Art und ihre Behandlungdweife fieht man in 
folgenden Beifpielen: 


actbctrad+bd=ca+rb)+Karb)=(arb)(crd), 
oder auch, indem man das erfte mit bem britten und das zweite mit 
dam vierten liebe verbindet, 
ac+bctrad+bd=ac+tÄd) rölc+M = (c+dl(a+b) 
2b 32 day +62y =&K2a— 32) —2ylta— 32) 
= (la-3rXd—2y). 
64?+3ab — 2ae — be = Ba(la+b)—c2a-+b) 
=(2a+b)(3a— c) 
æ*- Izyt?as —Ays = cr —2y) R2sli-2y) 
=(2—-2y)(2+2s) 
ad+r2bd--Scd—2af—Abf+6cfrag-r2bg—Icg 
—=d(a+25—3c) -2f(a+25—3c) +gla +26 — 8) 
=(a+25—3c)(d—2frg). 


Anmerkung. Die weitere Auseinanderfegung dieſes Segen: 
ſtandes wird in $. 169 folgen. 


n 


$. 70. 


Anwendung ber gemeinfhaftliden Theiler zur 
Vereinfahung der Dipifionen. 


Erwägt man, daß (nad) $. 40) der Quotient nicht geändert 
wird, wenn man Dividend und Divifor durch bie nemliche Zahl 
dividirt, fo wird man in vielen Fällen die Divifion fich erleichtern 
fönnen, wenn man vorher (nach $. 69. b und g) einen gemeinſchaft⸗ 
lichen Theiler des Diviford und Dividende fucht, und beite durch 
ihn dividirt (abfürzt). 

So iſt 486900 : 36048690: 36—243 15: 18=2705:2=1352}, 
wenn man der Ordnung nach durch 10, 2, 9 abkürzt. 
Vega Borlef. I. Bo. 6 
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Vorzüglich ereignet es ſich bei den algebraifchen Divifionen oft, 

daß der Divifor im Divibend nicht genau enthalten ifl, und deßwegen 
werden auch die algebraifchen Divifionen gar felten wirklich 
verrichtet, fondern meiftene nur angezeigt. Um aber bie Rech 
nung doch zuweilen etwas ablürzen zu können, pflegt man ben Di« 
vifor und Dividend in ihre Factoren zu zerlegen; bad heißt, man 
betrachtet jeden berfelben als ein Product, und fucht bie Factoren 
auf, durch deren Multiplication fie entflanden find, wozu (wenig⸗ 
ftens in einigen $ällen) der vorhergehente Paragraph Anleitung gibt. 
Haben nun Divifor und Dividend einen ober mehrere gleiche Fac⸗ 
toren, fo Tann man biefe (vermög $. 40) ganz hinweg laflen, weil 
dadurd beide e durch eine und die nemliche Größe dividirt werben. 


So if z. B 
(az—a): Sbe—3)—=alz—ı) SKkc—l) = 5 


(642d +3a2°):(12ax—9a?c = Sa(2ab+2?): Baar —Baec): 
_2ab+z° 
42 —Bac 
(2ac—be— 2ad+bd) : (Scf+2bc— 3df—2bd) 
-b 


= (2a—b) (c-M:(3fr2B)\(c-M= — 


Wegen der mit der Auflöſung mehrgliedriger algebraiſcher Aus⸗ 
drücke in Factoren meiſtens verbundenen Schwierigkeiten thut man 
aber gewöhnlich gut, wenn man die in den Rechnungen vorkommen⸗ 
den Multiplicationen zuſammengeſetzter algebraiſcher Fac⸗ 
toren nicht wirklich verrichtet, fondern nur andeutet, damit 
man die Zactoren jederzeit vor Augen habe, und fie bei einer vorzu- 
nehmenden Abkürzung nicht erft fuchen darf. 


Zweites Hauptſtück. 
Bon den Rechnungsarten mit gebrochenen 
Größen, 





I. Abſchnitt. 
Bon den gewöhnlihen Brüchen. 


$. 71. 


Ein Bruch iſt eine Größe, welche einen oder mehrere gleiche 
Theile eines Ganzen enthält, das hier gewöhnlich die Ein heit genannt 
wird. 3. B. Wenn man einen Gulden, eine Klafter u. dgl. in etliche 
gleiche Theile theilt, und einige ſolche Theile nimmt, fo wird der 
Inbegriff diefer heile in Rüdficht der ganzen Einheit ein Bruch 
genannt. | 

Um einen Bruch auszudrücken, find alfo zwei Zahlen nöthig, 
wovon eine angibt, in wie viel, gleiche Theile man eine ganze Einheit 
theilen fol, die andere aber, wie viel ſolche Xheile den Bruch aus⸗ 
machen, oder genommen werben müflen. Jene heißt der Nenner, 
und biefe der Zähler ded Bruches. Weide Zahlen trennt man im 
Schreiben durch einen liegenden Strid, indem man ben Nenner un: 
ter und den Zähler über den Strich febt. So ſind z. B. 3, 3, - 
Brüche, wovon die Nenner 3, 5, 7, und die Zähler 2, 4, 13 find; 
und werben ausgeſprochen: zwei Drittel, vier Fünftel, 
dreizehn Siebentel. 

Die Brüche heißen, fo wie die ganzen Zahlen ($. 9) unbe 
nannte Brüche, wenn bie Gattung ber Einheit, auf welche ſich 
ein Bruch bezieht, noch unbeflimmt ifl; wenn im Gegentheile es 
fhon bekannt ift, welche Einheit einem Bruche zum Grunde liegt, 

6 %* 
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f6 ift er ein benannter Bruch. 3. 3. iſt ein unbenannter 

Bruch, 3 El. aber ift ein benannter Bruch, und bedeutet, daß, man 

einen Gulden in drei gleiche Theile theilen, und 2 folche Theile 

nehmen fol. 
$. 72. 

Iſt nun bei einem Bruche der Zähler Eleiner ald ber Nenner, 
fo ift e8 ein Zeichen, daß man nicht alle Xheile der ganzen Einheit 
nehmen fol, und daher ift der Bruch < 1; folhe Brüche wer: 
den echte Brüche genannt; fo find z. 3. 3, 5, 2 echte Brüche, 
fo wie auch alle Refte der Divifionen ($. 41, Nr. 5) echte Brüche 
des Diviford find. 

Iſt aber der Zähler eined Bruches dem Nenner gleich, wie 
= , 2, 2. .. 2 ‚ fo ift es ein Zeichen, daß alle Theile ber Einheit 
genommen werben müflen ; daher find felche Brüche = 1. 

Wenn endlich der Zähler eines Bruches größer ift, als der 
Nenner, und folglich mehr Theile genommen werben müſſen, als 
eine Einheit deren enthält, fo werden folhe Brühe unechte ge 

il 194 3a 
nannt; 3. B. gr 27 26 1 30° 

Brüche, deren Zähler Vielfache ihrer Nenner find, und bie 
daher eigentlich eine oder mehrere volle Einheiten darftellen, werben 
uneigentlihe, alle anderen aber eigentliche genannt. So 
find z. B. re 2, n uneigentlihe, dagegen 2 2 eigentliche 
Brüche. Alle chten Brüche find auch eigentliche. 


$. 73. 

Ein Bruch, z. B. 2 eincd Guldens, bedeutet (vermög $. 71), 
daß 1 SI. in vier gleiche Ze zu theilen, und der Quotient dreimal 
1 51 
zu nehmen fet, nemlid) 7 a, % — 4 Sl. 41° —E 4 — x3; 

es iſt aber (vermög $. * Srundfas D aud 
1Fl., ı$., ı%. 38 . Line: 

12 + 2: „at _2dr, weil ed einerlei ift, ob man das 
Ganze (1 Fl. HıFE.HIıF = 8 Fl), oder jeden Theil (1 FI.) 
von eben diefem Ganzen durch 4 dividirt; folglich hat man auch 
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2 (vermög $. 12, Grundfag ID, nemlih drei Vier⸗ 


tel eines Guldens nehmen, iſt eben fo viel als den vierten 
Theil oder dad Wiertel von drei Qulden nehmen. Eben 
dieſes gilt von jedem andern Bruche. Der Werth eines jeden 
Bruces if daher ber Quotient, welcher fich ergibt, 
wenn man den Zähler Durch den Nenner divibirt. 

Es ift hieraus zu erfehen, daß überhaupt jede (nad $. 37) 
durch einen liegenden Strich angezeigte Divifion ald ein Bruch zu 
betrachten fei, bei welchem ber Dividenb den Zähler, und der Dis 
vifor den Nenner vorftellt. ı 


$. 74. 


Wenn man den Zähler eines unechten Bruches durch feinen 
Nenner wirklich dividirt, fo erhält man für den Werth des Bruches 
eine blofe ganze Zahl, wenn der Nenner in bem Zähler genau ent: 
halten ift; im Gegentheile erhält man eine ganze Zahl nebft einem 
Refte (nach $. 41, Nr. 5), der ein echter Bruch fein wird ($. 72). 

Um aber auch den Werth eines echten Bruches jederzeit beſtimmt 
angeben zu können, ift es, fo wie bei ber Rechnung mit ganzen be: 
nannten Zahlen, nothmwendig zu wiſſen, was für eine Einheit 
ihm eigentlich zum Grunde liegt, und wie viel Einheiten ber näcft 
kleineren Gattung in einer ſolchen Einheit, auf die ſich der Bruch 
bezieht, enthalten find. Wenn man nun mit ber Anzahl der 
Einheiten Lleinerer Gattung ben Zähler des Bru- 
bed multiplicirt, und dieſes Product durch den Nen- 
ner dividirt, fo erhält man den Werth des Bruches 
in Einheiten der Eleineren Gattung ausgedrückt. 
So z. B. ifl 


7 7. 60 Kr. 420 Kr. | 

BI= gm re 

1 160Kr. 660 Kr. .. 13 
ya Tyan ER I HT 


‚4dr. 48 
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Eine jede ganze Zahl kann zu einem uneigentliden 
Bruce von einem verlangten Nenner gemacht werben, wenn 
man bie Zahl mit dem gegebenen Nenner multiplicirt, und den Nen- 

5.8 15 ab 
s’ I7y° 
Auch kann jede Zahl ald ein Bruch vorgeftellt werden, deſſen 
mtE 

: 

So kann auch jede ganze benannte Zahl als ein Bruch 
vorgeftellt werden, der ſich auf Einheiten einer größern Gattung 
bezieht, wenn man ihr diejenige Zahl ald Nenner unterfchreibt, 
welche anzeigt, wie viel Einheiten biefer Gattung in einer Einheit 
ber größern Gattung enthalten find. So ift z. B. 





Nenner 1 if; z. B. 1-1; =]; m+z= 


235 Kr.* 2 Fl. 
5 Schuh = 2 Klafter ; 
11 Loth = m Hp. 
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Eine ganze Zahl nebfi einem angehängten Brude 
‚ aber wird zu einem unechten Bruche gemacht, wenn man 


die ganze Zahl mit dem Nenner multiplicirt, zu dem Probucte den 
Zähler bes Bruches abbirt, und den Nenner unterfchreibt. So ifl z.B. 
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6. 77. 

Bent man bei ungeändertem Nenner den Zähler eines Bru⸗ 
ches vermehrt, fo wird der Werth des Bruches vergrößert; ver⸗ 
mindert man aber ben Zähler, fo wird der Werth des Bruches ver- 
Heinert; und zwar wird ber Bruch 2, 8, 4, ....n Mal 
größer, wenn man den Zähler mit 2, 3, 4,....n 
multiplicirt; und 2, 83, 4,....n Mal kleiner, wenn 
man benfelben burd 2, 8, 4,....n bivibirt, 

Denn der Zähler zeigt (nad) $. 71) an, wie viel gleiche Xheile 
man für den Werth bed Bruches nehmen fol. Vermehrt man nun 
den Zähler, fo werben mehr folche Theile genommen als vorhin; 
daher wirb der Bruch größer; umb zwar wird er zweimal fo groß, 
wenn man zweimal fo viel Theile, dreimal fo groß, wenn man drei⸗ 
mal fo viel Theile, und » Mal fo groß, wenn man n Mal fo viel 
Theile nimmt, das ift, wenn man den Zähler mit 2,3,....n 
multiplicirt. Und aus der nemlichen Urfache wird der Bruch 
2, 3,....n Mal Bleiner, wenn man bei unverändertem Nenner 
ben Zähler durch 2, 8, .....n bivibirt, weil man dadurch 2, 8,.... o 
Mal weniger Theile nimmt. 

Es iſt darum von 2 Brüchen, welche gleiche Nenner haben, 
jener größer, der den gröſen Zaͤhler hat. 

7 22 


8. 78. 
Eben ſo wird auch der Werth eines Bruches vermehrt oder ver⸗ 


mindert, je nachdem man bei unveränbertem Zähler ben Nenner ver- 
kleinert ober vergrößert; und zwar wirb er 2, 8, 4,...n Mal 


% 
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größer, wenn man bei unverändertem Zähler ben 
Nenner durch 2, 3, 4,....nbividirt; Hingegen 2, 8,4, 

.a Mal Meiner, wenn man ben Nenner mit 2,8,4, 

...n multiplicirt. 

Denn ber Nenner zeigt an, in wie viel gleiche Theile das Ganze 
‚getheilt werden fol ($. 71). Vergrößert man nun ben Nenner, fo 
wirb dad Ganze in eine größere Anzahl gleicher Theile getheilt; daher 
wird jeber Theil Meiner, und zwar zweimal Feiner, wenn bad Ganze 
in zweimal fo viel Theile, dreimal Kleiner, wenn das Ganze i in drei⸗ 
mal fo viel getheilt wird, u.f.w.; daher wirb auch der ganze Bruch 
23,3, 4,....n Mal Heiner, wenn man den Nenner mit 2, 8, 4,....7 
multiplicirt; und fo umgekehrt, wenn man den Nenner bividirt. 

Bon zwei Brücken, die gleiche Zähler und verfchiedene Nenner 
haben, ift deßwegen jener größer, welcher den kleinern Nenner hat; 


| 4.44 
z. B. 77577 


$. 79. 

Hingegen bleibt der Werth eines Bruches uns 
geändert, wenn man Bähler und Nenner mit einer 
und der nemlichen Zahl multiplicirt, oder dividirt. 

Denn durch die Wultiplication des Zäblers wirb der Bruch 
größer, und burch die Multiplication ded Nenners wird der Bruch 
Peiner; wird nun Zähler und Nenner mit einer und der nemlichen 
Zahl multiplicitt, fo wird der Bruch durch die Multiplication bes 


Zaͤhlers fo vielmal vergrößert, als er durch die Multiplication des 


Nenners verBleinert wird; und folglich verbleibt er ungeändert. Eben 
fo wird der Werth des Bruches durch die Divifion bed Zaählers 
eben fo vielmal verkleinert, als er durch die Divifion bed Nenners 
vergrößert wird; folglich bleibt er cbenſals umgeänben So ift 


. ac 

ES et ve Dt SR N Er Buirerane 
Die Richtigkeit des angeführten Satzes, fo wie die bes $. 77 

und 78 erhellet auch übrigens aus $. 40, weil ein jeder Bruch als 


"eine angezeigte Diviſion anzufehen iſt ($. 78). 


$. 80. 
Einen Bruch ablürzen heißt, ihn ohne Veränderung feines 
Werthes durch Tleinere Zahlen darflelen; und man erreicht dies, 
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wenn man (nach $. 69. g) eine Zahl aufſucht, welche fowohl im Zaͤh⸗ 
ler, als auch im Nenner genau enthalten iſt, und dann beide da⸗ 
durch dividirt; 3. B. 

10 14 14:72 

30a ın:7735 Ä 

105 105:5 21 21:8 7 7:T 1 

210 210:5 42 42:8 14 14:7 3° 

80075 _300*b? :300*6* _ a* 

600°5%c  Gua b?e: 300°?  2be' 

In der Ausübung kommt man mit der Abkürzung der Brüche 
am gefchwindeften zu Stande, wenn man in ber Zerlegung ber 
Größen in ihre Factoren ſich eine Fertigkeit erworben hat. Denn 
wenn man die im Zähler und Nenner gemeinfhaft- 
lich befindlihen Factoren außftreicht, fo ift die Abkür⸗ 


zung ſchon fertig. 3. B. 





210 2.3.5.7 2 5 _ 8385 1 12 
1156 8.5.7.11 11° 180 2.2.3.38.5 2.93 4° 
az’—a’ _x.2.l-2) € 
a’z— az! az .(a-e) a 


Laͤßt fih aber Feine Zahl ausfindig machen, die ſowohl im 
Zähler, ald aud im Nenner genau enthalten ift, das heißt, haben 
Zähler und Nenner Feinen gemeinfchaftlichen Factor oder find fie 
Primzahlen unter fi ($. 69. f), fo läßt ſich auch der Bruch nicht 
abfürzen; und man fagt dann, der Bruch fei auf feine Fleinfte 
Benennung ober auf bie möglih einfachfte Geftalt gebracht. 


$. 81. 
Sind Zähler und Nenner bes abzukürzenden Bruches befon» 
dere Zahlen, fo wird man (nad) $. 69. g) ihren größten gemein- 
ſchaftlichen Theiler berechnen, und durch ihn den Zähler und Nen- 


‚ner bed Bruches theilen, wodurch diefer bie möglich einfachfte Form 


erlangen wirb ($. 69. f). Befäße ex diefe vielleicht fchon, fo muß 
ber gefuchte größte gemeinfchaftliche Theiler ded Zählerd und Nen- 
ners der Einheit gleich ausfallen. 


Sol 3. B. der Bruch u abgekürzt werben, fo ſtellt man 
zungchft folgende Rechnung an. 


1 2. Daupftüd. 1. Abſchuitt 
2 1 1 1% 
10147 : 4031 : 2085 : 1946 : 139 
8062 2085 1946 139 
"2085 1946 139 556 
556 


-F 
Da nun 139 der geſuchte größte gemeinſchaftliche Theiler bes 
Zählers und Nenners ift, fo dividire man beide durch ihn. 








4081 : 139 = 39, 10147 : 189 = 78. 
278 973 
1351 417 
1251 417 
0 0 


4081 29 
Sonad fl 19147 73 


$. 82. 

Wenn zwei oder mehr Brüche den nemfichen Nenner haben, fo 
werben fie Brühe von gleihes Benennung genannt; im Ser - 
gentheile heißen fie Brüche von verſchiedener Benennung. 

Es tönnen aber Brüche von verfchiebener Benennung auf 
gleihe Benennung gebradht werden, und zwar auf fol 
gende Art. 

1) Man multiplichte jeden Zähler mit allen Nennern, nur mit 
feinem eigenen nicht, fo erhält man daburd) bei jevem Bruche ben 
neuen Zähler. 

3) Sodann multiplicite man Ale Nenner mit einander, fo 
wird dieſes Product der geMeinfchäftliche Nenner der verwanbelten 
Brüdye fein. 








3.8 ı 2 412.6 2.2.5 4.2.3 __15 20 324 
a’B'5 238.5’ 2.3.5’ 2.3.5 80’ 80’ 80" 
4c 35__18ab 240° 82bc Stab", 
eben ſo iſt 2, J, se’ a 200’ 2 2 


Daß auf biefe Art die Werthe ber Brüche ungeändert bleiben, 
erbellet aus $. 79; weil ber Zähler und Nenner eines jeben ru: 
ches mit einer und ber nemlichen Zahl multiplicirt wird. 

Man kann demnach auch unterfuchen, weldyer von zwei Drü- 





M 
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hen, die verfchiebene Zähler und Nenner haben , ber größere fei, 
indem man fie vorher auf vr Denn bringt. So ifl z. 8. 
3_4 


= . 
725 weil 2. if 


$. 88. 


Wären viele Brüche auf gleiche Benennung zu bringen, fo 
würde nach der eben voggefchriebenen Art der allgemeine Nenner 
zu groß ausfallen, daher fuche man ein ſolches Vielfache vom 
größten Nenner auf, in welchem alle übrigen Nenner ebenfalld ge- 
nau enthalte find. Hat man ein folches Wielfache gefunden, fo gibt 
diefed den allgemeinen Nenner. Um ſonach bei jedem Brude 
den neuen Zähler zu erhalten, dividire man ben 
allgemeinen Nenner durch den alten Nenner, und 
multiplicire den Quotignten mit bem alten Zähler, 
fo bat man den neuen Zähler. 3. B. ed wären die Brüche 
2 2 2, 2,2 T auf gleiche Benennung zu bringen, fo ift das 
Dreifache von dem größten Nenner 5, nemlich 24, ſchon fo befchaf: 
fen, daß alle Nenner darin enthalten find; darum nehme man 24 
für den allgemeinen Nenner an, und die neuen Brüche find 

\ 12 16 18 20 
2a’ 20’ 20’ 2’ u 

Daß auch hier die Wenthe der Brüche ungeänbert bleiben, er⸗ 
hellet ebenfalld daraus, weil, ber Zähler Hınd Nenner eines jeben 
Bruches mit der nemlichen 30 mh wirb. 


%u®., 


Um aber bad kleinſtkgemeinfchaftliche Vielfache 
mehrerer Nenner, in welchem fie nemlich alle genau enthalten 
find, finden zu können, fo fuche mar zu den zwei erfien Nen⸗ 
nern. bie möglich Bleinfte Zahl auf, in elder beide vollftändig ent- 
halten find, indem man den einen Nenner burd ihr 
größtes gemeinfchaftliches Maß dividirt, und ben 
Duotienten mit dem andern Nenner multiplicirt; 
zu biefer gefundenen Zahl und zum naͤchſt folgenden Nenner fuche 
man wieder auf eben biefe Art die kleinſte Zahl auf, in welcher 
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beibe enthalten find; und fo fahre man fort, bis Fein Nenner mehr 
übrig if, unb man folglic, die verlangte Zahl gefunden hat. 3.3. 
Es fol die Heinfte Zahl aufgefucht werden, in ber bie Nenner 

8, 7, 6, 6, 4, 3, 2, genau enthalten find, fo ift 

8, 7, 6, 5, 4, 8, 2, 

NL56 1681 _840\_ 840. _ 840 _840 

nemlich 8 und 7 haben keinen gemeinfchaftlichen Factor; daher ift 
8.7=56 die Heinfte Zahl, in welcher beide genau enthalten find. 
Ferner 56 und 6 haben zum größten gemeinfchaftlichen Factor 2; 
2 in 6 geht 3 Mal; 56 Mal 3 find 168; 5 und 168 haben einen 
gemeinfchaftlichen Kactor; daher ift 5.168840 die kleinſte Zahl, 
in welcher beide genau enthalten find; übrigens ift 4, 3, 2 auch ſchon 
in 840 enthalten ; daher ift 840 die gefuchte Zahl. 


Wenn ein Bruch in einen andern verwandelt 
werden foll, deffen Nenner gegeben iſt, fo mul- 
tiplicire man ben Zähler mit bem gegebenen Nen- 
ner, unb bividire da8 Product durh den alten 
Nenner, fo hat man den neuen Zähler. 3.83. es ſei 


_88 in einen andern ıch zu verwandeln, deffen Nenner = 1000 


125 
fein fol; fo ift der neuß Fler = == 86 1000: 125688; nemlich 
8 _688 
Tas = 000° Eben fo, zu: ber Brad in einen andern verwan⸗ 
delt werden fol, deſſen , ift der neue Zähler 


=5.82:6=26;; dab = = = 2 hingegen ein gegebener 











Brud in einen andern verwandelt Gerden, deſſen Zähler gegeben 
ift, fo multiplicire man ben Nenner des Bruches mit bem gegebe⸗ 
nen Zähler, und dividice das Product durch von alten Zähler , fo 


bat man ben neuen Nenner. 3.8. der Bruch ® z fol in einen an- 
dern verwandelt werben, deſſen Zähler 12 ß. ſo iſt der Renner 
gleich = 16, und der Bruch ift 7 
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Daß auf diefe Art der Werth des Bruches ungeändert bleibe, 
erhellet aus $. 79. 


$. 86. 


Wenn man zum Zähler und Nenner eines Bru- 
bes Gleiches adbirt, fo wird der Werth des Bru 
bed geändert, und zwar vermehrt, wenn er ein cd 
ter Bruch, hingegen vermindert, wenn er unecht 

at-c a__atec 
ift; nemlich es ift 2 Bike „wenn a<d, und The’ wenn 
a>dift. Denn man bringe die Brüche auf gleiche Benennung, fo 
ab-t-ac a ab-+be ge ate 
t man tt —, und —,» < 
het man 7 SR 7 a ru 
wenn a<d; und ac>ie, wenn a>d ift. Und umgebehrt iſt es, 
wenn man von dem Zaͤhler und Nenner eines Bruches Gleiches et 


zieht; es iſt nemlid © > >,_\ e wenn a<b; hingegen 2 —® 








De 
wenn a > ifl. 


— — — en — 


II. Abſchnitt. 


Von der Addition, Subtraction, Multiplication und 
Diviſion der Brüche. 


$. 87. 
Bei der Addition der. Brüche beobachte man. folgende 
Regeln. 
1) Haben bie Brüche gleiche Nenner, fo abbire man bie 
Zähler, und unterfchreibe der Summe ben gemeinfchaftlihen Nen⸗ 
ne; z B. 


5555I7 
2) Haben die zu addirenden Brüche verſchiedene Nenner, 
fo bringe man fie (nach 8. 82 und 88) auf gleiche Benennung, 
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abdire dann die Zähler, und unterfchreibe der Summe ben gemein- 
ſchaftlichen Nenner; z. 8. 
7 20 
2 ı 4,6. 0484490 _ 24 _ gm 


57377775T772Z 
— 21 1612 1420 ꝓ 1819 — 120 _ 5 
24 24 


Ic 1, 5a _ 8cH+6ad-H15a? 
titan” — E 

3) Sind nebſt Brüchen auch Ganze zu addiren, ſo 
kann man ſie entweder beſonders addiren, oder vorher in unechte 
Brüche verwandeln ($. 76), und zu den Übrigen Brüchen addiren; 
fo it z. B. 


4 ı 1 2 _ 2 1 2 
s+75+ sm5r7r;tr,t, 
— 12+15-420 __ 47 _ 17 
= 10 rat 
2+e+72+ 824 1 nen +6 
— 38 _ 008 
=26-+ 2 


44 b26 +. — 15ac +50 —6bc-+15c 
5 z 152 
_ B5ar-bs+l5e 
152 
$. 88. 
Bei der Subtraction der Brüche beobachte man Folgendes. 
1) Man bringe die Brüche auf gleiche Benennung, wenn fie 
noch verfchiebene Nenner haben follten,, ziehe die Zähler von ein- 
ander ab, und unterfchreibe der Differenz den gemeinfchaftlichen 
Nenner; fo iſt z. B. 


ı_3_4_1, 
s 8 8 3% 
s 8 s_s;s ı 6 1 


EEE _ EEE EEE a > ee 
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öy⏑ —— —— — mg — 





2) Wenn ein echter Bruch von einer ganzen Zahl 
abzuziehenift, fo borge man von ber ganzen Zahl eine Einheit, 
verwanble felbe in einen Bruch, der mit bem abzuziehenden einerlei 
Renner hat, und ziehe dann den Zähler des abzuziehenden Bruches 
von dem Zähler biefed Bruched ab; 3. 3. 


I2,= ı,=8; 
_5_8_5_3. 
8 8 8 8 


EB 75 5 | 
3) Sind ganze Zahlen nebft angehängten Brü— 
hen von einander abzuziehen, fo ziehe man bie Brüche 
von einander, und auch die Ganzen von einander ab; 5. B. 





4 h=4-1+.—-1=8; 
J 
30 
— ——— 
3 
=.+ 7 = +2. 


4) Wäre aber der Bruch, von welchem abgezogen 
werden foll, Fleiner aldjener, welher abzuziehen tft, 
fo borge man von der ganzen Zahl des Minuends eine Einheit, 
mache fie zum Bruche von gleichem Nenner, abdire die Zähler zu⸗ 
fammen, und verrichte die Subtraction; z B. 

= 295; 


1; —-5 =; =; - 5 =8- 
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$. 89. 

Bei der Multiplication der Brüche ift Folgendes zu 
bemerken. 

1) Wenn ein Bruch mit einer ganzen Zahl multi— 
plicirt werden ſoll, ſo multiplicire man nur den Zaͤhler des 
Bruches mit ber ganzen Zahl, und laſſe den Nenner ungeänbert; 
dann dadurch wird ber Bruch fo vielmal vergrößert, als die ganze 
Zahl Einheiten enthalt (8. 77); fo ifl z. B 


2 104 
5x.-=_ 
ae Ya 
Sxn—9'_.» 
6 — 5 
4 dc 
- XxXc=—, 
ĩ 


Ein Bruch kann zwar auch mit einer ganzen Zahl multiplicirt 
werden, wenn man den Nenner durch die ganze Zahl dividirt, weil 
der Bruch dadurch ehenfalls ſo vielmal vergrößert wird, als die Zahl 
Einheiten enthält ($. 78); allein ba der Nenner nur ſehr ſelten ſich 
burch die ganze Zahl genau theilen läßt, fo ift es beffer, fich der 
erſten Regel zu bedienen. 

2) If eine ganze Zahl nebfi einem angehängten 
Bruce mit einer ganzen Zahl zu multipliciren, fo mul: 
tiplicire man mit ber ganzen Zahl zuerft den Bruch, und hernach die 
Ganzen, ziehe aber die im erften Producte befindlichen Ganzen her: 
“aus, umd addire felbe zum zweiten Probucte; 3. B. 


3.6=2.645.0=045.6 
=44.+90=84}. 
(«+?)-d=ad+:? 
© ce 


3) Wäre aber ein Bruch mit einem andern Brude 
zu multipliciren, fo multiplicire man Zähler mit Zähler und 
Nenner mit Nenner, fo ift biefer neue Bruch das verlangte Probuct; 


nemlich = x Pfr. ©, welches fich folgender Magen erweifen läßt. 
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Sol = mit @ z multiplicirt werben, fo heißt dies, von dem 


Betrage des Bde © ſollen a bte Theile, oder ein dter Theil des⸗ 


felben fol a Mal ‚mommen werben. Allein ber dte Xheil von 
zit Fk b oder nad $. 78) Fr und dieſer a Mal genommen gibt 


0... oder (nach — mE Fe folglich ift wirküch⸗ a = 
2.4 E_16_8, 2.0. 

BE Ba Ben 

4) Sind beide Factoren ganze Zahlen nebft an- 
gebängten Brüchen, fo mache man felbe zu unechten Brüchen 
($. 76) und verrichte die Multiplication; z. B. 

17 19__323 _ 
= _—- 215; 

ss m» . 
oder man multiplicire mit dem Bruche und. mit ben Ganzen bed 
einen Factors den Bruch und auch die ganze Zahl bed andern Fac⸗ 


tors; z. B. 
2» 3,23 8 
2.5:=_-.-+-.245./+5.2 
Fr 7 tz + ir 


=2+4:4+ 4410-1418 410 


zs 


53.9 = 


=10+ = = 14% 
(+). (er deut trsre 
=adi+ + c+.. 


*) Anfänger werden wohl thun, denn fie den hier gegebenen Be- 
weis ſtatt mit allgemeinen Brühen auch mit befonderen, übrigens 
ganz auf diefelde Weife durchführen. Diefer Winf findet auch fonft 
überall Anwendung, wo die allgemeinen Beweife dem Lernenden 
nicht wohl einleuchten. 

Bega Vorleſ. I. Br. 7 
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$. 90, 

Bei der Divifion der Brüche iſt Foigendes zu merken. 

Wenn ein Bruch durch eine ganzeZahl dividirt 
werden ſoll, fo multiplicire man ben ?iermer mit der ganzen 
Zahl, und laffe den Zähler ungeänbert;; denn dadurch wird ber Bruch 
(vermög $. 78) fo vielmal Heiner, als die ganze Zahl Einheiten ent- 
hält. So iſt z. 2. 

Y4o:el, 1, 1.4 

3 12 6 8 15 b 

2) Soll aber ein Bruch durch einen Brud bividirt 
werden, fo fehre man den Diviſor um, und multiplicire den Di« 
vidend mit demfelben (nach $. 89, Nr. 8); z. B. 
2.4_2,5..10_5, 


— gg m mm m 0 am mm mm. 


Denn will man wiffen, wie oft ber Bruch ß den Bruch 


enthaͤlt, ſo kann man beide Brüche auf den gemeinſchaftlichen Nen⸗ 
ner dd bringen, wodurch ber Dividend z und der Divifor * 
wird. Man bat alſo nur noch zu unterſuchen, wie vielmal in ad 


diefer daten Theile ber Einheit de folche Theile enthalten find, oder 
was basfelbe ift, wie oft ad bie Zahl de in ſich begreift. Da dies 


durch den Quotienten ad: be ober - angegeben wird, fo ift 


a.c_ ad ad a 
— —0 N — ⸗ — 
* * Man findet aber den Bruch auch, wenn man — 


mit FT multiplieirt, alſo iſt wirklich *: —.4 
c 


3) Iſt eine ganze Zahl durch einen Bruch zu divi— 
diren, fo kehre man ebenfalls den Divifor um, und verrichte die 
Multiplication; denn ed ift: 
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„:9—0.b_a e_ac 
·— —22— 22·7 — —5— 
ce le 1ı1D5 d 
s:2=5 !-! on 

.8 2 


r 
4) Kommenganze Zahlen nebfl angehängten Brü- 
hen zu dividiren vor, fo verwandle man felbe in unechte 
Bruüche, und verrhte bie ie Dioifen ion nach obigen Regeln; 5. 2. 








5:4 =-3:?=3.3=°—?; 
2 9 9 3 
7.7 74 4 
2.2 = _[:_=_, / =]; N 
Eu See Sr Sr Sa, 
(«+2 (-2)= 22 bid—a 
ce d' 


TE dia bei-ae 

Anmerkung, Der Anfänger, ber bie Regeln von ber Mul- 
tiplication und Divifion der Brüche nicht leicht im Gebächtniffe ber 
halten Tann, möge fi) nur die zwei Regeln (im $. 89, Nr. 8, und 
bier in $. 90, Nr. 2) merken; nemlih wie ein Brud mit 
einem Bruce multiplicirt, und wie ein Bruch durd 
einen andern Bruch dividirt wird; kommen nun aud 
ganze Zahlen mit vor, fo kann jede ganze Zahl als ein Bruch, def 

fen Nenner = ı iſt, vorgeftelt werben; fo iſt z. B. 


a. ,b_ab. . 
c lc c 
a.__a,.c_a,. | a 
- = -./ m _ X =; 
d Db 1ı er be’ 
.a_c.a_c,?:_b 
e:-=_: = I x\.I, 
BB ı 5 ı%z a 
$. 91. 


Ein Bruch eines Bruches wird genommen, wenn man 
bie Zähler und Renner ber Zeuche mit Kinanber multiplicrt; 3.3. 


3.5 5 
Jodes - iſt = denn des Brucdes - 

ed Bruches iſ — — ; jo de 3 ch 
7% 


10 er 
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beißt nichts anders, ald daß man den Bruch : in 10 gleiche 
Theile theilen, und 8 folche Theile davon nehmen fol; nun iſt 


2: 0 = und dieſes Dreimal genommen gibt —— 
6. 92. 

. Durch die Rechnungsarten mit Brüchen können nun auch be- 
nannte Zahlen einer Tleinern Gattung ale Brüche - 
von jeder größern gleihartigen Gattung vorgeftellt wer- 
ben, welches bei der Multiplication und Divifion der benannten 
Zahlen oft gute Dienfte leiften kann; fo iſt 3. B. 


su. +17 Kt. . Bl. 
28.0 &.-+93.=2 8.4 Sh. = 2 Kl. +3 Sch. 
—E — —o— 


s Pr.+208.4+30.=8Pf.+ 20: =8Pf. + 2. 


1107 
8 St.+15 Min. + 45 Se. = 3 St. + 153 Rin. 
=3&.+15:Min.=3&.+2 Min =3 LS, St. 


ar — 201 
=3,&.= 7, &t. 


$. 98. 


Wenn in einer Rechnung benannte Brüche vorlommen, bie 
fih auf verfhiedene Einheiten beziehen, fo müffen felbe 
vorher auf gleiche Einheiten gebracht werden, und dann Pönnen erft 
die bisher gegebenen Rechnungsarten angewendet werden; ſo iſt z. B. 


8 2 8 2 8. 5. 16 2 
et. +, R= St. + 575, St =73.15 94,5. 


227 


= 50 St. 








\ 
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M.36 M. 
4 =°. 64 
256 
=; * 1725; oder 
4 8 4. 4 32 .2 
= e.: = er 


= 177; 
$. 94. 
Einige ragen zur Anwendung der Rechnungsarten 
mit Briüichen. 
1. Frage. Zu einer gewiffen Montur wird erforbert: zum 
Rode 25 Ellen, zur Wefte 2 Ellen, und zu den Hofen + Ellen Tuch; 
wie viel beträgt dieſes —* 


18 21 

Antwort. +; 4 54545 =ı# 
= 3}? Ellen. | 

2. Frage Kin maſſiv gegoffenee Kanonenrohr wiegt 56% 
Gentner, und nach der Bohrung hatte dasfelbe nur 512 Gentner; 
wie viel Metall ift heraus gebohrt worden? 

Antwort. 563 — 52 = 56,5 — 515 = 5533 — 5ız 
= 4: Centner. 

8. Frage. Wie viel muß man für einen Balken, welcher 
11 RI. 4 Sch. 8 Zoll lang ift, bezahlen, wenn jede Klafter davon 
5 $. 17 Kr. koſtet? 


Antwort. Da 11K1l. 4 Ech. —E +23 Zt 


g 1 106 

= (1 i45 SH )R= — Kl,unds 5.17 Kr. —(5 + D)a 

817 m 106 817 83602 
= 8 if, fo koſtet der ganze Balken Ing Il. 
=7-5.=62 5.138 

4. Frage. Wie viel Patronen können von 35 Centner Pulver 

erzeugt werben, wenn jebe Patrone mit 15 Pf. Pulver gefüllt 
wird? 
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Antwort. Da 35 Cent. = 850 P. und 129f.= - Pi 
fo ift die gefuchte Anzahlder Patronen = 350 F = 200. | 
5. Frage. Es iſt aus der Erfahrung bekannt, daß das Gold, 
wenn ed ganz ind Waffer getaucht wird, barin beiläufig r feines 
Gewichtes verliere; das Silber aber verliert = und das Kupfer 


5 ® ⸗ . , 
75 feines Gewichtes; wie viel wird nun ein Körper, wobei ſich 


1: Pf. Gold, 82 Pf. Silber, und 22 Pf. Kupfer befinden, an feinem 
Gewichte im Waſſer verlieren? 


2 a2 8 _8 
Antwort. 5, von 1 iſt >575 
2 sn 2 11__22 
a; don 8: it, 5 gg; und 
5 u: 8.1155 u: | 
> 2 it — — — folglich iſt der Ver⸗ 
en te et iſt 


38 22 55 800721 
luft des Körpers im Waſſer — 57 768 + 173 > 100953 „fund 


= 24 Both, beinahe. 


II. Abſchnitt. 


Bon den Decimalbrüäden. 
$. 95. 


Wenn man bei einer ganzen Bahl'rechts hinter den Einheiten 
noch mehrere Ziffer anhängt, deren Werthe nach dem dekadiſchen 
Geſetze, fo wie die der übrigen Ziffern ($. 6) von ber Linken gegen 
die Rechte zehnfach abnehmen, fo werben fie keine ganzen Einheiten, 
fondern Brüche vorftellen müffen; und zwar wird die erſte neben 
den Einheiten Zehntel einer Einheit, die zweite Hundertel 
einer Einheit, die dritte Zaufend-tel einer Einheit, u. |. w. bedeu⸗ 
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ten. Solche Brüche werden Decimalbrüche oder zehnthei- 
lige Brüche (Decingelen), und bie Zahlen, welche Decimalbrüche 
bei fich führen, oft auh Decimalzahlen genannt. Damit diefel- 
ben von den dabei befindlihen Ganzen unterfchieden werben können, 
werben fie von den ganzen Einheiten durch ein Komma (Beiſtrich) 
oder auch durch einen Punct uwgefondert, wo dann die Ziffern links 
vor dem Komma ganze Einheiten bedeuten, und jene recht Deci- 
malftellen oder Decimalziffern genannt werben. So z. 8. 
ift 35,7859 ein Decimalbruch mit vier Decimalftellen, und bedeutet 
35 ganze Einheiten, 7 Zehntel, 8 Hunbertel, 5 Tauſendtel und 
9 Zehntuufendtel einer Einheit; nem ed if 


9 
35,7859 = 35 — — 
+7 +4 ot —+ 0008 


7000. 800 50 9 
= 10000 * 10000 + 10000 + 10000 
— 35 + _7859 _ 857859, 

— 10000 10000 
409 


ingleichen ift 3,09 =14 = Eben fo heißt 0,413 kein 


Sanzed, 4 Zehntel und 3 Hundertel — ; ingleichen 0,005 


— 8 
= 
$. 96. 

Aus diefem ift zu erfehen, daß man im erforder ichen Falle ei- 
nem Decimalbruche leicht feinen Nenner unterfchreiben kann, indem 
derfelbe jederzeit aus einem Einſer nebft fo viel angehängten Nul⸗ 
len beiteht, ald ter Bruch Decimalftellen hat; und man kann da⸗ 
ber auch fagen: ein Decimalbrud ift ein folder Brud, 
ber einen Einfer nebft einigen angehängten Nul- 
len (eine dekadiſche Einheit) zu feinem Nenner hat. 

Und umgelehrt, wenn ein mit feinem Nenner verfehener De⸗ 
cimalbrud in feiner echten Geſtalt, das ift, ohne Nenner gejchrie- 
ben werben fol, fo darf man nur in Dem Zähler von ber 
Rechten gegen die Linke fo viel Ziffern für Deci- 
malftellen abfhneiden, alö der Nenner Nullen hat, 


+‘ 
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wobei, wenn der Zähler nicht genug Ziffern enthal- 
ten follte, das links Fehlende durg Rullen ergänzt 
werden muß. 3. 8. 

86504 — 86,504; 56 _ 4 _ 

10006 ‚v3; 100 0,56; Ta 0,0004. 


— 


$. 97. 


Auch iſt hieraus zu erfehen, daß man an einen Decimalbrucdh 
rechts fo viel Nullen anhängen ann, ald man will, ohne daß da- 
durch der Werth des Buche geändert wird. Denn es iſt z. 3. 
7,58 =17,5800. Eben fo fannaud) eine blofe ganze Zahl als ein Deci⸗ 
malbruch vorgeftellt werben, indem man nur eine beliebige Anzahl 
Nullen anhängt, und biefelbe durch ein Komma abfondert; z. 2. 
:12=212,000. 

Es ift daher fehr leicht, Decimalbräde auf gleiche 
Benennung zu bringen, indem man an jene, welche weniger 
Decimalftelen haben, fo viel Nullen hinten anhängt, damit jeder 
aus gleichviel Decimalftelen beftehe. 


$. 98. 


I. Es ift öfters erforderlich, einen gegebenen gewöhnlichen 
Bruch in einen Decimalbrud zu verwandeln, welder 
demfelben entweder vollfommen, ober aud nur bis auf eing be= 
ſtimmte Decimalftelle am Werthe gleich if; dieſes gefchieht auf fol- 
gende Art. 

1) Iſt er ein unechter Bruch, fo dividire man den Zähler Durch 
den Netiner, und man befommt die ganzen Einheiten; wäre er aber 
echt, fo muß an bie Stelle ber ganzen Einheiten eine Null geſetzt 
werden. 

2) An den Reſt hänge man eine Null, dividire dieſes wieder 
durch den Renner, fo wird der Quotient Zehntel bedeuten; diefer 
wirb mit dem Divifor multiplicirt, und gehörig abgezogen. An ben 
Reſt hänge man wieber eine Null, bividire died wieder durch den 
Nenner, fo hat man die Hunbertel, u. f. w. 

8) Fährt man nun auf diefe Art fort, und die Divifion geht 

“einmal: ohne Reſt genau auf, fo iſt der gegebene Bruch dem gefun⸗ 
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benen Decimalbruche volllommen gleich. Dies findet bei allen den⸗ 
jenigen Brüchen Statt, beren Nenner 2, 4, 8,16, 32, .... 
5, 25, 125,.... ober ein Proͤduct. von biefen Zahlen ift, nemlich 
feine anbern Primfactoren, ald 2 und 5 enthält, welche die einzigen 
Primfactoren ber Zahl 10 find. 


Beifpiele 


29 — 8:45,75 _16 — 76 : 125 —0,608 
4 9 125 760 

30 750 

38 100 

rn 1000 

50 1000 

— 0 

»- 694 : 82 = 21,6857. 


4) Bei den übrigen Brüchen aber geht die Divifion zwar nie: 
mals zu Ende, doch aber muß — weil jeder Divifiondreft Feiner als 
der Divifor gemacht wird, folglich der verfchiedenen Divifionsrefte 
wenigftend um einen weniger, als der Divifor zählt, fein müſſen — 
wenn nicht früher, fo fpäteflens bei dem eben fo ‚vielten mit einer 
Null endigenden Partialdividende ein früherer Reſt wiederkehren, 
und fortan die nemliche Abfolge der Reſte ohne Ende fich wieber- 
holen. Daher braucht man auf die eben vorgefchriebene Art die Di- 
vifion nur fo lang fortzufegen, bi8 man zum zweiten Male einen 
und den nemlichen Neft erhält, wonach die Decimalziffern in der⸗ 
felben Ordnung wiederholt ohne Ende wiederkehren. 


Beifpiele 


°—5:3—=1,6666...; 1 =7:11=0,686868.... 
3 8 ll 70 
20 _ 
18 40 
Berry 33 
70 


— 6:7= 0,857142857142....., —— 558.428571428..... 


A 
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Ein folcher Decimalbruch heißt periodifch, und die Gruppe 
ber ſtets wiederkehrenden Ziffern feine Periode. So find 6, 68, 
857142 die Perioden der eben gefundenen periobifchen Decimal: 
brüche. Es iſt bequem, bei periodifchen Decimalbrüchen bie Periebe 
nur einmal anzufchreiben, und über ihre erfle und legte Ziffer, 
oder wenn fie nur aus einer Ziffer beftände, blos über diefe einen 
Punct zu ſetzen. So ift nad obigen Beifpielen 

5 3874 


7 6 . . 
3 117 0,63; 7=0,857142; —— = 553 428571 


5) Von den Decimalftellen der auf diefe Weile entflehenden 
periodifchen, oder anderer ohne Ende fortlaufender, oder auch nur 
überhaupt eine größere Anzahl von Decimalziffern enthaltenden De⸗ 
cimalbrüche können nun fo viel Decimalziffern beibehalten werben, 
ald ed nur immer die Richtigkeit einer Rechnung erfordern mag, fo 
bag die übrigen ohne merBlichen Fehler gänzlich hinweg gelaffen wer: 
ben Fönnen; nur fann man, um den Fehler noch Pleiner 
zu machen, die letzte beibehaltene Decimalziffer um 
eins vermehren, wenn die nachfolgende Biffer grö- 


= 1,6; 


Ber als a iſt; z. B. die obigen = fann man mit 8 Deeimalzif: 
fern, weil die folgende 9* Decimalziffer ein 7 iſt, richtiger fo ſchrei⸗ 
ben r = 0,85714286. 


II. In manchen, wenn gleich feltenen Fällen, verlangt man- 
gegebene Decimalbrüde in gewöhnliche oder gemeine 
Brüche, beren Zähler und Nenner ganze Zahlen find, umzufegen. 
Hiebei benimmt man fid auf folgende Weiſe. 

1) Bricht der Decimalbruch von felbft ab, ober wird er, 
obgleich er eigentlicd, weiter oder auch ohne Ende fortiäuft, abfichtlich 
an irgend einer Decimalftelle abgebrochen ; fo verwandelt man ihn in 
einen gemeinen Bruch, indem man ben Decimalftrich audflößt, der 
fo erhaltenen ganzen Zahl als Nenner einen Einfer (1) mit fo viel 
rechtö folgenden Nullen, ald ber vorgelegte Decimalbruch Decimalftellen 
befigt, unterfchreibt, und endlich diefen Bruch durd Abkürzung auf 


u. . . 8875 931 
die kleinſte Benennung bringt. So z. B. iſt 3,875 = 500 = 5’ Der 


\ 
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ohne Ende fortlaufende Decimalbruch 8,14159.... gibt, wenn man 
nur 2 Decimalftellen beibehält, 8,14 oder : = = . 

23) Wenn aber der in einen gemeinen Bruch zu verwanbelnde 
Decimalbrucd periodifch if, fo fchreibe man feine Periode nur 
einmal an, befeitige ben Decimalftrich, fubtrahire von der fo gewon⸗ 
nenen ganzen Zahl die aus den, ber Periode vorangehenden Zif: 
fern beftehende ganze Zahl, und fchreibe unter den Reſt ald Nenner 
fo viel Neuner (9), als die Periode Ziffern hat, nebft fo viel nachfol- 
genden Nullen, alöder Periode Decimalftelen vorangehen. So z. B. ift 

1762824 — 1752 _ 17505729 
iai = 99500 0 — 
194508 : 3 64836 '* 16209 


———— —— — ———————————— — —⏑ — 


11100 7 83700 925 


142857 _ 1 0 . 
0,142857 = 9099 — 7 


Um und von der Richtigkeit dieſes Verfahrens zu Überzeugen, 
erwägen wir, daß, wenn ber periodifche Decimalbruch 17,52324 
aus einem gewöhnlichen Bruche, deſſen Zähler und Nenner ganze 
Zahlen find, die wir vorläufig, fo lange wir fie nicht kennen, 
durch bie Buchſtaben 4 und 5 vorſtellen wollen, entſtehen fol, bei 
der Theilung des Zählers a durch ben Nenner 5 da, wo man bie 
legte Ziffer (4) der Periode (824) ald Xheilquotienten erhielt, der⸗ 
felbe Reft wie dort bleiben muß, wo man bie biefer Periode. un- 
mittelbar vorangehende Ziffer (2) im Quotienten fand, ober daß 
wir, nachdem wir dem Zähler a nach und nad 5 Nullen anger 
hängt, alfo ihn mit 100000 multiplicirt haben, den nemlichen Reft 
erhalten müſſen, ald nachdem wir ihm nur 2 Nullen beigefchrie- 
ben, daher ihn mit :00 vervielfältigt haben. Nun gibt aber der 
100000fache Zähler a, nemlich 1000005 durch den Nenner 5 ge: 
theilt zum Quotienten die Zahl 1752324 demnach den Meft 
1000004 — 17523245, ferner liefert der 100fache Zähler, nemlich 
1008 durch den Nenner 5 dividirt ald Quotienten bie Zahl 1752, 
daher ald Reſt 1000 — 17526. Gegen wir demnach diefe zwei 
Refte gleich, fo ift 1000006 — 17523245 = 1008 — 17525. Ziehen 
wir ferner von beiden gleichen Reſten 100 ab, und geben zu beiden 
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17523245, fo erhalten wir 999004 = (1753324 — 1752), und 

wenn wir beide gleichen Zahlen durch 999005 dividiren, 
a 1752324 — 1752 


b 99900 ' 


d 


wodurch der geſuchte gemeine Brud > — beftimmt, und obige Regel 
erwiefen ift N. 
$. 99. 


Bei der Addition der Decimalbrüche ſchreibe man 
diefelben, fo wie auch die ganzen Zahlen, wenn fie dazu abbirt 
werben follen, dergeftalt unter einander, daß die Striche, welche 
die Decimalfiellen von den ganzen Einheiten abfondern, gerade un- 
ter einander zu fliehen kommen, unb addire Übrigens wie bei ben 
ganzen Zahlen; nur muß in der Summe das Komma ebenfalls an 
bie vorige Stelle geſetzt werben. 


— 


*) Die allgemeine Giltigkeit diefer (übrigens nur felten zur. Anwen⸗ 
dung Fommenten) Pegel möge für die fhon mit dem nädften 
Hauptflüde etwas vertrauten Lefer in Folgendem nur gan; kurz an- 
gedeutet werden. Beginnt die erſte Periode eines Decimalbrucdes 
nad der mten Decimalftelle, und befigt jete Periode n Stellen, fo 
muß der zu fuchende ganzjahlige Zähler a durch den gleichfalls zu 
beftimmenden ganzzahligen Nenner 5 getheilt, Diefelben Reſte geben, 
nachtem man au jenen juerft m und fpäter noch n Nullen angehängt, 
folglich ihn mit 10= und 1000 (welcher Austrüde Bedeutung aus 
den 68. 113 und 421 anticipiet wird), multiplicirt hat. Seien nun » 
und g die ganzzahligen Quotienten, die man nach Befchreibung jener 
Nullen oder Berrichtung diefer Multiplication erhalten, fo find 10% «— dp 
und 10042 a — dg jene Refte, daher 1004 — dg = 108 — bp. 
Addirt man zu beiden Ausdrüden dg, und ſubtrahirt von beiden 10= a, 
löft dann die Refultate (mad) $. 69. h) in Factoren auf, fo ergibt ſich 

108 (10° — I) a = ((—p)b, 
und wenn man N beide gleihen Zahlen dur 10=(10* — 1) theilt, 
@ ı—r 
= (10% — 1) 10=? 
woraus man, nenn man erwägt, dag 10° — 1 eine mit n Neunern 
gefhriebene Zahl andeutet, die Nichtigkeit der gegebenen Borfchrift 
allgemein bewiefen ſieht. 
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Beifpiele 


8,04 28,07548 312 
26,1735 0,928 25,78 
7,5 6,0024 0,864 
86,7135 50,00083 338,094 
$. 100. 


Bei der Subtraction der Decimalbrüde orbne man 
fie fo, wie bei der Addition, und fubtrahire wie gewöhnlich; nur 
muß man dem Decimalbruche, von welchem ein anderer mit mehr 
Decimalftellen begabter abgezogen werben foll, fo viel Nullen in Ge: 
danken hinzufügen, damit beide gleichviel Decimalftellen haben. 


Beifpiele 


12,38257 60,57 | 18° 
4,56 0,9856 2,346 
7,7657 59,5844 10,654 


Wenn ein gemeiner Bruch zu einem Decimalbruche zu addiren, 
oder davon zu fubtrahiren ift, fo verwandle man felben in einen 


. Decimalbruch (nad) $. 98); 3. B 


jr 
5,465 + 7*8 3,465 +0,75 = 4,215; 

17 — 

6 — 1,84 — 2,8333, CE Ye) 1,84 — 1,4933 “0. 
| 5 101. 


Hat man Decimalbrüche mit einander, oder Decimalbrüche 


mit ganzen Zahlen zu multipliciren, fo verrichte man bie Mul- 
tiplication, als wenn es lauter ganze Zahlen wären, und fchneide im 
Producte von der Rechten gegen die Linke fo viel Decimalftellen ab, 
als beide Factoren deren haben; indem man, wenn nicht genug Bif- 
fern vorhanden fein fellten, den Abgang lin’t mit Nullen beſetzt. 


Beifpiele 


1,44 8,046 0,837 0,236 

1,2 Ä 0,32 0,028 17 

298 6092 1011 182 
144 9138 674 26 


1,728 7 0,97472 0,007751 4,42. 


110 2 Hauptſtück. 3. Abſchnitt. 


Bon der Richtigkeit diefed Verfahrens kann man fich leicht 
überzeugen, wenn man ben zu multiplicirenden Decimalbrüchen ihre 
Nenner unterfchreibt, umd fie (nach $. 89, Nr. 3) multiplicitt. 


$. 102. 

Sf ein Decimalbrud mit einer dekadiſchen Ein- 
beit, z. B. mit 10, zu multipliciren, fo rüde man nur das 
Komma um eine Stelle weiter gegen bie Rechte; denn dadurch 
erhält jede Biffer einen zehnfachen Werth. ($. 6.) Sft er mit 100 
zu multipliciren, fo rüde man dad Komma um zwei Stellen rechts, 
mit 1000 um drei Stellen, u. f. w. 


Beifpiele 

4,587 X 10 = 45,87; 9,307 X 100 = 980,7; 

0,5386 X 1000 = 538,6. 

Laͤßt man daher bei einem Decimalbrude das Komma, wel⸗ 
ches die Decimalftellen abfondert, gänzlich hinweg, und betrachtet 
ihn als eine hloſe ganze Zahl, fo wirb dadurch der Derimalbruch 
mit 1 nebft fo viel angehängten Nullen multiplicirt, als Deci⸗ 
. malftelen vorhanden waren. 


$. 108. 

Bei der Divifion der Decimalbrücde, es möge ein 
Decimalbrudy durch eine ganze Zahl, oder durch einen Decimalr 
bruch, oder auch eine ganze Zahl durch einen Decimalbeuch zu Didi» 
diren fein, beobachte man folgende Regel. 

Man fhreibe den Divifor unter den Dividend in Geftalt eines 
gewöhnlichen Bruches, hänge ‚dem Zähler oder dem Nenner, je 
nachdem einer oder ber andere weniger Decimalftellen bat, fo viel 
Nullen an, baß beide geichviel Decimalftellen haben, laſſe dann das 
Komma, welches die Decimalftellen abfontert, gänzlich hinweg, 
: (indem man fi) einbildet, daß Zähler und Nenner mit einer und 
der nemlichen Zahl naultiplicirt werben) und verwanble hierauf dies 
fen Bruch (nad) $. 98) in einen Decimalbrud, fo hat man ben 
richtigen Quotienten. 


| 
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Beifpiele 





3,045 5045 
8,015 15 = 15,000 15000 — 0,208; 
3,134 2134 . 
3,134:0,12= 0,120 — 10” 17,7838; 
0,0086 36 
0,0036: 4,8= 4,8000 48000 0,00075; 


24: 0,006 = one = mi = 1000. 

Wenn ein Decimalbruch durch eine ganze Zahl, die auch einige 
Dertmalftellen haben kann, zu dividiren ift, fo kann bie Divi- 
fion aud kürzer, ohne daß man fie bruchweiſe anfeht, verrichtet 
werben, wie ed in folgenden Beifpielen zu erfehen if. Im Bei⸗ 
fpiele Nr. 1 fagt man nemlid: 6 in 7 Ganzen geht ı Mal, und 
bleibt 1 oder 10 Zehntel, die mit den vorhandenen 8 Zchnteln 18 
Zehntel betragen; 6 in 18 Zehnteln geht 2 Mal, und bleibt 1; 6 in 
15 Hunderteln geht 2 Mal, bleiben 3; 6 in 36 Zaufendteln geht 
6 Mat. Eben fo fagt man im Beifpiele Nr. 2:4 in 0 Ganzen geht 
0 Mal; 4 in o Zehnteln geht O0 Mal; 4 in 6 Hunderteln geht 1 
Mat, 48 von 65 bleiben 22, u. f. w. 


Beifpiele 





Nr. 1. Nr. 2. 
7,3856 :6 = 1,226 0,96537 : 4,8 = 0,0152 
43 
223 
215 
87 


Sol endlid, ein Decimalbrucd durch eine.ber dekadi— 
(hen Einheiten 10, 100, 1000 ꝛc. dividirt werden, fo darf 
man nur dad Komma, um 1, 2, 8,... Stellen weiter zur Linken 

irüden; dadurch erhält jede Ziffer einen zehn-, hunderte, taufend- 
Mat Pleinern Werth ($. 6 und 95); z. B. 
58,436 : 10 = 5,3436, 
82,43 : 100 — 0,8248; 
5,38 : 1000 = 0,00538. 


112 2. Hauptftüd. 3. Abſchnitt. 
$. 104. 


Waͤre ein Decimalbruh mit einem gewöhnlichen 
Bruche zumultipliciren, ober zudividiren, fo verwanbie 
man entweber ben Bruch in einen Decimalbruch, oder man fehe ben 
Decimalbruch für eine ganze Zahl an, und verrichte Die Multiplica- 
tion, oder die Diviffon (nach $. 89, Nr. 1; und $. 90, Nr. 1— 8); 
nur muß dad Komma jederzeit an die gehörige Stelle geſetzt 
werden; z. 2. 


23,04 X a7 TFT 5; 

5 5 5 5000 

6: 0942 = X 0,842 2,053 2053 136. 
§. 105. 


Der Werth eines benannten Decimalbruches wird 
in Einheiten Eleinerer Gattung gefunden, wenn man ihn mit ber 
Zahl multiplicirt, welche anzeigt, wie viel Einheiten Heinerer Gat⸗ 
tung in einer Einheit, worauf fi der Decimalbruch bezieht, ent- 
halten find; fo 3. 3. findet man 
4,8 Kg —=4%.76.12M. 3,41 Kl. = 3Kl. 2Sch. 5 Zoll. 

2 


7,2 Stunden 3,16 Schuh 
60 | | 123 
12,0 Minuten 92 
46 


6,53 300 u. ſ. w. 


$. 106. 


Zumeilen find Decimalbrüche mit einander zu multipliciren, de⸗ 
ren Product man nur mit etlichen Decimalftellen richtig verlangt, 
ober Öfterd auch nicht in mehreren richtig erhalten kann. In folchen 
Fällen kann die fogenannte abgefürzte Multiplication ſehr 
geſchwind auf folgende Art verrichtet werden. 

1) Man ſchreibt die Ziffer der Einer des Multiplicators unter 
jene Stelle des Multiplicands, welche im Producte noch vorkom⸗ 
men ſoll, ober um das Product genauer zu erhalten, unter die nächft 
niedrigere rechts, die übrigen Ziffern aber in umgekehrter Folge fo 


T 
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an, daß bie niebrigfie Ziffer bie höchfte wird. Leere Stellen über 
dem Multiplicator zur Rechten ober Linken denkt man fich mit 
Nullen befegt. 

3) Run maultipliciet man mit jeber Ziffer des Multiplicators 
einzeln ben Multiplicand, ‚von ber gerade über ihr ſtehenden Biffer 
anfangend, und fchreibt bie fo erhaltenen Zheilprobucte wie Addi⸗ 
tionspoflen unter einander ; bann ift bie Summe das verlangte 
Product. Um aber die Behler ber letzten Ziffern rechts in ben ein 
zelnen Theilproducten einiger Maßen zu verbeifern, beginnt man 
die Multiplication nicht mit ber gerade über dem Multiplicator ſte⸗ 
benben Ziffer, fonbern mit ihrer rechten Nachbarin, ober genauer 
mit ihren zwei rechten Nachbarziffern, zählt jeboch von dem leuten 
Probucte die gewöhnliche Uebertragsziffer nur dann fo wie fie iſt ein, 
wenn dasfelbe mit einer Ziffer unter 5 fchließt, erhöht Dagegen biefe 
Uebertragsziffer um 1, wenn dieſes Xheilproduct mit, einer Ziffer 
über 4 fchließt; ober auch, was auf einerlei Endergebniß führt, man 
zählt in Gedanken bi8 zu derjenigen naͤchſten Zahl aufwärts, deren 
Einerſtelle mit der Ziffer 5 defekt iſt, und rechnet bie Zehner diefer 
Zahl als Correctur Wer befferung) zum erſten wirklich anzuſe⸗ 
kenden Producte. 

Soll z. B. das Product der Decimalzahlen 3,6498 und 6,987 
in 2 Decimalen genau gerechnet werben, fo führt man folgende 
Rechnung. 

8,6498 
7896 
2180 
8238 
11 
8 
25,32 


@s-ift nemlich hier bei der Wultiplication mit 6, 6 X 8 — 48 
bleibt 4; 6 X9 +4:= 58; 6X9 = 54, alfo 65 die nächft höhere 
mit 5 endigende Zahl und die Gorrectur 6, welche zu 6.4 — 24 
addirt 80 gibt; u. ſ. w. 

Die Richtigkeit des Verfahrens erhellet fogleich, wenn man 
hie ausführlichen Xheilprobucte in umgekehrter Peonung der Ziffern 

Bega Berlef. I. @n. 
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des Multiplicators berechnet, und hinter der Stelle, melde noch 
genau gefordert wird, einen Abfonderungsſtrich zieht. 
8,6498 
6,937 
21 89188 
8 281482 


1019494 
2155486 


25,81|86626 


Denn die zus Linken bes Striches flehenden Ziffern r nd die 
ienigen, welche durch die abgekürzte Multiplication erhalten werben. 

Die angeführte abgekürzte Multiplication der Decimalbrüche 
wird hauptſaͤchlich in ſolchen Faͤllen gebraucht, wo die folgenden 
Decimalziffern bed einen oder ded andern Factors ober auch beider 
nicht befannt find. 

Eben fo kann in dergleichen Fällen auch eine abgekürzte Di« 
vifion bei den Decimalbrüchen mit Vortheil angewendet werben. 
Man fängt nemlich an, den Dividend durch den Divifor, wie fonft 
zu bividiren; nad, jedesmaliger Multiplication des Divifors mit 
der gefundenen Ziffer des Quotienten wirb aber flatt der dem Reſte 
anzuhängenden Null immer eine Ziffer im Divifor rechts ausgeftri⸗ 
hen, wie e8 in nachſtehenden Beifpielen zu erfehen fl. 


Divifor Dividend Quot. Divif. Divid. Quot. 
seen eanege 79372 —— 
409024 2,5748 
80841 5008. 
29216 45086 
1625 502 - 
1169 450 
456 523 
409 | sı 
47 1 
46 


Anmerkung. Verſchiedene andere nützliche Vortheile und 
Abkürzungen bei den Rechnungsarten, ſowohl mit ganzen als auch 
- mit gebrochenen Zahlen, koͤnnen beim mündlichen Vortrage beige⸗ 
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bracht werben. So z.B. Tann die Multiplicatien, wenn die erfie 
ober bie letzte Ziffer des kleinern Factors ein ı ift, auf folgende Art 
abgekürzt werben. 





Anflatt 5,788 abgekürzi 5,788 (.61 
61 844,28 
5,788 ‘850,018 
844,38 
: 850,018 
Anſtatt 5788 abgekürzt 578,8.(.16 
16 844 2,8 
8443,8 - 918 0,8 
5788 
9180,8 


Beil im Iehten Beiſpiele ber Multiplicator 16 
im die Sactoren 4 . 4 fich zerlegen laͤßt, fo kann bie Mu» 573,8C.4 
tiplication auch auf neben ſtehende Art verrichtet werben. 9295,2C. Ds 
Eine folche Abkürzung findet auch) beider Divifion Statt, 9180,8 
wenn der Divifor in ſchickliche Factoren fich zertegen laͤßt. 

Bäre eine Zahl z. B. 53897 mit 998 zu multi- 58897000. 3 
pliciten, fo fände man das Product 58789306 wegen __107794 
998— 1000 — 2 auch auf neben flehende Art. 58789206 


8. 100. 


Einige Tragen zur Anwendung der Decimalbrüce. 

1. Brage Bei dem 60pfündigen Bombenmörſer ift das 
Kammerſtück 13,8520 Zoll, das Mittelſtück 4,7485 3. und das 
Mundflüd 18,1768 3. lang. Wie lang ift der ganze Mörfer 

Rehnung. 18,8520 

4,7435 
18,1768 


Antwort. 81,23718 Bol. 

2 Frag e Mer Bohrungsdurchmeſſer eines 2apfänbigen Kar 
nonentohres ift 5,7926 Zoll, der Durchmeſſer ber Kugel 5,4519 3.; 
wie groß if fein Spielraum? 

Rehnung. 8,7926 

5,4519 
Intwort. 0,3407 Bol = 0,8107%X 12 4,09 Ein. 
3* 
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3. Srage. Das Scheibenpulver befteht aus 80 Gewichtsthei⸗ 
len Salpeter, 12 Theilen Schwefel und 14 Xheilen Kohle; wie 
viel von biefen Ingredienzen befindet fi in einem Pfunde dieſes 
Pulvers? und wie viel bebarf man von jeder, um 725 Pfund Pul: 
ver zu erzeugen? 

Antwort. Da 80 Pf. Salpeter, 12 Pf. Schwefel und 14 Pf. 
Kohle, zufammen 106 Pf. Schelbennnrver geben, fo befinden 


fih in einem Pfunde ob jap ” = 0,255 Pf. Salpeter, 


= 0,113 Pf. Schwefel, und 20 — 0,193 Pf. Kohle, was 
man auch fo ſchreibt: Scheibenpulver = 0,755 Salpeter + 0,113 
Schwefel + 0,182 Kohle. Man bebarf daher zu 725 Pf. Pulver 


725 X 0,755 = 547,4 Pf. Galpeter, 
725 X 0,118 = 81,9 Pf. Schwefel und 
‚125 X 0,132 = 95,7 Pf. Kohle, 

4.8 ragt. Im örbindren Schritt macht die Defterreichifche 
Infanterie in ber Minute 95 Schritt, von denen 10 auf 4 Klaf- 
ter gehen. Wie viel Fuß durchſchreitet dieſes Militär in einer 
Secunde? 

Antwort. Beil 10 Schr. = 481. = 4.6 = 24 Fuß find, fo 
iſt 1 Schr. = 2,4 Fuß, daher 95 Schr. = 95 X 2,4 = 228 Fuß, 
welche in einer Minute oder in 60 Secunden zurüdgelegt werben; 


mithin durchfchreitet die Safanterie in einer jeden Secunde = 
3,8 Fuß. 

5. Brage Die Kammer der 7pfünbigen Haubige hat im 
Durdmeffer 32 oder 0,53125 Granatendurchmeſſer, welcher ſelbſt | 


5,49407 ol hätt, wie viel Zoll beträgt ber " Durchmeffer der 
Kammer 1 


Antwort. =x 5,19407 , oder 55105 X 5,49107 
= 2,9187 Ba 


a W nn, 
rd an 
DS — 
Von den Rettenbrũchen. — 1 
6 Frage. Ein 24pfündiges Kanonenrohr aus Bronze e 
hält 9,90804 Kubiffuß und wiegt 4964 Pfund; wie viel wiegt ei 
Kubikfuß diefes Kanonenmetalls ? \ 
Antwort. 4964 : 9,90804 * 501 Pfund. Ag) 
ẽ , 
N Ä Zu 
ef r 
/ IV. Abſchnitt. 
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1. Zhkilt man ben Zähler und Neimer eines ehten Bru— 
che s durch ſeinen Zaͤhler, und iſt biefer in dem Nenner 'genau ohne 
Heft enthalten, fo gleicht der fo gewonnene Bruch dem gegebenen 
im Werthe, und befitzt, ba fein’ Säle ı ift, die einfachfte mög: 


liche Korm. Kürzt man 5: B. den Bruch 2 = durch feinen Zähler-ab, 
fo findet man ihn, weil 18 in 78 volfommen 6 Mal begriffen ift, 


1 | 
dem Bruce 5 gleich, der ſich durch Feine Pleineren ganzen Zahlen 


barftellen läßt. 
Iſt aber bei einem echten Bruce, wenn man feinen Zählen 
und Nenner durch ben Zähler bividirt, der Zähler im Nenner nicht 
: genau enthalten, fo erhält man einen Bruch, deffen Zähler 1 und 
der Nenner eine ganze Bahl nebſt einem angehängten echten Bruche 
ift. Verfährt man nun mit diefem echten Bruche eben fo, fo wird 
daburch der vorgelegte Bruch nach und nach in einen zufammen: 
hängenden (continuielihen) oder Kettenbruch verwanbelt, 
nemlich in einen Bruch, deſſen Zähler 1 und der Nenner eine ganze 
Zahl nebft einem Bruche, wovon wieder der Zähler 1 und der Nen⸗ 
ner eine ganze- Zahl nebft einem eben folchen Bruche ift, der wieber 
nach demfelben Sefege gebildet ift. — Wendet man bad hier be: 


% 


18 2. Daurikül. &. Lhfhnitt. x 


riebene Berfahren 3. B. auf den echten Bruch rn an, fo fin- » 


bet man, weil 1809, burch 210 getheilt, 6 zum Quotienten und 
:49 zum Reſte gibt, 






Wiederholt man diefen Borgang an dem echten Bruche — 7 3 , 


fo wird er, weil 210 durch 49 dividirt, 4 zum Quotienten und 14 
zum Reſte liefert, gleich 1 


+14 
49 
folgt 201 
isos — s+1 
4+14 
4 
Auf demfelben Wege fortfchreitenb findet man oBemälig 
_210 — — 1 — 4 
109 "er WM sr 7 6+1__ 
ie 4+14 +1 +1 
4 8s+_7 s+1 
14 2 
und ber letzte Bruch ift ber dem gegebenen echten Bruche jede 


Kettenbruch, 


Dividirt man aber bei einem unedten Bruce fo, als 
wenn man bie in ihm begriffenen Ganzen ermitteln wollte, ben 
Zähler durch den Nenner ; fo ergibt fich, wenn ber Bruch ein eigent- 
licher, alfo der Zähler durch den Renner untheilbar ift, ald Quotient 
eine ganze Zahl mit einem ihr folgenden echten Bruce, den man 
fofort wieder nach ber obigen Borfchrift in einen Kettenbruch umſtal⸗ 
ten Tann; wonach der gegebene unechte Bruch einer ganzen Zahl 
nebft einem ſich ihr anſchließenden Kettenbruche gleich ausfällt. 
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6755 210 


1509 75 + 1509 und nach bem Vorhergehenden 


S iſt z. B. 180 


Einen ſolchen Verein einer ganzen Zahl mit einem Kettenbruche 
pflegt man, der Kürze und ber größeren Allgemeinheit wegen, 
geradezu auch nur einen Kettenbruc zu nennen; baher bie 
allgemeine Form ber Kettenbrücde. 





fein wirb, wenn wir unter a, b, co, d, &,... ganze pofitive 
Zahlen verfichen, von denen a auch Null werben kann. Die Brüche 
, 2 2, -, ... pflegt man Theilbrüche, und ihre Nen- 
‚ne db, c, d, e, ... Theilnenner zu nennen, ja man 
‚nennt fogar die ganze Zahl a einen Kheilnenner, und zwar den 

erfien, folglich & den zweiten, u. f. w. 
I. Durchgehen wir die Schritte, die wir fowohl zur Verwand⸗ 


3 
lung des unechten Bruches 3. als auch des echten mas in 
- einen Kettenbruch machten; fo erfehen wir, dag wir, in ber Abſicht 
einen gewöhnlidyen Bruhr in einen Kettenbrud 


zu verwandeln, zuvörderfi ten Zähler durch den Nenner theilen, 
dann fortwährend durch jeden entfallenden Reft den zulet gebrauchten 
Divifor dividiren, bis endlich einer diefer, nothwendig ſtets abnehmen: 
den, Reſte Null, und dadurch die Theilung beendigt wird, kurz, daß 
wir und gerade fo benehmen, ald wollten wir, nad) 
Anleitung bed $. 69. g, Rad größte gemeinfhaftlihe Maß 
des Zähler und Nenners des zu verwandelnden 
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gg Prudes befimmen; endlich, daß wir bie, bei biefer 
Rehnung allmälig hervortretenden, Quotienten 
a,b,c,d, e,.... ald die Theilnenner des aufzuflel- 
Ienden Kettenbruches verwenden, von denen jebod, 
wenn der gegebene Bruch echt ift, der erſte, a, ber 
Null gleih ausfällt und. gänzlich übergangen wer: 
ben fann; danach erhalten wir 


Z 1 
Nat _ 
cr! 
drı 
et... 


<a z. B. er in einen zufammenhängenben Bruch zu ver- 


wandeln, fo wirb man zuerft folgende Beflimmung ber Quotienten 
Cbeziehungsweife Theilnenner) vornehmen. 
-.20865|3927]5 
19635|3780|6 
630| 147|4 
588| 1268 
43| 312 
_4 
0| . 
Sofort ift 


Dagegen wird ber umgefehrte, og echte Bruch 


_3997 1 — 
20365 —— ode =577 

— 6+1 

—— TT- 


3*1 8 


U 
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6. 108, 
1. Soll umgekehrt der, einem gegebenen Kettenbruche 


(1) 4 


d+... j 
| sri__ 
x+1 
i+.. 1 
tarfı 
n+1 


. . » 
gleiche, gewöhnlihde Bruch wieder hergeftellt werben, 


fo ift diefe Reduction offenbar von dem Ende herein vorzunehmen. 
Hiebei findet mar, wenn man die den gegebenen Kettenbruch fchließenden 
Kettenbrüche auf gewöhnliche Brüche rebucirt, der Ordnung nad) 


PT 
ı_ 1 
— nptD-+tp 
I __ 1 —  _ _m 1 
x» 
u. f. w. . 
Hat man auf dieſe Weiſe bereitd den Kettenbruch 
1 4 
Hr... Tr 
1 
mal. 
stı 
p 
gefunden, fo ift ber um einen Theilnenner mehr enthaltende Kettenbruch 
| a H __ gät#' 
HH _ sun sth Tu 
+... : 7) 
+z+H 
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Man erſieht demnach leicht, daß der Nenner eined jeden ber 
a biefe Weife nach und nach entfpringenden, gewöhnlichen Brüche 
5 ei, ... . . ... dem Bähler des naͤchſt vor⸗ 
hergehenden gleich ſei, und daß daher die Nenner und Zähler dieſer 
Briiche in zufammenhängender Orbnung die Bahlenfolge 
l, 9, mptl,-..H, H, gHtH,.:. 
darſtellen, welche mit 1 und dem lebten Theilnenner beginnt, und 
deren jebed Glied, wie gH-+-H', gefunden wird, wenn man all- 
mälig mit jedem Theilnenner, wie 9, die legte fchon gefundene Zahl, 
A, multiplicirt und die vorleßte, M, gbdirt. Somit, find wir zur. 
Aufftellung folgenber Regel berechtigt. 

Soll ein Kettenbruh auf einen gewöhnlichen 
Bruch zurüdgeführt werden, fo ſchreibe man feine Theil⸗ 
nenner in umgelehrter Ordnung, vom legten bis zum erſten in einer 
Zeile an. Unter die erfte diefer Zahlen (d. te unter ben leßten Theil⸗ 
nenner) feße man biefelbe Zahl nochmal und vor ihr links He Zahl 1. 
Hierauf multiplicire man fortwährend jeden ber nad) einander 
folgenden Theilnenner mit der legten in der zweiten Zeile ange⸗ 
 fehriebenen Zahl, zähle zu dem Probucte die vorletzte Zahl biefey 
Zeile, ſchreibe jedesmak die Summe unter den ald Multigficator 
- verwendeten Theilnenner, und fee biefe Rechnung fo lange fort, 
bis alle Theilnenner in Anfpruch genommen wurden.‘ Dann tft die 
legte der fo gefundenen Zahlen der Zähler, umd die vorlegte 
der Nenner des dem gegebenen Kettenbruche gleichen gewöhnlichen 
SBruches. — Steht vor dem Kettenbrude keine ganze 
Zahl, fo kann man entweder 0 als feinen erften Theilnenner an⸗ 
nehmen, oder, diefen gänzlich übergehend, von ben berechneten Zah⸗ 
len die Iegte zum Nenner, die vorlchte aber zum Zähler des zu ſu⸗ 


chenden Bruches machen. “ 
1: Beifpiel. Iſt der zufammenhäugende Bruch 
1 
5* 7 1 
d+1 
3+ 
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auf einen gewöhnlichen zurück zu bringen, fo legt man bie Rechnung 
Ä auf folgende Weiſe an: . 
. 8, 8, . 4, \ 6, 5 
1, 2, 7, 80, 187, 965; 
dabei rechnet man, wie folgt: 
Ä + 


foost iQ 


. 3 
. 2. Beiſpael. Sol der Kettenbruch 
. Fo 


BE +, 


| 7 
phacitt werden, fo hat man folgende Behnung: 
. u 2, 8, 4 6, $, ” 0 
h, %, 7, 80, 187, 968, 187; 
"mithin iRjener Rettenbruch gleich 30. 
j u Berweilen wir noch bei der Betrachtung derjenigen gewoͤhn⸗ 
, Biden Brühe, auf Die wir bei der Reduction bes Kettenbruches 


(1) eh 
re 
TEL _ | 
A-+1 
s ° 1 
m 
nat 


oo. 7] 
nach und nach ſtegen; ſo erhellet zunaͤchſt 
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1) aus der eben gelehrten Beſtimmung ihrer Zähler und Nen⸗ 
ner, daß jeder von ihnen allgemein ald eine zmeitheilige Summe 
Ap-+B ſich anfehen läßt, deren zweiter Theil 2 aus dem legten ' 
Theilnenner p gar nicht, fondern nur aus den Übrigen berechnet, 
oder durch fie beflimmt wird, ber erfle Theil Ap aber das Product 


. aus einer eben folden Zahl A und aus dem Theilnenner » felbft iſt; 


weil in Seinem ber Glieder, aus denen die erwähnten Nenner und 
Zähler zufammengefeßt werden, ein Theilnen ner öfter wie einmal 
als Factor erfcheinen kann. Es iſt demnach, wenn A, 3, A’, B' Bahr: 
(en bedeuten, die nicht aus » berechnet werben, 

(8). Ap+B 

(2) — | 

die allgemeine Form eines jeden ber angeführten gewöhnlichen 
Brüche, alfo aud) desjenigen, der dem gegebenen Kettenbruche fetbf 
gleicht. 

2) Die vier durch den legten Theilnenner p nicht -beflimmten 
Zahlen 4, B, A’, B’ ftehen jederzeit in dem merkwürdigen Bu: 
fammenhange, daß bie (bei kreuzweiſer Multiplicatiorrim Bruche 
(a) entftehende) Differenz 

AB—-AB=-HI, 
nemlich gleich + 1 oder — 1 audfält, je nachdem der Kettenbruch, 
aus dem jener gemeine Bruch entfteht, eine ung erad e oder gerade 
Anzahl von Zheilnennern enthält. 
Daß dies beiden, aus den brei letten gettenbruchetheilen 


2 


gefundenen gewöhnlichen Brüchen p 
Po mh  maptntp 


9 p ) ., np-p1 _ 
der Fall ift, leuchtet auf der Stelle ein, wenn man fie in der oben 
aufgeftellten allgemeinen Form 

! 


n.pt! (mat)p-+m 





pr 1.p+0' 2.p-H1 
fchreibt; wii bie 
1.1—-0.0=-+1 
n.0—1l1=—I 


(mn ID). I 
iR 
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Befist jedoch irgend einer diefer gew öhnlichen Brüche, au 

welche man bei der Reduction ded gegebenen. Kettenbruches (1) trifft, 
z. B. der dem Beitenbrune 


—J gleiche Bruch zes 
1 
HF 


p 
die Eigenſchaft, daß aß'—a=--Lifi; fo wird, da ber folgende, 
einen Theilnenner g mehr auffaſſende Retenbruch 


Hr af ei GH) — 


it... rrR 
Taf . 
pP —— _E_ 
alfo dem gewöhnlichen Bruche erg gleich aus⸗ 


fällt, bei dieſem die Differenz 
a ß—aB"—=lgata‘) B-age +) =aß-ad'=H, 
nemlich gleihfall8 1, nur enthält fie das Entgegengeſetzte von bem,. bei 
dem vorhergehenden Bruche beftehenden Vorzeichen. 
Da aber diefe Differenz A2'— 4'2 bei dem 
Ä Aften, 2ten, sten Bruche 
41, —1, 1 
ift, fo muß fie bei dem 
aten, 5ten, oſten, 7ten, sten, .... Bruche 
—], +, —1, +, —1, 
fur; +1 oder — I fein, je nachdem der Kettenbruch, aus welchem je: 
ner gemeine Bruch entfieht, eine ungerade ober gerade Anzahl 
von Theilnennern in fich faßt. 


3) Bon den in dem Rruche a befindlichen vier3ahlen 
4, B,4\ B' jind jede zwei, die nicht Über Kreuz, fondern entweder 
neben ober unter einander flehen, unter fih Primzahlen; 


wie 3.8. A und B, ober A und A’. Denn könnten A und B, oder 
A und 4A’. einen gemeinfchaftlichen Theiler befigen, fo müßte biefer 
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(nady$. 68, 4) auch ein Theiler von ber Differenz AB'— 4'B, ſomit auch 
von 1 fein, was nur fein kann, wenn er ı ſelbſt if; dann find aber 
genannte Bahlen (vermög 5. 69. f.) unter ſich prim. 

4) Der gewöhnlihe Brud, auf welden ein Ket⸗ 
tenbrud zurückgeführt wird, befigt Die einfachſte mög- 
liche Form, d. h. feine Nenner und Zähler find Primzahlen unter 
fich. Denn bezeichnen wir ven Zähler und Nenner bes bem gegebenen 
Kettenbruche (1) gleichenden gewöhnlichen Bruches (2) mit und ?', 

» a ü AerB 


— 





| AptE 
und (4) P=4 B. 
pP =' 4Apr# 


ift ; fo hat man 
 PA—PA=AAptTAB—AAp— AB 
mA'B—-AB' ober (nad) 2) 
=+1; 
folglich können P und P’ feinen von I verſchiedenen gemeinſchaftli⸗ 
chen Theiler haben, weil ſonſt dieſer auch der Zahl 1 zukommen 


müßte (5. 68). 
Man wird dieß bereits an bem Kettenbruche 
1 
— 
if __ 
SI 


3. 
beftätigt gefehen haben, da diefer in 8. 108 I. auf den, durch die mög. 


9 

lid, Meinflen Zahlen autgedrüdten Bruch 757 surhdgeführt wur: 
755 | 

be, während doch auch die, dem letztern gleichen Brüche = und 
= (nad) $. 107) auf den nemlichen Kettenbruch führen; woraus 
man zugleich ſchließen kann, daß es überflüſſig ſei, die in Ketten⸗ 
brüche zu verwandelnden gewöhnlichen Brüche vor dieſer Operation 
auf ihre einfachſte Geſtalt zu bringen. 

5) Unſeren Unterſuchung en und Annahmen zufolge koͤnnen wir 
den Kettenbruch 
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> 1 
a 3 
et 
Tori 
a+ı 
» 


auf ben gewöhnlichen —R— oder * reduciren, wobei 


bie Zahlen A, B, 4', nicht aus dem letzten Theilnenner p, ſon⸗ 
dern nur aus den übrigen berechnet werben. Erforſchen wir zun 
noch bie Bedeutung dieſer Zahlen. Hiezu wirb unsdie Bemer⸗ 
kung behilflich fein, daß, bei der Zurückleitung dieſes Kettenbruche auf 
einen gewöhnlichen, die befondere Befchaffenheit der durch bie Buch⸗ 
flaben 5, ec,» - - m, n, p vorgeflellten Theilnenner, ganze poſitive 


von Null verfchiedene Zahlen zu fein, wie wir dies ($. 107) für die, 


unferen Betrachtungen vorgelegten, Kettenbrüche vorausſetzten, Durch: 
aus nirgends in Anwendung gebracht wurde; baher es uns geftattet 
bleibt, ihnen jeden beliebigen Werth beizulegen, ohne bag wir einc 
Unrichtigkeit in dem Ausbrude des rebucirten Bruches zu beſorgen 


haben. Setzen wir demnach zuvoͤrderſt, um bie Bedeutung von a ji 
ermitteln, den lebten Sheilnenner 9==0, fo reducirt fich der Ausbruc 
ag: blos auf 2 allein dann übergeht gleichzeitig des vorge- 
legte Keitenbruch in | 
Hr ober weil — arı = 0 ift, 
c+...+1 ® 


' 
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Bezeihnen wir nun ben biefem Kettenbruche gleichen gemeinen 


Bruch mit rn fo daß 


L» 

A — 

42. 

iſt; fo ſtellt der Bruch 5 nichtö anders als ben rebucirten Werth 

ar besjenigen Kettenbruches. vor, der aus dem gegebenen Ketten: 

bruche burch Wegwerfung ber beiden lebten heilbruche und 

entſteht; folglich iſt, da (nach 4) beide Bruͤche die einfachne mög. 
liche Korm befigen, Z=M und B'=M". 

Ertheilen wir ferner zur Erforfchung ber Bebeutung des Bru⸗ 

4 _„4ArtB . AB 

ches 7 dem Ausdrude ann die Form pe , und nehmen 

wir die Zahl ꝓ fo an, bap „=0 werbe, was eintreten wird, wenn 

wire. fegen, fo verwandelt fich einerſeits dieſer Ausdruck in 


7 » anbdererfeitd übergeht ber vorgelegte Kettenbruch in 


— 


„rl 
| G) 
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ern wir demnach ben diefem Kettenbruche gleichen gemeinen Bruch 


durch ỹ * N von, d.h feßen wir 


N 
etz m 
..1 


ſo iſt der Bruch 4 dem reducirten Werthe 5 besienigen Kettenbruchee 
gleichgeltend, der aus dem gegebenen durch Wegwerfung bed legten 


1 
Theilbruchs » hervorgeht; mithin muß, da (nach 4) jeder ber beiden 


gleichen Brüche Beine einfachere Geftalt anzunehmen vermag, A=N 
und 4’=N’ fein. 

Auf diefem Wege gelangen wir zur Erfenntniß der Wahrheit, 
daß, wenn bie Kettenbrüche 


1 1 
—— at, — 
er er re 
tm — u 
n ati 


von denen die erfien zwei aus bem letzten entfpringen, went wir 
in ihm einmal beide legten Xheilbrüche und dann nur den lekten 
Theilbruch allein weglaffen, auf die gemeinen Brüche 

M N P 


M' N' pP 
fih rebuciren lafien, immer Der Ichtere Buhl aus den zwei an⸗ 


deren 2 und 7 nach Anleitung des Ausdrudes 


P' pN-+M' 
oder ber Ausbrüde N 
P=»N+M 
(© eP= na 
gefunden werben könne, 


Vega Vorleſ. 1.0. 9 


10 | 2 Hauptköd.-&. Abſchoitt. 


| $ 199, 
I Wird von einem Kettenbruche 
1 
K=atzr 
— 
u 
e+1 
fr... 
wenn feine .Xheilnenner- a, b, c, d, e, f; - - . ganze poſitive 
Zahlen find, und nur der erfte Zheilnenner a i in befonderen Fällen 
Null ift, blos das erfte Glied 4 beibehalten, fo iſt dieſes gewiß ver- 
ſchieden von dem Werthe A des gegebenen Kettenbruches. 
Behielte man aber bie zwei erften Glieder bei, ſo würbe der 


Kettenbruch +, zwar auch nicht den vollen Werth X des gegebenen 
Kettenbruches befigen, ollein der bier Statt findende Fehler würde 
— da man bier dad früher Weggelaffene, welches immer zwifchen 
0 und 1 liegt, doch durch etwas, gleichfalls zwiſchen 0 und 1 
Begriffenes erfegt — geringer ald im vorigen Falle fein. Weil 
auch hier von dem leiten Nenner nur fein ganzzahliger Theil 5 
beibehalten wird, fo wird man den hier unterlaufenen Fehler, 
der fich nicht über 1 erheden kann, in derſelden Weiſe verringern, 


1 

wenn man den folgenden Theilbruch 7 welcher gleichfalls die Ein: 
heit nicht übertrifft, binzufügt und fo dem zufammenhängenben 
1 | . u . 
Brud) 4,11 nimmt. Da man biefe Schlußweiſe bis zu dem 
e Ä 

legten Zheilbruche des gegebenen Kettenbruches ohne Anftand fort: 

Fetzen kann, fö flieht man leicht ein, Daß jeber des Kettenbruͤche 
1 1 1 j 
s atyp 4777 HIT u. ſ. p. ®) 
e cHi_ 

— — — — d » . 

*) Um uns bier kurz faffen zu fännen, möge 4 uns geftattet fein, aud) 


die ganze Zahl « allein unter der allgemeinen Benennung Kettendruduu 
begreifen. 


— — — — 


\ \er; re) | 
chi 


beſtehen, dem: Both A dieſes Bruched u 
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bie nur aus 1, 3, *5* Anfangsgliedern eines Kettenbruches 






mehr er ſolcher Sieber enthält, und daß er dem gegebenen Set- 
tenbruche felbf} nur dann gleich fein Batın, wenn er alle Glieder 
desſelben in ſich faßt. Aus dieſem Grunde werden die aus einigen 
erften Theilbrüchen eines Kettenbruches gebildeten Kettenbrüche bie 
Näherungswerthe diefed Kettenbruches genannt, und zwar der 
ifte, 2te, Ite, Ate,... je nachdem ex u 3,8, * .. Theilnen⸗ 
ner des Kettenbruches enthaͤlt. 

Hieraus erhellet auch ſoglrich, dad rederd Naͤherungs—⸗ 
werth eines Kettenbruches biefem am Kolnäher liegt, 
ein je fpäterer er iſt. — 

II. Vergleichen wir nun jeden N — eines Ketten⸗ 
bruches ſowohl mit dieſem als auch mit allen übrigen Naͤherungs⸗ 
werthen, fo finden wir Folgendes. 

Der erſte Naͤherungswerth, iſt nicht nur kleiner 
als jeder ſpätere Näherungswerth, ſondern auch 
kleiner als der Kettenbruch— Denn dieſer erſte Naͤherungs⸗ 
werth a iſt nur ein Theil des Kettenbruches ſowohl, als auch jedes 
Näherungswerthed. - 

Der zweite Näherungswerth ift größer als j« 
der fpätere Näherungswerthb und ald der Ketten- 
bruch. Denn dem. eben erwieſenen Satze gemäß if von den 
Kettenbrüchen 


— 


d 
ber erſte der teinfte, folglich muß von ben Kettenbrüchen 
ı 1 1 
7 A Fer RE 
c. c+l 
.d- 9 * 
. ’. se. 
a‘ . [} 


x 


fo näher kommen, je f 


x 


* 


⸗ 
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mithin auch von den folgenden 
1 1 I 
ar7» “tz, 1° az. Tv ... 
c c+ 





—X 


der erſte der größte fein. 
Es ift demnach der erfle Näherungdwerth der 
fleinfte, der zweite aber ber größte unter allen. 
Der dritte Näherungsdwerth iſt Fleiner als je 
ber fpätere Näherungswerthb und ald der Ketten 
bruch. Dean dem legten Sate zu Folge iſt von den Ketten⸗ 
brüchen 























1 
2, 6+,.771 1: b+7Z 1> 
d 7TFA. 
e 
der erſte der größte, folglich iſt von den Kettenbrüchen 
1 Ei 
6+ 1 dr dr‘ 
ce c+ 1 c+ 1 
Ad d+ ii 
| . e 
daher uuch von den folgenden 
1 1 » 1 
47 at, ir. HET. 
ec . c+ 1”: c+ 1 
u d' d+ 1 


der erfte der Eleinfte. 

Da diefe Schlüffe auf biefeie Weiſe ſich bis zu dem legten 
Näherungswerthe eines Kettenbruches fortſetzen laſſen, fo überzeugt 
man ſich: 

1) Daß von ben Näherungswerthen eines Kettenbruches der 
ifte, Ste, Ste, 7te,... kurz jeder ungeradftellige Eleiner, da⸗ 
gegen der 2te, Ate, 6ſte, Ste,.... kurz jeder gerabftellige 
größer, nicht nur als jeber fpätere Näherungswerth, fondern 
auch als der Kettenbruch felbft iſt; 
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2) Daß demnach der Kettenbruch — weil er größer als je- 
ber ungerabftellige und kleiner als jeder gerabftellige Näherungs- 
wert iſt — in Abficht auf Größe zwifhen jedem ungerab- 
felligen und jebem geradftelligen Näherungswer:- 
the, daher auch zwifchen jeden zwei unmittelbar nad 
einander folgenden Näherungdwerthen liegt. 

Wollte man fonach fämmtliche Näherungswerthe mit Einfchluß 
bed Kettenbruches in der Ordnung, wie fie vom erſten Näherungs« 
werthe ald dem Meinften, bi8 zum zweiten als dem größten, zuneh⸗ 
men, in eine Zeile fchreiben, fo böte fih folgendes Schema bar: 

1. Nw. 3. Nw. <IE.Nwm.<... <Kettendr. <... <E.Nw. <A Rw.<2.Rw. 


Mm. Ein Kettenbruh N, weldher einem gegebenen 





Kettenbrude 
1 
K=ar7,,. 1 
+... 
] 
rr1 
f+ 1 
g+ 1 
Ahr... 
näher fommen ſoll, als einer feinerNäherungswerthe 
1 
k=at7,, 1 
ct... 
ı 
% 


mithin zwifchen Z. und A, daher auch, fo wie A, zwiſchen Z 
und dem wa folgenden Näherungswerthe 
1: 
F=s+,.,17 1. 
CH... 
1 
— 
F 
liegen wird, muß vom Anfange herein genau die— 
felben Sheilnenner a, d, e,...e, /, wie dieſer fpätere 





a 
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Näherungswerth F, und anflatt des nachfolgenden Theilnen⸗ 
nerd einen Kettenbruch à befigen, welcher Kleiner iſt ald der im vor⸗ 
gelegten Kettenbruche A an berfelben Stelle chende Kettenbruch 


und muß baber von der Form fein: 


Nzat,47 1 wo 1 44 7 iſt iſt. 


cr .. Fre 
1 
——— 
— 
n 





Denn fegen wir den gegebenen Kettenbruch A=a-+ * 


feinen Naherungswerth E=a + * ‚ und ſtellen wir die Bedin⸗ 


gung, daß N zwifchen Z und X liegen ober gelegen (enthalten) fein 
folle, weil unentfchieben ift, welche von den zwei Größen Z und X 
die größere fei, durch den auch fonft üblichen Ausdruck N=E...K - 


dar; fo muß N=a 45. + , daher wen man überall a ab- 


1 .. . oe: . 
zieht, uhN-= 5 7 ſein. Theilt man durch dieſe drei 





1 — 
N-a 
N=E....äH, und dabi N— a = alfo Nat. 

Der Bruch N muß daher aus demſelben erſten Theile a wie E 
und A, und Überdies aus einem Bruche * beſtehen, deſſen Nenner 
N' zwifchen E* und A" liegt. — Damit als dieſes ftatt finde, muß 


Zahlen die 1 und nennt den erſten Quotienten N, ſo ift 


. 1 1 
aus gleichen Gründen, wenn 7 ud E=b+ zu ge⸗ 


jeßt wird, N =6 + Fr fein, und zugleich X zwifchen 2" und A" 
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= 


liegen. — Damit aber dieſes eintrete, muß, wenn A" =c+ Zur und 


—e + u gefebt wird, N=e+m fein und dabei Y"' zwifchen 
E”! und: Æ liegen. 
So fortfchreiteid gelangt man nach und nach zur Ueberzeugung 
dag der Kettenbruch N alle Theilnenner von Z vor dem lebten e 
haben muß, und daß an der Stelle dieſes lebten Thenneaners in N 
ein Kettenbruch (N) ſtehen muß, der zwiſchen e und e + Fi__ 
) gr... .. 
liegt. Damm auch w-e=0. E rer 
g+. ... folglich 


M-e<yr 3*. Theilt man aber 2 hiedurch, fo wird 
I +... 
ı Ä 
mu>rt —— Diefer Forderung wird aber Genüge ge⸗ 


ht... 
fhehen, wenn man den ald Nenner da hehenden Kettenbruch 


F 1 
* — durch einen kleineren on fo erſetzt, daß my —_, = 
it... 
1 1 
kn 2 auto Dann ift (N)— e=7% Zr NM =e+ 7 
NR 
Senat iſt Be | 
' 1 
N=o+ mat gg = =atyg > Sat 
| u c+Hl_ Che 
, pn“ ı 
tm 
ar <a hir 
Ct oe. it ... 
erl 5 
fr! 


186 2. Dauptſtuck. 4. Abſchnitt. 
Zugleich muß Ndeſto weniger von A unterſchieden ſein, je naͤher 


nang +7 ſteht. 
tr... 

Da nun ein Kettenbruch N einem anderen X nur bann näher 
als ein Räherungdwerth F des legteren kommen Tann, wenn er ihm 
auch näher als jeder voraudgehende Näherungswerth Z kommt; fo 
drüdt jeder aus einigen erften Theilnennern beftebende 
Näherungswerth Feines Kettenbruhes K den Werth 
dedfelben genauer aus, ald jeder andere Kettenbrud, 
der mit ihm gleichviel Theilnenner befigt. 

Soll insbefondere ber Kettendruh N zwifchen 


einem Naäherungswerthe E=a4 jr des Kettenbru— 
cH .». 
Fe 
bes K und bem zweiten nachfolgenden Näperungs- 
werthe Satz Ni liegen, der felbit zwifhen Z und A 


1 
+ — 
——— 

liegt, fo muß n <g, alon = ⸗ 2, 3,... 4- 1 ſein. 

Nimmt man daher in dem Kettenbruche N für n allmälig alle 
jene ganzen von Null verfchiebenen Zahlen, die Meiner als der gleich“ 
vielte Zheilnenner g des Kettenbruches K find, nemlich die Zahlen 
1, 2, 83,.... — 1); fo nähern fich diefe zwifchen Z und G gelege 
nen Werthe von N der Reihe nach dem Kettenbruche K und feinem 
fpäteren Naͤherungswerthe & immer mehr und mehr. Die fo gebil- 
beten Kettenbrüche nennt man (zwifchen zwei gerabftelige ober zwi⸗ 
ſchen zwei ungeradftellige Näherungswerthe, alfo überhaupt zwiſchen 
einen Naͤherungswerth und feinen zweiten Nachfolger) eingefchal- 
tete Brüche (fractions intermediaires), von denen übrigens we- 
gen ihrer äußerft feltenen Anwendung diefe ganz kurze Andeutung 
genügen wird. 
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$. 110. 

Da die Näherungswertbe eined Kettenbruches felbft wieder Ket- 
tenbrüche find, fo könnten alle einzeln nach ber in $. 108 ertheil- 
ten Anleitung auf gewöhnliche Brüche zurüdigeleitet, oder die re du⸗ 
eirten Näherungswerthe, kürzer die Näherungsbrüde 
des gegebenen Kettenbruches gefucht werben. Allein ſowohl zur Ber: 
einfahung als auch zur Prüfung der Rechnung wird es vortheilhaf- 
ter fein, diefe Näherung&bräche der Orbnung nad) aus einander her: 
zuleiten, wobei wir uns auf die Ergebniffe der im Sten Artikel des 
$. 108 gepflogenen Unterfuchung fußen werden. Sieht man nemlich 
die dort betrachteten drei Kettenbrüche als unmittelbar auf einander 
folgende Näherungswerthe eined Kettenbruched an, bie auf gewöhnliche 


Brüche rebucirt a 2, 5 geben, fo kann man, wie in $. 108 


. ähler 
gezeigt wurde, den be ug des Naherungsbruches 7; S peftimmen, 


indem man mit feinem letzten Theilnenner p ben an. bed naͤchſt 
vorhergehenden Näherungsbruches 2 multiplicirt, und zum Pros 
ducte nn Spin * des zweiten vorhergehenden Näherungsbru- 


he X * 7 


Von dieſer Regel kann man jeboch, weil dem zu fuchenden Ni: 
berungsöruche zwei bereit beflimmte vorangehen müffen, nur von 
dem dritten Näherungsbruche an Gebrauch machen. Wollte man 


demnach auch o ben zweiten Näherungsbruch, welcher a +3, 


oder reducir —— u se ‚, aud dem erflen @ berechnen, [o müßte man 
den Nenner veßfeiben auch, in zwei Gliedern darſtellen, alfo 

+1 
—* 5 ſchreiben; welche Form ſofort zeigt, daß der zweite redu⸗ 
cirte Näherungswertb auch nach derſelben Vorſchriſt gerechnet wer⸗ 


den kann, wenn man dem eriten Naherungsbruche die Form — 





146 2. Dauptrüd. 4. Abſchnitt. 
Denn ed iſt F vun ZEN ° Bezeichnet aber ” den 


dem Maherungebruche . unmittelbar nachfolgenden, und p feinen 


legten Theilnenner, fo ift nach $. 108 (5), (6), 

P_N + M 

p' —No+tM 
und zugleich UN-MN=EI ‚ 
daher auch 

N M l 

N msn 

4. Da nad) $. 109 II. der Kettenbruch zwifchen jeden zwei un: 

mittelbar nacheinander folgenden feiner Näherungsbrüche liegt, To 
muß er jedem derfelben näher liegen, als ber eine bem andern; daher 


& 


iR jeder Naberungsbrudy 3 von dem re K weniger als 
vom nachfolgenden Räberungsbruce 7; verfchieden, und fofort iſt, 


wenn man vom Vorzeichen abfieht, Po <um 


Ferner liegt (nach $. 109, ].) der fpätere von beiden Näherungs- 
brüchen dem Kettenbruche näher, als ber frühere, nemlich es ift 


M N af. M N M 
— vr 7 und zugleichift(% — — - —2R — 7 
1 
zw 
Von zwei ungleichen Größen muß aber bie Auhber als ihre 
halbe Summe fein; mithin ift 


Mıı x 11 
—— vw A3 75 


M 
und ſonach muß der Naͤherungsbruch 7 von dem Kettenbruche A 


um mebr als bie halbe Differenz der beiden Näherungsbräche r 


M 1 
und = verfchieden, oder A — 7 > aan fein. 
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Diefe zwei Bergleihungen 
A 1 
—— 
M | 
Kg > gun 
welche außfagen, daß jeder Näherungsbrud von feinem 
Kettenbruhe um weniger als ı getheilt dur das 
Product aud feinem Nenner in jenen des folgenden 
Näher ungsbruces, und um mehr als die Hälfte diefes 
Unterſchiedes verſchieden ift, bieten und ein Mittel bar, 


über den Grab der Annäherung jebes Naͤherungsbruches an den Ket⸗ 
tenbruch abzufprechen. 


Man fieht zugleich daraus, daß ein Näherungsbruch 3 um ſo 
weniger von dem Kettenbruche verſchieden fein wird, je größer 
ber Renner N bes folgenden Näherungsbruched z im Vergleiche ge« 
gen jenen M’ bed erfteren, ober je größer der letzte Theilnenner m des 
folgenden Näherungswerthes 2 iſt. 


Weil (nach 1. dieſes $.) immer NM! if, fo muß 


| l 1 l 
N < M' und vn < MM” daher auch 


M_ı 
K-n< um 


fein. Es ift demnach von einem Kettenbruce jeder 
feiner Näherungsbrühe um weniger verfhieden als 
um ı getheilt durch die zweite Potenz feines Nen- 
ners oder Durch das Product feines Nenners in fi 
feibfl. Diefer Gap lehrt den Grab der Annäherung eined ein⸗ 
jeln, außer Zuſammenhang mit den übrigen, vorkommenden ober 
des legten berechneten Näherungsbruches ſchaͤtzen. 


‚442 2 Hauptſtũck. 4. Abſchnitt. 


$. 112. 


Die Lehre von ben zufammenhängenden. Brüchen erweift fich 
befonders nüglich bei der näherungsmwelfen Abkürzung ge- 
wöhnlicher Brüche, deren Zähler und Nenner große Zahlen find, 
wobei man nemlich folche Brüche mit einer nur geringen Veraͤn⸗ 
derung ihres Werthes durch kleinere Zahlen auszubrüden bene 
fichtigt. 

Dies geichieht, wenn man, gerade ſo als wollte men den 
vorgelegten Bruch (ohne ſich vorher die Mühe des in 8. 69 ge⸗ 
Iehrten Abkürzens desfelben zu geben) in einen zufammenhäsgen: 
den Bruch verwandeln, nach $. 107. die Theilnenner besfelben 
ſucht, und dann die der Drdnung nad auf einander folgenden 
Näherungsbrüche nach S. 110 beflimmt. Diefe Näherungsbrüce 
find die geſuchten möglichſt einfachen gewöhnlichen Brühe, von 
denen jeder dem wahren Werthe des vorgelegten Bruches um fo 
näher kommt, ein je fpäterer er ift. Zugleich find außer ihnen gar 
keine anderen Brüche möglich, welche durch kleiners Zahlen aus⸗ 
gedrüdt wären und doch dem vorgelegten Bruche am Werthe naͤ⸗ 
ber kaͤmen. 


Biöweilen ift ein nur aus wenigen Zheilnennern (Quotien⸗ 
ten) abgeleiteter Naͤherungsbruch dem vorgelegten Bruche äußerſt 
nahe gleich, und zwar dann, wenn fein Nenner bereits zweir ober 
dreiziffeig und der nächfl folgende Zheilnenner beträchtlich groß iſt. 


100008 . 
1. Beifpiel, Es fe 1097064 obme merklihe Weränderung 


feined Werthes abzukürzen. Hier ift . 
1 366 5 1 1 2 1 m. 
102764 : 100000 : 2764 : 496 : 284 : 212: 72:68 : 4. 
u 8292 2480 284 212. 144 68 68. 
170800 234 21 2 ®8® 4 0. 
16584 Ä 


496 
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baher auch | | . 
0,1,38,5, I, L, 8%, ıh 17 
10 1 86 181 ‚az 898 1013 1411 ‚25000 
v1’ T!87 186’ 233’ 009°’ 1941’ 1450’ 25691" 
Bon diefen Nähungshrüchen. kann. mas, wenn keine, gar zu 


große Genauigkeit. erfocherlich it’ flatt des er Bruches 


€ 


100000 nehmen, da er von diefem um weniger ald —— I _ 1. 
493764 . 37.186” 6882 


=29,09015, aber auch um mehr ald 0,00007, bifferirt. 
Wirklich it — 0,972973 
100000 
103764. 91973108, 
baher ihr Unterfhied — 0,000131. 


32.8 eif piel. Die Zahl 8,1415926586, oder der Bruch 
31415926586 
Bu 10000000000: 
werde näherungäweife durch gewöhnliche Brüche dargeftellt. 


Rechnung. $1415926586j 10000000000|3 
1415926536 991148575217 


88514248 88514248115 
530781056 ___88212816]1 


442571240 | 8014321292 
88212816 

‚602864 . 
23292041 
2712888 


797536 
602864 


194672 u. ſ. w. 








Quotienten 83, 7, 18,.1, 292 
1 8.22 838 355 108998. 
Naherungsbrũche —ı 7» T 106° 118" 38100 


„3142 2 Dauptſtũck. a. Abſchnitt. 


$. 112. 


Die Lehre von den zufammenhängenden. Brücken erweiſt fidh 
befonders nüglich bei ber näherungsmweifen Abkürzung ge 
wöhnlicher Brüche, deren Zähler und Nenner große Zahlen find, 
wobei man nemlich folche Brüche mit einer nur geringen Veraͤn⸗ 
derung ihres Werthes durch Pleinere Zahlen auszubrüden. beab- 
fichtigt. 

Die gefchieht, wenn man, gerade ſo als wolit⸗ man den 
vorgelegten Bruch (ohne ſich vorher Die Mühe des in 8. 80 ge⸗ 
lehrten Abkürzens desſelben zu geben) in einen zuſammenhaͤngen⸗ 
den Bruch verwandeln, nach $. 107 die Theilnenner beöfelben 
fuht, und dann bie der Orbnung nad auf einander folgenden - 
Näherungsbräcde nad $. 110 beflimmt. Diefe Näherungsbrüche 
find. die geſuchten moͤglichſt einfachen gewöhnlichen Brühe, von 
denen jeder dem wahren Werthe des vorgelegten Bruches um fo 
näher fommt, ein je fpäterer er iſt. Zugleich find außer ihnen gar 
keine anderen Brüche möglich, welche burch kleiners Zahlen and» 
gebrüdt wären und boch dem vorgelegten Bruce am Werthe naͤ⸗ 
ber kaͤmen. 


Bisweilen ift ein nur aus wenigen Theilnennern (Quotien⸗ 
ten) abgeleiteter Naͤherungsbruch dem vorgelegten Bruche außerſt 
nahe gleich, und zwar dann, wenn fein Nenner bereitd zwei- oder 
dreiziffrig und der nächft folgende Theilnenner beträchtlich groß iſt. 


1000008 . 
l. Beifpiel. Es fei ———; 102764 ohne merkliche Veränderung 


feines Werthes abzukürzen. Hier iſt | 
} 7 Ge SE Be Br Be er 
"102764 : 100000 : 2764 : 496 : 284 : 212 : 72: 68 : 4. 
8292 2480 284 212. 144 68 68. 
17080 .24 212 2 8 4 0. 
16584 
496 
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daher auch 

0,1,3, 5, I, 1, 2,1, 17 
1 0, 1 86 181 217 898 A013. A013 1411 25000 

‘oT’ T!87 186° 2323’ 009° 1941’ 1450’ 25691" 


1@ 


Bon diefen Näpmungshrüchen: kann mas, wenn keine, gar⸗ zu 
große Genauigkrit arforderlich ih’ flatt bes re Bruches 


100000 nehmen, da er von biefem um weniger als — I _ 1 
193764 . 37.186” 6882 


9,0915, aber auch um mehr als 0,00007, bifferirt. 
Wirklich ik = 0,972979 


10000 ein 
103764. ):973108, 


daher ihr Unterſchied —= 0,000181. 


2.8 if piel. Die Zahl 8,1415926536, ober der Brud 
81415926586 
Bu 10000000000: 
werde näherungämeife durch gewöhnliche Bruͤche dargeſtellt. 


Rechnung. 31415926586 | 10000000000|3 
14159265356 99114857527 


88514248 88514248115 
5307831056: 882128161 


442571240] 3014321298 


88212816 
602864 . 


2792041 
2712888 


797536 
602864 


194672 u.f. w. 





3, 7, 3, .1, ..9292 
3.39 388 3855 108998 
1’ 7’ 106 113° 38109 


Duotienten 
Naherungsbrüche 7 


144 Bon den Kettenbrüchen. 
Bon diefen Näherungsbrüchen ift der vierte an weit der fol- 


‚gende Quotient 292 fehr groß iſt, der vorgelegten Zahl 
8,1415926586 
fehr nahe gleich), da er von ihr um weniger als 
_ 1 ___1 _-0,0000008 
113.83102 3740526 
verfchieben iſt. 
Um ben Grab der Annäherung ber einzelnen Näherungsbrüdie 
an die gegebene Zahl beurtheilen zu Fönnen, ‚verwandeln wir fie in 
Decimalbrüche, und ſtellen fie der Ordnung nach zufammen. - 


Gegebene Zahl = 8,1415926536 
| Abfland von der 


gegebenen Zahl 


1. Näherungsbruch 2 =8 +0,14 
2. . = — 8,1428 —0,0013 
8. ; 833 — 8.141509 +0,000088 
| 106 
| 8 _ 
2 _____ 20000000 


8. Beiſpiel. M der Bruch —— m — 
ſp 4 1,9129312 19129312 
abkürzen; fo hat man 

1 21 3 22 
20000000 : 19129812 : 870688 : 844864 : 25824 
19129312 1741376 844864 77472 


19127 Arash 0, BEST 
870688 1715552 25824 70144 
870688 51648 

844864 18496 


1, 21, I, 32 
0’ 131 22° 725 
daher der vorliegende Bruch nahe genug gleich 2 


n 
— — — 


Drittes Hauptitüd. 


Bon den Recmungdarten mit Potenzen und 
urzeln. 


—— — ——— — — 


J. Abſchnitt. 


Von den Potenzen und Wurzeln überhaupt. 
$. 113. 


Das Product, welches entficht, wenn man eine Zahl ein⸗ oder mehr⸗ 
mal mit fich felbft multiplicirt, heißt eine Potenz oder Dignität 
diefer Zahl, wobei nothwendig bie mit ſich felbft zu multiplicirende Zahl 
als unbenannt betrachtet werden muß. Die Zahl, welche mehrmal 
als Factor in ter Multiplication angefegt wird, um eine Potenz 
hervorzubringen, heißt die Wurzel der hervorgebradhten Potenz; 
und die Zahl, welche mit ihren Einheiten anzeigt, wie oft die Wur- 
zel ald Factor in der Multiplication anzufegen fei, um eine Potenz 
bervorzubringen, heißt der Erponent diefer Potenz. 

Snöbefondere wird das Product, bei dem eine Zahl zweimal 
als Factor in der Multiplication angefegt wird, die zweite Po: 
ten; oder da8 Quadrat diefer Zahl genannt; fo iſt z. B. 9 das 
Quadrat von 3; weil 3.39 ift; 36 iſt das Quadrat von 6, 
und allgemein a? ift dad Quadrat von a. Dad Quadrat eis 
ner Zahl wird demnach gefunden, wenn man diefe 
Zahl mit fich felbft multiplicirt. Die Zahl aber, welde 
mit fi felbft multiplicirt werben muß, um ein gegebene Qua⸗ 
drat hervorzubringen, wird die Duabratwurzel beöfelben ge 

Dege Borlef I. Bd. 10 
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nannt; foift z. B. 6 die Quadratwurzel von 36; 7 die Quabrat- 
wurzel von 49, und a bie Quadratwurzel von a*. 


$. 114. 


Wenn man dad Quadrat einer Zahl noch einmal mit der Wur⸗ 
zel multiplicirt, fo wird dad Product die dritte Potenz oder 
ber Cubus (Würfel) diefer Zahl genannt. So ift 5. B. 8 die 
‚dritte Potenz oder der Cubus von 2; weil 2.2.2=4.2=8 iſt; 
37 ift der Cubus von 3; weil 3.3.3=9.3=27; und a* iſt der 
Eubus von a; weil a.a.a=a’.a=a” if. Der Eubus ei. 
ner jeben Zahl wird demnach gefunden, wenn man 
das Quadrat der Zahl noch einmal mit der Wurzel 
multiplicirt. Und eben fo heißt au wieder 2 die dritte 
Wurzel ober bie Gubitwurzel von 8; 8 bie Subiftwurgel von 
37, unda die Cubikwurzel von a®. 


$. 115. 


Multiplicirt man ferner den Cubus einer Zahl noch einmal 
mit der Wurzel, fo erhält man die vierte Potenz oder daß 
Biquadrat diefer Zahl; dieſes wieder mit der Wurzel multipli- 
eirt, gibt die fünfte Potenz, u. ſ. w. So heißt a =a®.a 
‚die vierte, ad=a*.a die fünfte, a =a°. atie fehlte, a“ die 
ante Potenz von a; fo wie a bie vierte Wurzel von a*, bie 
fünfte Wurzel von a°, und die mte Wurzel von a” ‚ge 
nannt wird. 


$. 116. 


Eine Zahl auf die mte Potenz erheben, heißt fonach: 
diefe Zahl m Mal zur Multiplication anfegen, wonach das Product 
bie zmte Potenz diefer Zahl ˖ iſt; und die Zahl m, welche anzeigt, 
wie vielmal die gegebene Zahl zur Multiplication als Factor anzu⸗ 
fegen fei, ift der Erponent der Poten;. 

Und eben fo heißt auch tie mte Wurzel auß einer ge: 
gebenen Zahl ziehen: diefe Zahl in z gleiche Factoren zerlegen, 
und einen folchen Factor nehmen, oder was einerlei ift, eine Zahl 
finden, die m Mal als Factor zur Multiplication angelegt, bie gege: 
bene Zahl zum Vorſchein bringt. 


‘ 
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Damit man alfogleich wiffe, welche Wurzel aus einer ge⸗ 
gebenen Zahl zu ziehen verlangt wird, bebient man ſich des Zei- 
hend V, über welches bie Zahl gefeßt wird, welche anzeigt, im wie 
vielgleiche Factoren die hinter dDiefem Wurzel: oder Radicalzei⸗ 
hen befindfiche Zahl zerlegt werden fol; und jene Zahl wird ber 


Burze lErponent genannt. So ſchreibt man z. B. V 64 =8; 


V 64=4; V 81 38; und lief: die Quabratwurzel aus 64 iſt 
gleich 8; die Cubikwurzel aus 64 ift gleich 4; die vierte Wurzel 
aus 81 ift gleich 3. 

Bei den Duabratwurzeln pflegt man felten den Wurzelexpo⸗ 
nenten 2 ausdrücklich anzufegen, daher wirb jederzeit, wenn fein 
Erponent über dem Wurzelzeichen angefegt iſt, die Quadrat: 
wurzel darunter verftanden; fo fchreibt man 3. B. gewöhnlich 


V a ſtatt Y a. 

Die aus einer Zahl gezogene Wurzel muß dem: 
nah fobefhaffen fein, daß, wenn manfie auf die Po: 
tenz ded Burzel-Erponenten erhebt, bie Zahl unter 
dem Burzelzeichen wieder zum Vorſchein fomme. 

Anmerkung. Wie Potenzen zu adbiren, zu fubtrahiren, zu 
multipliciren, und zu bivibiren find, iſt bereits bekannt, da für 
die Rechnungsarten der algebraifchen Größen mit Erponenten all« 
gemeine Regeln feflgefegt worden ($. 61 bis 67), und die Potenzen 
nichts anber& find, als folhe mit Erponenten behaftete algebraifche 


Größen. 
$. 118. . 


Jede Potenz einer pofitiven Wurzel ift pofitiv; 
was unmittelbar aus den ($. 63) aufgeftellten Regeln der Multiplica- 
tion pofitiver und negativer Zahlen folgt. Erhebt man aber einenega- 
tive Zahl, 3. B.— a, auf die nad) einander folgenden Potenzen, fo ift 

-N=—eaX—a=+r0t; 
-=-a)X-a=r+raX amd; 

NK = a X-a=ta, u |. w.; 
nemlih alle geraden Potenzen einer negativen Wurzel 
find pofisiv, und alle ungeraben find negativ. 

10* 


148 3. Hauptflüd. 1. Abſchnitt. 


Man hat bewegen (-a)* von —a? forgfältig zu unterſchei⸗ 
ten; denn (-’=—-aX-a=tat, und -a=—aX ta. 


$. 119. 
Es folgt hieraus: ‚ 
l. Jede ungerade Wurzel aus einer peofitiven 
Zahl ift pofitiv, und aus einer negativen Zahl ne 
gativ; nemlid 


V-a⸗ =+a, und V-a® =—a., 

II. Hingegen kann jede gerabe Wurzel aus ei 
ner pofitiven Zahl ſowohl pofitiv, als auch nega- 
tiv fein; z. B. V + a* ift ſowohl +a, ald auch — q, weil je 
des mit ſich felbft multiplicirt + a* gibt. Man pflegt daher auch 
bei Ausziehung ber geraden Wurzeln jederzeit beide Zeichen vor ber 
Wurzel anzufegen, wo dann andere Umflände der Rechnungen, in 
denen fie vorfommen, entfcheiten müjfen, welches von beiden Zei: 
hen zu nehmen fei; fo fchreibt man z. B. Y a’—=+a, und zwar 
Va’=+a, wenn es aus onbern Umftänden bekannt ift, es fei 
+ a zum Quabrat erhoben worden; hingegen iſt Va?=— 
wenn es fonft ausgemacht if, daß die negative Zahl a zum Quadrat 
erhoben worben fei. 

II. Sollte aber aus einer negativen Zahl eine gerabe Wurzel 
gezogen werben, fo läßt ſich gar nicht denken, wie aus ber Mul⸗ 
tiplication einer geraden Anzahl negativer Factoren ein negatives 
Product entftehen könnte, und folglich ift es unmöglich, eine foldhe 
Wurzel anzugeben. Solche gerade Wurzeln aus negativen Bahlen 
werden daher eingebildete Cimaginäre) Zahlen genannt; fo 


fd. B.V-a, Va imaginäre Zahlen. 


Dagegen rennt man ale übrigen Zahlen mögliche, wirt 
liche oder reelie*). 


*) Eine genauere Darftellung diefer Lehre findet manin dem Werke: Matzk a 
Wilh., Verſuch einer richtigen Lehre von der Mealität der vorgeblich 
imaginären Größen der Algebra, u. f. w. 4. Prag. (Calve). 1850. 
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$. 120. 

Ein Product wird auf eine Potenzerboben, wenn 
man jeden Factor insbefondere auf die verlangte Potenz erhebt, und 
diefe Potenzen mit einander multiplicirt. 

Denn ed iſt 5. B. (abe) ’—=abe.abe. abe=.a" b*c? Cvermög 
$. 116); eben fo ift 
(abe) "=a”b"c"; 

(73)°=(6 .3.4)?—6°.8°.4°=316.27.64= 373218. 

Und eben fo kann auch umgekehrt aus einem Producte 
eine beliebige Wurzel gezogen werden, wenn man aus 
jedem Factor die Wurzel insbefondere zieht, und diefe Wurzehn mit 
einander multiplicirt. 

So iſt z. B 


Ve Ver Vor=ab; - V 274* var. Va® 284; 
v576=V4..16= V4.V9.vV 16=2.3.4=24. 


s.ı2. > — 

Eine Zahl, welche am Ende Nullen Hat, kann das 
ber zum Quadrat erhoben werden, wenn man nur die be- 
deutenben Ziffern zum Quadrat erhebt, und hinten doppelt fo viel 
Nullen anhängt, als deren die Wurzel hat. 

So tft 3.8. (90)?=(9.10)?=9?. 10°= 81.100 =8100.} 

Eben fo wird aud eine Zahl, die hinten Nullen 
bat, zum Cubus erhoben, wenn man nur die bebeutenden 
Ziffern zum Cubus erhebt, und hinten dreimal fo viel Nullen an⸗ 
bängt, als deren die Wurzel hat. 

So ift 5. 8. (300)?=(3 .100)°=27.1000000=27000000. 

Und fo ift auch wieber umgelehrt 
V 6400660 = V 64 X V 10000=8.100 =800. 


2 2 8 
V 27000=V 27.V 1000=3.10=80. 


‚Hieraus folgt, daß fo oft man ein Quadrat mit 100 multipli« 
eirt, fo oft wird dadurch die Wurzel mit 10 multiplicirt, und fo oft 


148 3. Hauptſtuck. 1. Abſchnitt. 


Man hat bewegen (— a)? von —a? forgfältig zu unterfchel- 
ten; denn (-u)’=—-aX—-a=+ta’, und -a’——aX ta. 


$-. 119. 
Es folgt hieraus: ' 
l. Zede ungerade Wurzel aus einer poſitiven 
Zahl iſt pofitiv, und aus einer negativen Zahl n« 
gativ; nemlich 


V-+a® =-+a, und V-a® =—0 

II. Hingegen kann jede gerade Wurzel aus ei⸗ 
ner pofitiven Zahl fowohl pofitiv, ald aud nega- 
tiv fein; z. B. V + a? ift fowohl +a, ald auch —a, weil je 
des mit fich felbft multiplicirt + a* gibt. Man pflegt daher audy 
bei Ausziehung der geraden Wurzeln jederzeit beide Zeichen vor ber 
Wurzel anzufegen, wo dann andere Umflände der Rechnungen, in 
denen fie vorfommen, entfcheiten müſſen, welches von beiden Zei⸗ 
chen zu nehmen fei; fo fchreibt man z. B. Y a'—=+a, und zwar 
Va’=+a, wenn es aus ondern Umftänden bekannt ift, es fei 
+ a zum Quabrat erhoben worden; hingegen ift Va'=—a, 
wenn e8 fonft ausgemacht if, daß die negative Zahl— a zum Quadrat 
erhoben worden fei. 

II. Sollte aber aus einer negativen Zahl eine gerabe Wurzel 
gezogen werden, fo läßt ſich gar nicht denken, wie aus ber Mul- 
tiplication einer geraden Anzahl negativer Factoren ein negatives 
Product entftehen könnte, und folglich iſt e3 unmöglich, eine ſolche 
Wurzel anzugeben. Solche gerade Wurzeln aus negativen Bahlen 
werben daher eingebildete Cimaginäre) Zahlen genannt; fo 


ſind z. B. — 4, —X imaginaͤre Zahlen. 


Dagegen rennt man alle übıigen Zahlen mögliche, wirk⸗ 
liche oder reelle *). 


*) Eine genauere Darftellung diefer Lehre findet manindem Werke: Mapfa 
Wilh., Verfuh einer richtigen Lehre von der Mealität der vorgeblich 
imaginären Größen der Algebra, u. f. w. 4. Prag. (Calve). 1850. 


Bon den Potenzen und Wurzeln Aberhaupt. 149 


$. 120. | 

Ein Probuct wird auf eine Potenzerboben, wenn 
man jeden Kactor insbefondere auf die verlangte Potenz erhebt, und 
diefe Potenzen mit einander multiplicitt. 

Denn es iſt 5. B. (abe) ’=abe.abe.abe=a?b*c? Cvermög 
$. 116); eben fo ift 
(abe) "—=a”"b"c"; 

(73)°—(6 .3.4)°==6°.8°.4°=316.27.64= 373218, 

Und eben fo kann auch umgekehrt auß einem Producte 
eine beliebige Wurzel gezogen werden, wenn man aus 
jedem Bactor die Wurzel insbefondere zieht, und diefe Wurzeln mit 
einander multiplicirt. 

So iſt z. B 


Vor a Vor Ver—ab; ' V 27a’ var. Vo’ 234; 
v576=V4.9.10= V4.V9.V 16=2.3.4=24. 


$. 121. Br 4 


Eine Zahl, welche am Ende Nullen hat, kann da— 
ber zum Quadrat erhoben warden, wenn man nur die ber 
deutenden Biffern zum Quadrat erhebt, und hinten doppelt fo viel 
Nullen anhängt, ald deren die Wurzel hat. 

So iſt z. B. (90)?==(9.10)?=9*. 10?= 81.100 = 8100.) 

Eben fo wird aud eine Zahl, die hinten Nullen 
bat, zum Gubus erhoben, wenn man nur die bedeutenden 
Ziffern zum Cubus erhebt, und hinten dreimal fo viel Nullen an⸗ 
hängt, als deren die Wurzel hat. 

So ift 3.3. (800)’=(3 .100)’°= 27 .1000000=27000000. 

Und fo ift auch wieder umgelehrt 
V 6400060 =vV 64 X V 10000=8.100 =800. 


s 8 s 
V 2700 =Y 27.V 1000=3.10=30. 


‚Hieraus folgt, daß fo oft man ein Quadrat mit 100 multipli- 
cirt, fo oft wird dadurch die Wurzel mit 10 multiplicirt, und fo oft 
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man ben Cubus einer Zahl mit 1000 multiplicirt, fo oft wirb die 
dazu gehörige Wurzel mit 10 multiplicirt. 

$. 122. 


Soll ein Bruch auf eine Potenz Trhoben werden, 
fo erhebe man den Zähler und Nenner auf die verlangte Potenz. 
So iſt z. B 


a\_a a a _a? 
(2) -. » (vermög $. 116); 


OrJeruor: 


Es wird daher auch umgekehrt aus einem Bruce 
eine Wurzel gezogen, wenn man aus dem Zähler und aus dem 
Nenner die verlangte Wurzel zieht. 


S iſt z. B 
| h 
‚a_V®_T,, s_2 Jaze, 
25 5 8 0" 5 
BZ, 5* en 
& 128. 
Es folgt aus dieſem: 


J. Daß die Potenzen eines echten Bruches immer 
kleiner werden, in je höhere potenzan manben Bruch 


er hebt; denn wenn baiſ, ſo iſt 1 > 3. alſo wenn man Bei 


des mit > multiplicirt, >; 2 x. ” daher auch, wenn man wieber mit 


” multiplicirt, =>; — 

I. Hingegen werden die Potenzen eines Bruches, 

der > ı iſt, immer größer, in je" höhere Potenzen 
%e, man den Bruch erhebt; denn, wenn 5 Kaift, ik 1 < 


23 u. ſ. w. 


a . — ⸗ ._yt. 
z’ folglich wenn man Beides mit J multiplicitt," <5 . 5» und fo⸗ 





4 
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fort auch, wein man wieber mit > multiplicirt, 5 <a 32 7 
uf. w. 

DI. Iſt aber bei einem Bruche der Zähler dem Nenner gleich, 
daher ein folder Bruch gleich der Einheit, fo ift ſowohl jede Po⸗ 
tenz, als auch jede Wurzel von ihm gleich 1. 

IV. Hieraus ift auch zu erfehen, daß Beine Potenz-eines 
eigenttinen Bruches eine ganze Zahl werden ann; 


nemlich wenn ® ; ein eigentlicher Bruch, folglich 5 in a nicht gengu 


a? 
De ge 
eine ganze Zahl fein. Denn denkt man fich den Bruch ; auf feine 


kleinſte Benennung gebracht, fo ift fein Faktor von sin a enthalten; 
fonach kommt auch Fein Factor von 5"ina" vor, und a” iſt durch 5* 
nicht theilbar ($. 69. a. 3). 


a? 
enthalten ift, fo Tann feine der Potenzen * 


$. 124. 

Soll baher aus einer ganzen Zahl was immer für eine 
Wurzel gezogen werden, und iſt letztere Peine ganze 
Zahl, fo kann diefe Wurzel aud fein Bruch fein. 3.8. 
Obfchon V 6 ſein muß ald 2, und < 8, fofann doch kein gewöhn- 
licher Bruch gefunden werben, welcher zu 3 abbirt, volllommen ge 
nau bie Quadratwurzel aus 6 gibt. 

Denn gäbe e8 einen ſolchen Bruch, fo müßte bie Potenz eines 
eigentlichen Bruches eine ganze Zahl fein, was doch (vermög $.128, 
IV.) nicht fein kann. 

Daß man ſich aber dem Werthe einer folhen Wurzel durch Des 
cimalfiellen fo weit nähern Fönne, als es nur immer die Richtigkeit 
einer Rechnung erfordert, wird in der Folge($$.141,146) gezeigt werden. 

$. 125. 

Alte folchen mit WBurzelzeichen behafteten Zahlen, deren Wur⸗ 
zeln ſich nicht vollkommen genau ausziehen laſſen, nemlich bie 
Wurzeln aus unvolllommenen Potenzen, werden irrationale 


3Zahlen genannt; fo find z. B. 2,Vs, 9 irrationale 
Zahlen; im Gegentheile heißen iene rationale Zahlen, ˖wo 


a* 
o « ° a 


* 


132 8. Hauptftüd. 1. Abfchnitt. 
fi) die Wurzel genau audzichen läßt, fo find v9, V 8, vV 64, 
v 64 rationale Zahlen. 

Auch die algebraifchen Größen (Ausdrücke), aus denen fich die 
angezeigte Wurzel nicht genau ausziehen läßt, werden algebrai« 
[he irrationale Größen genannt; fo find z. 8. v a, 


V (a-+z=29, Va°b fo lange irrational, bis man für die Grö⸗ 
Ben, unter dem Zeichen foldhe Zahlen annimmt, daß fih die Wur- 


eB! genau ausziehen läßt; hingegen find V a*, y a°0°?, Va ad. 


gebraiſch rationale Größen, weil ſich die Wurzel genau ausziehen 
läßt; man möge für a und 5 was immer für rationale Zahlen 
feßen. 


$. 126. 


Jede Größe, welhe die Null zum arponenten 
bat, iſt der Eins gleich zu achten; nemlich 20* 


Denn ſo lange m eine ganze poſitive Zahl bedeutet, m 
au" —=ar"— a" (vermög $. 65, Nr. 8); es iſt aber auch 
ar: u = = 1 (vermög $. 72); folglich au a’ = 1 (vermög 
$.12, Grundſatz ID. | | 

Da nun a jede, ſowohl einfache als zufammengefehte Größe 


vorſtellen kann, fo ift auch jede Größe mit dem Erponenten Null 


‚ 0 
ber Eins gleich ; fo ift (2) =1; (d-s)’=1. 


$. 127. 
Jede Größe, die einen negativen Erponenten hat, 


ift gleich einem Bruce, deffen Zähler Eins und der 
Nenner die nemlihe Größe mit dem pofitiven Erpo 


, ] 
nenten iſt; nemlich a’ m 


! 
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Dean a": ad" (nah $. 65, Nr. 3); 


und auch een (vermög $. 79); 





folglich auch a zu. (vermög $.12, Grundſatz ID. 








Und ſo iſt auch umgelebrt— ===”; benn— 


= l:a”= 
ı . 
1: 7 mat, wo a und m wie immer selhafen fein fönnen. 


Diefes gibt uns ein Mittel an die Hand, jeden Brud in, 
Geſtalt einer ganzen Zahl vorzuftellen, oder auch jeden 
Factor aus dem Zähler in den Nenner, und aud dem 
Nenner in den Zähler zu Übertragen, wenn man bei den 
übertragenen Factoren bie Zeichen der Erponenten ändert. So 











a — — —2. a _ — N) 
æ ee 
s’_ar_ x(a’—a)" z’—a  a’zle’—a”)“ a?z 
be? — be? bez! ! p — — 
5 1 _ 5 _ - 
= 5 9 = „= =5.98=5.9 
§. 128. 


Eine Potenz wird wieder zu einerandern Potenz 
erhoben, deren Erponent angegeben ift, wenn man den 
Erponenten der Potenz mit dem angegebenen Erponenten multi⸗ 
plicirt, nemlih (a) = a”. 


Denn (a) =ar.a”.a®.a"...:. 1 I a — are 
Beifpiele 
(a 3a! .a*. —— ad 8, 
Cu DT ul a u a a Re Tas α, 
UN —- re X —arbe—rat"b?c®. 


gm 
) = je; Lara? +2 r=a'%Ka? +)". 


1 3. Dauptfüd. 1. Höfhnitt. 
Auch bei den negativen Erponenten gilt diefe Regel; denn es 
ı\® 1 
if... (a)’= (=) —A = (nad $. 197); 
1 r 
("= m... 

Es ift hier wieder zu merken, daß man bei einer negativen 
Wurzel dad Zeihen — in + verwandeln müffe, wenn ber gegebene 
Erponent, wie im B. 3, eine gerade Zahl ifl. Denn die Bezeich⸗ 
nung (—a”)* ift (vermög $. 118) von — (a")* wohl zu unter: 
ſcheiden; (—a”)* iſt gleich a"; hingegen iſt — ("= —a” 


$. 129. 


Umgelehrt wird aus eintr einnamigen Potenz eine 
Burzel gezogen, wenn man ben Erponenten ber Potenz durch 
den Erponenten der Wurzel bividirt, 


| wemlich —— ſo z. B. iſt ———— 


—XR— b*; vayt Bo 4ay® =+z'y®; 

weil diefe Wurzeln fo befchaffen find, daß, wenn man fie wieder auf 
die Potenz des WBurzeleErponenten erhebt, bie Größen unter dem 
Wurzelzeichen, die Potenzen nemlich, zum Vorfchein fommen. 


$. 130. 


Wenn man was immer für eine zweinamige Größe a+b 
(nad $. 115) zum Quadrat erhebt, fo ill 
(a +5)’ =(a+b)(a+b) =a! rab-+ 5° oder 
(a +D:=a? +2ab + 5°; nemlidh: 

Das Quadrat jeder zweinamigen Größe befteht 

1) aus dem Quadrate bes erfien Theiles, 

32) aus dem doppelten Producte beider Theile, 
und 

3) aus bem Quadrate. des ‚weiten Theiles. 

Setzt man nun 2—4, fü iſt 2ab=2azr und b’= (—z)! 
=+2°; alfo (a—-s)=a'—-2ar+ 2°. 


Bon den Potenzen und Wurzeln überhaupt. 15$° 


Beifpiele 
2 
— D—— 
2 
tat) Set 


a\? a” | 
(ve rt lat; A-1272” ; 
(99)?=(90-+-9)*=8100--1620--81=9801, oder aud) 
(9"=(100—1)"=10000—200--1=P301. 


$. 181. 


Soll eine mehrnamige Größe ins Quadrat erhor 
ben werden, fo fann man fie ald eine zweinamige behandeln, 
indem man alle Glieder außer dem lebten für den erſten, und das letzte 
Glied feibft für den andern Theil derfelben anfieht, diefen zweinamigen” 
Ausbrud fofort nach den Regeln des vorigen Paragraphen quabrirt, 
und dann das Quadrat de erften Theil auf dieſelbe Weiſe behanbelt. 


So ift (+54) *=Lla+5) +c1?=(a+5)?-+2 (a+5) c+e* 
= a’+2ub+5°-+2ac+-2bc-+-c?, ferner 


32 
—E —— | 
(24°? — Sax — 412°) *— 4a" — 12a°c + 9a"? — 160°2*" + 2dax? 
+ 167*. 
(1-42) =1—2z+2’+22°—22°+2* 
=1—-2432°—-2z°+2°. 
(999) = (90099)? = (900-4909) ?=810000-+162000 
-+-8100-+16200-+1620-+81—998001. | 
Eben fit llka +5 te) +al?=(a+5+0’+ 23 Ca+5+c\dta®? 
= a® + 2ab +5°-+ 2ac +20c+c? + 2ad+ 2bd-- — 


u. m. dgl, 


$. 182. 


Man fieht übrigens leicht ein, daß dieſem Werfahren zu 
Folge das Quadrat eines jeden mehrnamigen Au: 
dbrudes befteht: _ 
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1) aus dem Quadrate eines jeben Bliedes in$- 
befonbere, und 

2) aud den doppelten Producten eines jeden 
Gliedes in alle ihm vorangehenden Slieder. 

$. 188. 

Der Eubus einer jeden zweinamigen Größe a+b 
befteht 

1) aus dem Cubus des erſten Gliedes, a°; 

2) aus dem dreifachen Producte bed Quadrats 
des erſten Gliedes in das zweite, 3a*5; 

3) aus dem dbreifahen Producte des Duabrats 
des zweiten Gliedes in daß erfte, 3ab’; und 

4) endlih aus dem Cubud des zweiten Glie— 
des, d°. 

Denn es iſt ($. 114) 
(a4+5) = (a-+5)*.(a-+5)= (a! -+ 2ab+ 5°) (a+6) 

=a’+2a'5+ a5’-+a'b-4 2u6°-b° 
= a°-+- 34254806? -1 5°. 
Sept man d&=-z, fo ifl 9d—=—3a?z; 
sab!'—=3axX (-z)=+3ar’; und (—z)V’=—z°; 
folglich (aa? —Sa’z-+3az’— 2°. 
Beifpiele 

(as— 2”) ’=8a’rz’—12a "2" +6a2 s_.z®. 
(1-2) ’=1—3r-+32°— 


(3.43) =27a} ne 01 
Am)’=(10+1 JB1000-F308-F30-FI=1000-F381 1881. 
(99) *=(90-+9)?=729000-+218700--21870-4-729 
—729000-4+241299=970299 ; oder aud) 
(99) °=(100—1)?==1000000 — 30000-+300—1==970299. 
$. 184. 

Steine mehrnamige Größe zum Cubus zu erheben, 
fo ftelle man fie ebenfalls (wie in$. 181) als eine zweitheilige dar, in- 
dem man alle vor dem letzten flehenden Glieder zum erfien, das legte 
felbft aber zum zweiten Theil annimmt; erhebe fi) nad der eben 
($. 183) aufgeftelten Regel zur dritten Potenz, und wieberhole 
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dasſsſelbe Verfahren, fo lange es nothwendig ifl. So ergibt fich 
(e+b4+-0 °— [(a+b)+<)°® 
= (a45)’-+8(a4+S°’c+8(a+5)c"-+c® 
ze re lar bc Katb)c’+c®; 
(+z-zN)=1+3r432’ 42’ —32°— —— 
+82°—-c'=1432-52’+32°— 2°. 
(989)® = (9004-90-49)? = 729000000-+-218700000 
+ 31 870000-+729000-+-26462700-+2405704729 
= 997002999. 


8. 185. 
Grundfärge. 

1. Wenn man gleihe Zahlen zu gleichen Poten- 
zen erhebt, fo find die’ Potenzen einander gleich; 
erhebt man aber ungleiche pofitive Zahlen zu glei« 
hen Potenzen, fo ift bie Potenz der kleinern Zahl 
auch Fleiner als die anbere. 


Beifpiele 


Gis=5 +3, Benna —= 5, 
alſo auch 62 (8 + 3)*, fo iſt auch ar = b". 
nemlich 61 =235 + 30 + 9. Iſt aber >5, 


fo iſt auch a" > 2”. 
N. Zieht man aus gleihen Zahlen gleide Wur— 
zeln, fo find auch die Burzeln einander gleid. 
Benn man hingegen aus ungleichen pofitiven Zah⸗ 
len gleihe Wurzeln zieht, fo ift jene größer, bie 
aus der größern Zahl gezogen wird. 


Beifpiele 


Es it 64=25-480-49, Ben am 6, 
alſo auch W64=Y (2354-80-49), fo iſt auch Va=V>. 
nemlich V6s=V 543)", ft aber a>b, 


und 8=54+38. fo ift auch Va>Vb. 
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II. Abſchnitt. 


Bon der Ausziehung der Ouadtat- und Cubikwurzel 
. aus zufammengefebten Größen inöbefondere. 


$. 186. 

Wie aus einer einnamigen algebraifchen Größe die Quadrat: 
und Cubikwurzel ausgezogen werben konn, tft bereil8 (in $. 129) 
gefagt worden. 

Damit man aber auch die Quadrat und Eubilwurzel aus einer 
gegebenen Zahl, wenn bie Wurzel nur aus einer einzigen Ziffer 
beftebt, fogleich wiſſen könne, ift e8 erforbtrlih, daß man Die zwei: 
ten und britten Potenzen aller einfachen Zahlen von 1 bis 9 im 
Gedaͤchtniß behalte, wovon die erſtern ohnehin ſchon in dem Ein⸗ 
maleins enthalten ſind. 

Zur kurzen Ueberſicht kann folgende Tafel dienen: 


Wurzeln J 21 sd sea "| 81 9] 10 
Quabdratzahln | 11 A| 9] 161 25] 36] A9| 64] Ssıl 100 
Eubitzahlen | ı| 8| 27! 64| ı125| 216] 3483| 6121 729] 1000 


aus der fhon zu erfehen iſt, daß die Duabratwurzel aus einer Zahl 
von einer ober zwei Siffern, nur aus einer einzigen Ziffer beftehen 
könne, und daß diefe Wurzel, wenn die gegebene Zahl nicht unter 
den Quadratzahlen in der Tafel enthalten iſt, irrational fein müſſe 
(5. 125); ſo iſt z. B. V72>8, und <9, folglich irrational. 
Eben ſo iſt auch daraus zu erſehen, daß die Cubikwurzel aus einer 
Zahl, die nicht mehr als 8 Siem enthält, nur aus einer einzigen 
Ziffer beſtehen könne; fo iſt z. B 


| Voss<ıo, weil 10°==1000; und >>9, weil 9° = 739 tft; eben 


fo ift Vsı>s, und <5. 
. $. 187. 


Wenn aus einer mehrnamigen algebraifden, 


Größe die Quadratwurzel gezogen werben fol, fo kann 
die Größe, wenn fie auch aus noch fo viel Gliedern beſteht, als 
dad Quadrat einer zweinamigen Wurzel angeſehen werden; weil 
(vermög 8. 132) jede mehrnamige Größe, als zweinamig vorgeſtell, 
ins Quadrat erhoben werden kann. 


[4 


Bom Ausziehen der Quadrat⸗ und Eubifwurzel. 159 

Wenn man fi) nun ber Xheile erinnert, aus weldyen bad 
Quadrat einer zweinamigen Größe (+5)! —a?-+2ab+5° zufam- 
mengefegt it, fo ergeben fich für die Ausziehung der Quadratwur⸗ 
zel aus einer mehrnamigen Größe, z. B. aus 

a6 5 — — 12 ab°’-+-40* 

folgende allgemeine Regeln: 
V tree 1 )= =a'-305—20° 


0a bT5a,b, 1 2ab’-H45* |: 2a* 
+60°-90° 


= —4a®6°—1205°-48° |: : (20645) 


744° —1205°-46* 


— 








— —— 


1) Nachdem man dem Ausdrud, deſſen zweite Wurzel zu ſu⸗ 
chen iſt, nach einem Buchſtaben (fallend oder fteigend), ‚hier nach a | 
fallend, geordnet hat ($. 67), ziehe man aus feinem erften Gliede 
a* die Quadratwurzel (gibt a2); diefe fege man als das erſte Glied 
ber Wurzel hinter das Sleichheitszeichen; erhebe fie. wieder zum 
Quadrat, und ziehe dies vom erſten Gliede ab, fo wird es getilgt. 

2) Da nun ferner noch das toppelte Product aus dem erſten 
und zweiten Gliede in dem Refte enthalten fein muß, fo bividire 
man das erfte Glied (6a°5) des Reſtes burch den doppelten gefun⸗ 
benen erflen Theil (242) der Wurzel, dann gibt ber Quotient 
(3ab) dad zweite Glied der gefuchten Wurzel. Mit diefem Gliede 
multiplicire man den Divifor, fo hat ınan das doppelte Product des 
erften Theile in den zweiten (6a*5); ferner multiplicite man eben 
biefes Glied der Wurzel noch mit fich felbft, fo hat man das Qua⸗ 
drat des zweiten Theiles (9u%59); zieht man nun beide von ber ger 
gebenen Größe ab, fo hat man das volfländige Quadrat der gefun- 
denen zweinamigen Größe (a?-+3ab) abgezogen. 

8) Bleibt noch ein Reſt übrig, fo ift dies ein Zeichen, daß 
die gefuchte Wurzel mehr als zwei Glieder habe; man fehe deßwe⸗ 
gen bie fchon gefundenen zwei Glieder als den erften Theil der 
Wurzel an; und da das Quadrat biefed Theile fehon abgezogen 
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ift, fo dividire man wieber den Reſt durch das Doppelte ber ſcon 
gefundenen Wurzel (hier nemlich durch 20645), fo wird der 
Quotient (—25*) das folgende Glied der Wurzel fein. Mit dieſem 
neuen Gliede multiplicire man wieder den Divifor, erhebe badfelbe 
auch zum Quadrat, und ziehe fowohl jenes Probuct ald auch die⸗ 
fed Quadrat von dem Dividendb ab, fo hat man bereits das Qua- 
drat der gefundenen dreinamigen Größe (a!43ab—25°) von ber 
gegebenen Größe abgezogen. Und fo könnte man au, wenn noch 
ein Reſt bliebe, das vierte Glied der Wurzel finden, indem man 
alle bereits gefundenen Glieder ald den erften Theil der Wurzel be- 
trachtet, und den zweiten durch die Divifion mitteld des Doppelten 
aller ſchon gefundenen Glieder ber Wurzel fucht, u. ſ. w. 

4) Wenn nun die gegebene Bröße ein volftändiged Quadrat 
ift, fo wird die bier vorgefchriebene Operation einmal ein Enbe 
nehmen; im Gegentheile aber, wenn bie gegebene Größe kein voll- 
ftändigeö Quadrat fein follte, fo würbe man auch mit diefem Ver⸗ 
fahren nie zu Ende kommen, fondern bie Glieder der Wurzel wür⸗ 
den ohne Ende fortgehen, wie e8 im Beifpiele II. zu erfehen ift. 

Beifpiele 
I. re a sc ie ar 


Ar u |: . 
7 y’ 


ST 
—— 


Vet) 
+z° 





at, : 


as + 
+ — 
0 
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2 a." ı.a*® 
ID. Va-N)=a— 5 Ita oo. 


+a® 





$. 138. 

Penn aus einer mehrnamigen algebraifchen 
Sröße die Cubikwurzel gezogen werben ſollte, fo fließen 
aus den fchon bekannten Xheilen, aus melden ber Cubus einer 
zweinamigen Größe (a-+5)? = a’+3a’b-+3ab’-+5* zufammenge: 
fest ift ($. 188), folgende allgemeine Regeln. 

1) Aus dem erften Sliebe ber gegebenen und (nad) $.67) ge⸗ 
orbneten Größe 5. B. 8a!-+86025+54a5?+270°, nemlich au? 
(84°) ziehe man die Cubikwurzel (2a), fo gibt diefed Glied ben 
erften Theil der gefuchten Wurzel; den Eubus bievon ziehe man 
von ber gegebenen Größe ab. 

3) Da nun in dem Reſte das dreifache Probuct aus dem Qua⸗ 
drate des erſten Theiles, multiplicirt mit dem zweiten enthalten fein 
muß ($. 183); fo bividire man ihn durch das dreifache Quadrat des 
ſchon gefundenen erften Theiles (1249), dann gibt der Quotient (85) 
ben zweiten Theil der gefuchten Wurzel. Mit diefem Quotienten 
multiplicire man ben Divifor, fo iſt dieſes (364“6) das dreifache 
Product aus dem Quadrate des erfien Sheiles in den zweiten. Fer⸗ 
ner multiplicire man das dreifache Quadrat des zweiten Theiles mit 
dem erfien (gibt 54ab?); dann erhebe man auch noch den zweiten 
Theil zum Cubus (gibt 275°); und ba alles died in dem Reſte ent« 
halten fein muß ($. 133), fo ziehe man es von bemfelben gehörig ab. 

Vega Borlef. L Br, 11 
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3) Bleibt nun noch ein Reft übrig, wie im folgenden Beiſpiele 
II., fo ift es ein Zeichen, daß bie Wurzel aus mehr als zwei 
Gliedern beftehe. Man fehe daher die ſchon gefundenen zwei Glie⸗ 
der (22?+ 2) als den erften Theil der Wurzel an, und fuche, wie 
vorhin, den zweiten; man bividire deßwegen ben Reſt durch das 
dreifache Quadrat der fchon gefundenen Wurzel, fo gibt der Quo⸗ 
tient das dritte Glied der Wurzel. Mit diefem Quotienten multi« 
plicire man ben Divifor; das dreifache Quabrat dieſes Quotienten 
multiplicire man mit den vorhergehenden Sliebern der Wurzel; 
endlich erhebe man auch biefen Quotienten zum Cubus, und ziehe 
diefe drei Probucte von dem Divibend ab. Und fo wird dieſes Ver: 
fahren bei jedem nachfolgenden Reſte wiederholt, indem man jeder: 
zeit die fchon gefundenen Glieder der Wurzel ald ben erften Theit 
betrachtet und den zweiten ſucht. 

4) Kommt man nun durch dieſe Operation einmal zu Ende, 
ſo daß kein Reſt mehr übrig bleibt, ſo iſt die gegebene Größe ein 
vollkommener Eubus , wovon die Wurzel gefunden iſt; im Gegen⸗ 
theile aber, wenn bie ‚gegebene Größe fein volltommener Cubus 
fein folte, wie im folgenden Beifpiele III., wird man auch mit 
biefer Operation nie zu Ende kommen. 


Beifpyiele 


1. V @&a°+360°6+54ab’+2769 = 2a+3b 
+8@? 


360°6-+54a5*+275°|: 120? 





+360?b5+54ub?-+270° 
J 0 
II. v Bz'+122°—302*—352°+452°+272°—27) = 2r’+z 
+82° —35 


122°-302*—-352?+452°+372—237 |: 192* 
+122°+ 62°'-+2° 
— 362° %_362°+452°+272— 27 |: 122% +122°+82* 
—362*—36.2°—. 92°-+542°-+272—27 
+ + + - — — 
0 
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8 a 2 352° 1a 
Mm. Va +z9—a+ te 248g 

| $. 189. 

Um bie Regeln zu entdecken, welche uns bei dem Ausziehen 
der zweiten Wurzel aus beſonderen Zahlen leiten, neh. 
men wir folgende Betrachtungen vor. 

1. Waͤre die gegebene Zahl, deren zweite Wurzel wir ſuchen, 
eine dekadiſche Einheit von ungerader Ordnung, ſo daß ihrer einzi⸗ 
gen geltenden Ziffer 1 entweder gar Beine Null, oder eine gerabe 
Anzahl von Nullen folgt, wie 

1, 100, 10000, 1000000, 100000000,... 
fo ergäbe fi ihre Wurzel, da (nach $. 121) jeden zwei Nullen 


zur Rechten einer zweiten Potenz eine Null am Ende ihrer Wurzel 


entfpricht, und weil (nach $. 123, IID, jede Potenz und Wurzel 
von ı ſelbſt wieder 1 ift, gleich 
1, 10, 100, 1000, 10000,... 

nemlich gleich einer befabifchen Einheit, gefchrieben mit 1 und der 
Hälfte ber Nullen, welche die gegebene Zahl befigt. S 

3. Iſt aber die Zahl, deren zweite Wurzel gefunden werben 
ſoll, Seine befabifhe Einheit ungeraven Ranges, fo liegt fie ge: 
wiß zwiſchen zwei unmittelbar nach einander folgenden folchen deka⸗ 
difchen Einheiten, daher befindet fih auch, weil (nach $. 185, 
Srimbfag ID der größeren Zahl immer eine größere zweite Wurzel 
zukommt, ihre zweite Wurzel zwiſchen den zweiten Wurzeln diefer 
dekadiſchen Einheiten, und wird, weil jede folche Einheit die kleinſte 
von allen jenen Bahlen ift, welche eben fo viel Ziffern wie fie beſi⸗ 
gen, mit fo viel Ziffern als die kleinere aus diefen Einheiten gefchrier - 
ben. — Sol z. B. bie zweite Wurzel ver Zahl 21881376 gefucht 
werben, fo wird fie, ba dieſe Zahl zwifchen 1000000 und 100000000 
liegt, zwiſchen 1000 und 10000 Liegen, daher mit 4 Ziffern ge: 
fchrieben werden. 

"8. Um nun zuvörberfl Die an der höchſten Stelle, hier an jener 
der Raufende, ftehende Ziffer oder die ganzen Tauſende unferer 
Wurzel zu ermitteln, erheben wir nach und nad) bie, blos ganze 
Zaufende in fich faffenden Zahlen N 

1000, 2000, 8000, .. . 6000, 10000 
11 * 
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zur zweiten Potenz, wobei und die Tafel der Quadrate einziffriger 
Zahlen ($. 136) gute Dienfte leiften wird, und vergleichen dieſe 
Potenzen mit ber gegebenen Zahl, immer beachtend, daß (nad) 
5. 135, Grundſatz II) die’ zu fuchende Wurzel größer ober Bleiner 
als eine diefer Zahlen fein muß, je nachdem die vorgelegte Zahl grö- 
fer oder Heiner ald die zweite Potenz berfelben Zahl ift. Hiebei fin- 
den wir nun, baß die gegebene Zahl 21381376 zwifchen ben zwei⸗ 
ten Potenzen der Zahlen 4000 und 5000, nemlich zwifchen 16000000 
und 25000000, baher die verlangte Wurzel felbft zwifchen 4000 
und 5000 liegen, und fofort aus 4000 nebft einem Anhange, der 
fein ganzes Zaufend beträgt, beftehen muß. 

4. Die zweite Potenz diefer aus den zwei hellen 4000 und dem 
noch unbefannten Anhange beftehenden Wurzel muß nun, weillvermög 
$. 117) jebe Zahl bie zweite Potenz ihrer zweiten Wurzel ift, der ge 
gebenen Zahl 21381376 gleichen. Allein diefe zweite Potenz befteht 
(zu Folge $. 180) vorerſt aus der zweiten Potenz bed erfien und ber 
kannten Theild 4000 der Wurzel, nemlid) aus 16000000, welche 
fonach in der gegebenen Zahl gewiß enthalten fein, und daher von die⸗ 
fer abgezogen, in dem entfallenden Reſte 5381376 die beiden noch 
übrigen Beftandftüde ber zweiten Potenz der Wurzel liefern muß. 

b. Dem gemäß begreift diefer Reſt in ſich zunaͤchſt das zwei⸗ 
fache Product beider BBurzeltheile, oder dad Product aus dem zwei: 
fachen erfien Theile der Wurzel in den zweiten, folglich ift in ihm 
diefer zweifache erſte Wurzeltheil, hier 2 Mal 4000, nemlich 8000, 
wenigftend fo oft enthalten, ald der noch unbelannte zweite Wurzeltheil 
Einheiten in fich faßt. Bedenken wir zugleich, daß dieſer noch zu ſu⸗ 
chende Wurzeltheil unter Tauſend fallen, alfo der vollen Hunderte 
nicht mehr als 9 befigen darf; fo werden wir, wenn wir ben Reſt 
5381376 durch den zweifachen befannten Wurzeltheil 8000 dividi⸗ 
ren, und nur den Stellenwerth der höchfien Ziffer des Quotienten 
beftimmen, an dieſem Xheilquotienten, hier 600, eine Zahl erhalten, 
die wenigftend nicht Eleiner als der zu fuchenbe Wurzeltheil fein tann. 
— Sollte hiebei, wie ed zuweilen ſich ereignet, diefer Theilquotient 
größer als 900 auffallen, fo würden wir ihn, weil der zu fuchende 
Wurzeltheil nie mehr als 9 volle Hunderte in ſich faflen kann, offen- 
. bar nur immer gleich 900 annehmen. 
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6. Bisher fanden wir, daß die zweite Wurzel, welche wir 
beftimmen follen, höcftens aus 4000-4600 nebft einem Anhange, 
welcher fein ganzes Hundert mehr beträgt, beftehen kann. Sehen 
wir den bekannten Wurzeltheil 4000-600 als ihren erften Theil 
an, und bedenken wir, daß in ber gegebenen Zahl 21881376 zu. 
nächft die zweite Potenz dieſes Wurzeltheild, und da er felbft wie- 
der aus zwei Theilen 4000 und 600 zufammengefeht ifl, die zweite 
Potenz feined erflen Theil 4000, .nemlich 16000000, folglich, weil 
wir biefe bereitö abgezogen, in dem entfallenen Reſte 5381876 die 
zwei weiteren Beftandtheile dieſer Potenz enthalten fein müffen: 
fo werden wir gegenwärtig von dem Reſte 5381876 ſowohl das 
Product des zweifachen erften Theild, 8000, mit dem andern Theile 
600, nemlich 4800000, als aud) die zweite Potenz, des andern 
Theils 600, nemlich 360000, und zwar fogleich beide Stüde mit ein- 
ander, ober ihre Summe 5160000 abziehen, woburd der Reſt 
221376 fich ergibt. Hier machen wir jedoch die Bemerkung, daß 
von den ebin berechneten zwei Subtrabenden der erfie 8000 Mal 
600, der andere. 600 Mal 600, daher ihre Summe nichts anders 
ald 8000 und 600 Mal oder 8600 Mal 600 iſt; weßwegen wir 
diefe Summe 5160000 leicht finden können, wenn wir zu dem zulebt 
verwendeten Divifor 8000 den gefundenen Theilquotienten 600 
abbiren, und ihre Summe 8600 mit eben dieſem Xheilquotienten 
ober. neuen Wurzeltheile 600 multipliciren. — Sollte dieſes abzu⸗ 
ziehende Product, was nicht felten geichieht, größer ald ber vorige 
Reſt ober gegenwärtige Minuend ausfallen, fo märe daraus zu 
fchließen, daß ber ald Xheilquotient gefundene Wurzeltheil zu groß 
if, daher fchrittweife um eine Einheit in feiner höchſten Stelle ver- 
mindert, und neuerdings der vorbefchriebenen Behandlung unter: 
worfen werden muß. 

7. Sehen wir gegenwärtig den Inbegriff der bereits berechne- 
ten Wurzeltheile 4000 und 600, nemlich 4600,. wieder ald den er- 
ten Beſtandtheil der zu fuchenden Wurzel an, fo werben wir durch 
ibn, da feine zweite Potenz von der gegebenen Zahl 21381376 be: 
reits gänzlich weggenommen worben, aus bem gefundenen Reſte 
2831376 den Stellenwerth der nächft kommenden Wurzelziffer offen- 
bar auf diefelbe Weiſe beftimmen, wie wir im Vorhergehenden aus 
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bem Wurzeltheile 4000 und dem Refle 5381376 den folgenden 
Wurzeltheil 600 berechneten. Denn in dem gegenwärtigen Refte 
221376 ift gleichfalls das Product des doppelten fchon befannten 
Wurzeltheilt 4600, nemlich 9200, und des noch zu fuchenden, fein 
volles Hundert betragenden, Anhanges enthalten; daher werben wir 
nur zu unterfuchen haben, wie oft 221376 die Zahl 9200 enthält. 
Da die hier vorzunehmende Divifion zum Stellenwerthe ber höch⸗ 
fien Ziffer deö Quotienten höchſtens 20 bietet, fo erkennen wir, 
daß ber noch unbelannte Theil der Wurzel nicht mehr als 2 volle 
Zehner in fich faßt ; Daher diefe Wurzel felbft aus 4600-420 nebft 
einem Anhange befteht, der feinen ganzen Zehner mehr beträgt. 
Nehmen wir ſonach von der gegebenen Zahl zuvörderſt die zweite 
Potenz bes bekannten Theild 4600-420 ihrer zweiten Wurzel, oder 
da wir von ihr bereit8 die zweite Potenz des erſten Theils 4600 
weggenommen, von dem erhaltenen Reſte 2213876 das doppelte 
Product beider befannten heile, 2.4600.20 ober 9200.20, und 
bie zweite Potenz bed zweiten befannten Theils, 20.20, alfo im 
Ganzen 9220.20 oder 184400 hinweg, fo finden wir den Reft 
36976. | 

8. Dividiren wir nun noch zur Beflimmung der letzten Ziffer 
ber zu fuchenden zweiten Wurzel, indem wir und von benfelben 
Gründen wie früher verleiten Iaffen, den Reſt 36976 durch den zwei- 
fachen befannten Wurzeltheil 4620, nemlich dur) 9240, fo erhal- 
ten wir ben Quotienten 4, welcher die legte Ziffer der Wurzel ge- 
wiß nicht übertreffen kann. Bereinigen wir fofort, zur Bildung der 
Summe bed Productes 2.4620.4 oder 9240.4 und der Potenz 
4.4, mit dem Divifor 9240 den ermittelten Quotienten 4, multi- 
plichren mit biefem die gefundene Summe 9244, und ziehen dad Pro- 
duct 36976 von dem vorigen Reſte 36976 ab, fo bleibt und nichts 
weiter Übrig, zum Beichen, baß 4624 die verlangte zweite Wurzel 
der vorgelegten Zahl 21381376 ifl. 

9. Die hier ausgeführte und erläuterte Rechnung läßt ſich fol« 
gender Maßen zufammenftellen. 
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V31381376 — 4000-4 600+ 20 -+ 4=4624 
16000000 4600 | 


5881976: 9008 . 4620 
5 160000 8600 4624 
231376: ?*20 
184400 9220 
86976: 9:*2 
36976 924% 
[1] 


10. Bedenken wir endlich noch, baß bei den Beflimmungen 
der einzelnen Ziffern der geforderten zweiten Wurzel die vorkom⸗ 
menden Nullen, weil fie nur dazu dienen, ben geltenden Ziffern 
ihre gehörigen Stellen zu bewahren, gänzlich befeitigt werben 
fönnen, zumal ba fich leicht genau ermitteln läßt, welche Plaͤtze 
jenen geltenden Ziffern eigentlich gebühren, und daß überdieß für 
die Berechnung einer neuen WBurzelziffer mehrere der Endziffern der 
gegebenen Zahl gar nicht in Anfpruc genommen, und jebeömal von 
den unmittelbar vorher außer Acht gelaffenen Ziffern bie beiden 
böchflen verwendet werben; fo fönnen wir obige Rechnung, indem 
wir die entbehrlichen Ziffern auslaffen, auch in folgender, nunmehr 
für ſich verflänblichen, Form fchreiben. 

v 213813764624 











2213 : 922 
1844 


86976 : 9244 
36976 


0 





$. 140. 
Alles dies wohl erwogen, gibt für bie Ausziehung der 
"Quadratwurzel aus was immer für einer Zahl (z. B. aus 
21381376) folgende allgemeine Regeln. 
1) Man tbeile die vorgelegte Zahl von der Rechten 
gegen biekinte in Claſſen von je zwei Ziffern ein, nem- 
ih 21138113176; wobei für die legte Claffe links auch nur eine 
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eine Ziffer übrig bleibt, wenn die gegebene Bahl eineungerade Anzahl Zif⸗ 
fern hat ; fo muß die Quadratwurzel aus fo viel Ziffern beſtehen, al8 Claſ⸗ 
fen vorhanden find, und. überdies flehen auch die Ziffern der gegebenen 
Zahl, wie fie zu jezweien in Gebrauch genoramen werben, von einander 
gefondert da. 

2) Da nun das Quadrat von der höchften Ziffer der Wurzel 
in der eriten Claſſe links (21) ganz enthalten fein muß ($. 144, 
Nr. 3), fo ziehe man aus diefer oberften oder erften Elaffe 
die Nuadratwurzel, oder wenn ed feine volllommene Quadrat: 
zahl ift, fo nehme man die nächft Bleinere Quabratzahl (16), und 
ziehe die Wurzel daraus (4), fo hat man auf diefe Art die höchfte 
Ziffer der Wurzel gefunden, welche hinter dem Gleichheitözeichen 
angefeßt wird. Diefen gefundenen Theilder Wurzel erhebe man wie 
der zum Quadrate, und ziehe es von der erften Claſſe ab. 

8) Da in bem Reſte (5), 21 388|18|76=4624 
nachdem ihm die erfte Ziffer der 16 
zweiten Glaffe (3) beigefchrieben, 538 : 86 
und fo die Zahl 53 gebildet worben, 516 





das doppelte Product aus ber 2213 : 922 

fchon gefundenen Ziffer der Wurzel 1844 

in die nächſt folgende Ziffer, ganz. 36976 : 9244 - 
enthalten fen muß ($. 144, 86976 
Nr. 2); fo frge man zu dem Reſte 0 


bie erfte Ziffer (8) der nächft folgenden Claſſe herunter, bividire 
diefe Zahl (58) durch das Doppeltederfhon gefundenen 
Wurzelziffer (dur 4.2=8), fo iſt der Quotient (6) die zweite 
gefuchte Ziffer der Wurzel, welche nicht blos neben der ſchon gefun- 
denen Wurzelziffer, fondern aud) neben dem Divifor rechts angefeßt 
wird, wonach man auch noch die übrige Ziffer (8) der zweiten 
Claſſe dem Reſte beifchreibt; den vorher vermehrten Divifor (86) 
wird man hierauf mit dem Quotienten (6) multipliciren, und 
das Product (516) ven dein ganzen Dividend (538) gehörig abzie- 
ben; wie es in dem angeführten Beifpiele zu erfehen if. Man 
kann das Eırflärte aber auch fo verrichten, daß man zu dem Hefte 
(5) ſogleich beide Ziffern der folgenden Claſſe (38) auf einmal here 
unter fest, und Diefes (538) durch das Doppelte der ſchon gefunde: 
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nen Wurzel, jeboch dergeflalt dividirt, daß die letzte Ziffer (8) von 
der Divifion audgefchloffen bleibt. 

4) Befteht nun die Wurzel aus noch mehr Siffern, fo fehe 
man die fchon gefundenen Ziffern (46) als den erſten Xheil der 


Wurzel an, und fuche wie vorhin den zweiten Theil; man fee 


daher zu dem Reſte (22) die folgende Claſſe (13) herunter, und di⸗ 
vibire died (2218) durch dad Doppelte der fehon gefundenen Wur⸗ 
zel (92), fo daß wieder die legte Ziffer (3) von der Divifion frei 


- bleibt; auf diefe Art gibt der Quotient (2) die britte Ziffer der ges 


ſuchten Wurzel. Diefen Quotienten hänge man wieder rechts an 
den Divifor an, multiplicire den vermehrten Divifor (922) mit dem 
QDuotienten (2), und ziehe das Product von dem Dividend gehörig ab. 

5) Und fo wird zu jedem Reſte die nächft folgende Elaffe herun⸗ 
ter geſetzt ‚ durh das Doppelte der [hon gefundenen 
Wurzel fo dividirt, daß die letzte Ziffer fret bleibe; 
der Quotient zu den fchon gefundenen Ziffern der Wurzel hinzuge- 
fügt, auch rechts an den Divifor angehängt, fobann ber vermehrte 
Divifor mit der gefundenen Ziffer der Wurzel multiplicirt, und das 
Product von dem Dividend abgezogen. 

6) Sollte irgendwo das Product aus dem Quotienten in den 
vermehrten Divifor zu groß audfallen, und nicht von dem betreffen 
den Dividend abgezogen werden koönnen, fo ift dies ein Zeichen, 
daß der Quotient zu groß angenommen worben fei, unb vermindert 
werben müffe. In dem folgenden Beifpiele Nr. 1 bei ber erſten Dis 
vifion muß man fagen, 4 in 16 geht 3 Mal, während ed doch bei 
der gewöhnlichen Divifion 4 Mal ginge. Es ift aber bei der Auszie⸗ 
bung der Quadratwurzel ſtets rathfam, den Quotienten anfangs 
lieber zu groß, als zu Plein anzunehmen, weil man nach gefchehener 
Subtracfion nicht fo gefchwind wie bei der gewöhnlichen Divifion 
entfcheiden kann, ob der Quotient nicht zu Flein angenommen worben fei. 

7) Sollte irgendro das Doppelte der fhon gefundes 
nen Wurzel in dem betreffenden Dividend nicht ent- 
halten fein, fo muß in der Wurzel an ter Stelle des Quotienten 
eine Null gefegt werben ; dann fielle man zu dem Reſte nody beide 
Ziffern der naͤchſten Elaffe herunter, und fahre mit der Operation auf 
die vorgefchriebene Art fort, wie ed im Beifpiele Nr. 2 zu erfehen ifl. 


- 
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8) Sind nun bereitö alle Elaffen herunter gefeßt, und es gebt 
die legte Subtraction genan auf, fo ift dies ein Zeichen, daß bie 
gegebene Zahl eine volllommene Quadratzahl fei, von ber die gefun- 
dene Zahl die Wurzel ift. Bleibt aber bei der legten Subtraction 
noch ein Reſt übrig, wie im Beifpiele Nr. 1, fo iſt dies ein Zei⸗ 
chen, daß die gegebene Zahl fein vollkommenes Quadrat, und folg- 
lich die Wurzel diefer Zahl eine irrationale Zahl fei ($. 125), ber- 
geftalt, daß die gefuchte Wurzel zwifchen ber gefundenen, 238, und 
zwifchen der um eine Einheit vermehrten Zahl, 289, ald zwifchen 
zwei befannten Grenzen liegen müſſe. 


Beifpicele 


Ne 1. | Nr. 2. 
V slsel76 = 238 V 65|48j0464|00 ⸗ 80920 
— —— 
168 43 148 : 16 
129 14804 : 1609 
3976 : 468 14481 _ 
3744 32364 : 16182 
233 Reſt _32864 ' 
0 
$. 141. 


Um fi aber auh dem Werthe einer irrationalen 
Burzel durch Decimalfiellen nad Belieben nähern 
zu können, verfahre man auf folgende Art. 

ı) Man hänge an die ge — | 
gebene Bahl Cim neben fehenden Yaaııs = 761 
Beifpielean 1415), oder was einer: er 
lei ift, man hänge, nachdem alle 469 
vorhandenen Claſſen ſchon herun- 4600 : 746 
ter geſetzt find, an ben legten Reſt __4476__ 

(a6) eine Elaffe, d. i. zwei 12400 : 752 

Bullen an, bividire dies (4600) durch das Doppelte der ſchon 
gefundenen Wurzel (74), fo ift der Quotient (6) abermal eine Ziffer 
der Wurzel. Da aber dieſe Wurzel (vermög $. 121) zehnmal ſo groß 
ift, als die gefuchte, weil durch das Anhängen zweier Nullen das 
Quadrat mit 100 multiplicirt worden if, fo dividire man biefe 
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Wurzel durch 10, nemlich man fehneide von diefer Wurzel rechts 
eine Decimalfielle ab, fo hat man bie gefuchte Wurzel bis in die 
Zehntel richtig gefunden. 

2) Bil man biefelbe genauer haben, fo hänge man abermal 
an den Reſt (124) eine Claffe Nullen an, und dividire dies wie: 
ber durch das Doppelte der fchon gefundenen Wurzel (752), ohne 


auf die Decimalftellen Acht zu geben, fo wird der Quotient aus erſt 


angeführter Urſache Hundertel bebeuten, und folglich) die zweite 
Decimalftelle der gefuchten Wurzel fein. 

3) Und fo Pönnte man ſich, ohne Ende fort, der Wurzel im- 
mer mehr nähern, wenn man jederzeit an den Reſt eine Claſſe Nul- 
Im anhängt, und ihn fodann durch das Doppelte det fchon gefun- 
benen Wurzel dividirt, ohne jeboch jemals zu einer folchen Wurzel 
zu gelangen, die mit fich felbft multiplicirt , die ‚gegebene Größe 
volfommen zum Vorfchein bringt. 


Beifpiele. 


V sla6|95 = 186,2 Vs = 2,236 

1 4 

246 : 28 100 : 42 

334 84 

2295 : 866 1600 : 448 

2196 | 1829 
9900 : 3722 27100 : 4466 
7444 26796 
23456 Reſt. 804 Ref. 


Auf die® Art ift nun im legten Beiſpiele 5 > 2,236, aber 
auch Y 5 < 2,237; fest man bie Ausziehung ber Wurzel weiter fort, 
fo findet man V 5> 2,23606797, und V 5 < 2,38606798, u. f. w. 


$. 142. 

Wäre aus einem Decimalbruche, oder auch aus 
einer ganzen Zahl nebft einem angehängten Deck 
malbrude, die Duabratwurzel zu ziehen, fo beobachte 
man Folgendes. 

1) Man hänge hinten eine Null an, wenn ber Decimalbrud) 
eine ungerade Anzahl Decimalftellen haben follte; laſſe dann das 
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Komma außer Acht, und ziehe die Quadratwurzel, ald wenn man 
es blo8 mit einer ganzen Zahl zu thun hätte. 

2) Da aber durch die Auslaffung des Komma bie gegebene 
Zahl mit 1, nebft fo viel angehängten Nullen, als Decimalftel- 
len vorhanden find, multiplicirt wird ($. 102); fo wird eben da⸗ 
durch die Wurzel mit ı nebft halb fo viel angehängten Nullen mul⸗ 
tiplicirt ($. 121). Man fchneide daher von ber gefunde- 
nen Wurzel fo viel Decimalftellen ab, als in ber 
Zahl Decimalclaffen vorhanden find, fo bat man 
die verlangte Wurzel. 

3) Sollte man die Wurzel mit mehr Decimalftellen beflim- 
men, fo hänge man an den lebten Reſt eine Claſſe Nullen, und 
verfahre ülgigend,,. wie es (in $. 141) gefagt worden iſt. 

LER % 


Beifpiele x 
V5lva,jsalssieı — 24,889 - Wo,9als0 — 0,971 
4 81 


194 : 44 1880 : 187 
176 1309 
1882 : 488 2100 : 1941 
„La 1941 
. 48388 : 4868 | 169 Reft. 
389 
488921 : 48769 
488921 
N) 
® 
$. 148. 


Iſt endlih aus einem gewöhnlihen Bruce bie 
Duadratwurzel zu ziehen, fo muß diefelbe ($. 122) aus 
dem Zähler und aus dem Nenner gezogen werben. Nur fann man 
ſich die Arbeit erleichtern, wenn der Nenner irrational ift, indem 
man den Zähler und Nenner Mn tem Nenner multiplicirt, woburd) 
derfelbe rational wird; fo u z. B 
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Oder ‚man verwanble ben ‚gegebenen Bruch in einen Decimal- 
bruch, und ziehe die Wurzel (nach $. 142). So iſt z. B 


r 
—53* V 0,375 = V 0,8750 = 0,61... 


6. 144, 

Zur Fefiftelung der Vorfchriften, nach denen aus befondes 
ren Bablen die dritte Wurzel gezogen wird, nehmen wie 
folgende Betrachtungen vor. 

I) If die Zahl, deren dritte Wurzel verlangt wird, eine befa- 
difche Einheit, die mit 1 und einer durch 8 theilbaren Anzahl nach⸗ 
folgender Nullen geſchrieben wird, wie 

I, 1000, 1000000, 1000000000, . - . 
fo iſt ihre dritte Wurzel, weil (nach 8. 121) jeden brei, am Ende 
einer dritten Potenz ſtehenden Nullen eine Nut am Schluffe ihrer 
Wurzel entfpricht, und ($. 128. III) die dritte Wurzel aus ı felbft 
wieder ı ift, gleich einer dekadiſchen Einheit mit. dem dritten Theile 
der Anzahl der vorhandenen Nullen, nemlich 
1,.10, 100, 1000,. 

2) Wenn aber die Bahl, aus der bie dritte Wurzel gezogen 
werben fol, Beine, mit einer durch 8 theilbaren Anzahl von Nul⸗ 
len fi) endigende, dekadiſche Einheit ift, fo Liegt fie ficher zwiſchen 
zwei unmittelbar auf. einander folgenden folchen Einheiten; baber 
ihre dritte Wurzel ($. 135, Grundſatz ID zwiſchen ben britten 
Wurzeln diefer Einheiten liegen, folglich aus eben fo viel Ziffern 
ald die Pleinere von beiden beftehen wird. Iſt z. B. die dritte Wur⸗ 
zel aus der Zahl 408518488, welche zwifchen 3000000 und 
1000000000 liegt, zu ziehen, fo wird felbe zwifchen 100 und 1000 
liegen, . folglich mit 8 Biffern gefchrieben werben. 

8) Bedeutet aber die höchfte Ziffer der zu fuchenden Wurzel 
Hunderte, fo wird man ihre Anzahl finden, indem man ber Ord⸗ 
nung nad) die Zahlen 

. 100, 200, 300, . . . 900, 1000, 
etwa mit Benützung der in $. 186 aufgeftellten Tafel der Cubik⸗ 
zahlen von einziffrigen Zahlen, zur britten Potenz erhebt, und mit 
diefen die gegebene. Zahl 408518488 vergleicht, wobei man erwägt, 
‚daß ihre dritte Wurzel zwifchen jenen zwei von obigen Zahlen lies 


⸗ 
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gen muß, zwiſchen beren dritte Potenzen dieſe Zahl feibft faͤlll. 
Da im gegenwärtigen Halle die gegebene Zahl zwifchen 313000000 
und 512000000, den britten Potenzen der Zahlen 700 und 800, 
liegt; fo muß die zu fuchende dritte Wurzel aus 700 nebft einem 
Anhange beftehen, der Fein volles Hundert beträgt. 

4) Der dritten Potenz diefer, aus zwei Xheilen, einem be: 
kannten (700) und einem unbekannten, zufammengefesten britten 
Wurzel muß jedoch, weil (zu Folge $. 117) jebe Zahl der beitten 
Potenz ihrer dritten Wurzel gleicht, die gegebene Zahl 408518488 
gleich fein; folglich muß in biefer zunaͤchſt die dritte Potenz des 
erfien Wurzeltheils 700, nemlich 343000000, volfländig enthalten 
fein, und dann werben, wenn man von ihr biefe Potenz hinweg 
nimmt, in bem fich ergebenden Reſte 65518488 bie noch übrigen 
drei Beſtandſtücke jener dritten Potenz vorlommen. 

5) Unter diefen drei Beſtandſtücken befindet ſich nun vor allem 
ba8 Product aus der breifachen zweiten Potenz des erfien Wurzel- 
theil6, nemlich au8 8 . 700° oder 1470000 in ben zweiten Theil. 
Unterfuchen wir daher, wie oft in dem Refle 65518488 bie drei- 
fache zweite Potenz des bekannten Wurzeltheild, 1470000, enthalten 
it, fo finden wir, indem wir jene Zahl durch dieſe dividiren, den 
Stellenwerth der höchften Ziffer des Quotienten gleich 40; : baher 
der noch unbelannte Wurzeltheil nicht mehr als 4 volle Behner 
enthält, und die verlangte Wurzel aus 700-1-40 nebft einem, feinen 
ganzen Zehner betragenden, Anhange vefteht. Sollte kei einer fol 
chen Theilung des Meftes durch die dreifache zweite Potenz bes be: 
kannten Burzeltheild der Quotient größer ald 90 audfallen, fo wür⸗ 
den wir ihn, da der zu fuchende Wurzeltheil nicht mehr ald 9 volle 
Zehner in fich halten darf, jederzeit blos gleich 90 annehmen. 

6) Da die zu fuchende dritte Wurzel aus einem befannten 
Theile 700-440 und einem noch unbelannten zufammengefegt tft, 
fo muß bie gegebene Zahl zunächſt die dritte Potenz des befannten 
Theils, und weil biefer felbft zweitheilig, und die britte Potenz feines 
des erfien Gliedes 700 bereits abgezogen ifl, ber Reſt 65518488 bie 
brei übrigen Beflanbtheile der dritten Potenz bed bekannten Wur⸗ 
zeltheils 700-440 enthalten. Aus diefem Grunde werben wir von 
befagtene Reſte abziehen : erſtens das Probuct der dreifachen 
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zweiten Potenz des erften Theils 700, in den zweiten 40, nemlich 
3. 7002. 40 = 1470000. 40 = 58800000, 

welches wir finden, indem wir den gebrauchten Divifor 1470000 

mit dem lebt gefundenen Murzeltheile 40 multipliciren; zweitens 

ba8 dreifache Product des erften Theild 700 in die zweite Potenz 

des anderen 40, nemlich 3 . 700 . 40?== 3860000; und brittens 

die dritte Potenz des zweiten Theils, nemlich 40°= 64000. Am ber 


quemſten ift es, diefe 3 Subtractionen (nad) $. 24) durch Ergänzung 


auf einmal zu verrichten, wonac der Reſt 3294488 entfällt. 
Sollte die hier vorzunehmende Subtraction, was fehr oft gefchieht, 
nicht ausführbar fein, weil der Subtrahend zu groß ausfiel; fo gibt 
died zu erfennen, daß ber zulett beſtimmte Wurzeltheil zu groß ift, 
folglich allmälig um eine Einheit in feiner höchften Ziffer zu verrin- 
gern, und neuerdings zu verfuchen kommt, bis fic endlich Die Sub⸗ 
traction vollbringen läßt. 

7) Da nunmehr die beiden befannten Theile 700 und 40 der zu 
fuchenden dritten Wurzel wieder in einen einzigen 740 vereinigt, und 
derfelbe ald ihr erfler Theil angefehen werben kann, fo werden wir - 
aus ihm und dem zuleßt erhaltenen Reſte 8294488 den nächſt kom⸗ 
menden Burzeltheil auf dieſelbe Weile fuchen, wie wir aus dem 
Theile 700 und dem Reſte 65518488 den folgenden Wurzeltheil 
40 beflimmten. In diefer Abficht werden wir nemlich ben legten Reft 
32394488 durch die dreifache zweite Potenz ded bekannten Wurzel- 
theils 740, nemlich durch 3 . 740° oder 1642800 dipidiren, wo⸗ 
nach wir den erhaltenen Quotienten 2 als nächften Wurzeltheil be» 
tradhten. Aus den ſchon früher angewendeten Gründen werben wir 
von bemfelben Reſte wieder folgende drei Zahlen abziehen, nemlich er- 
fen s das dreifache Product der zweiten Potenz bes erflen Theils 
740 mit dem zweiten 2, d. i. 8.740?.2 oder 1642800.2— 3285600, 
zweitens das dreifache Product des erften Theils mit der zweiten 
Dotenz des andern Theil 3 . 740 . 2° = 8880, endlich drittens 
die dritte Potenz des zweiten Theils, 3° 8. Da diefe Subtraction 
Null zum Reſte gibt, fo erfehen wir, daß 742 bie verlangte britte 


Surzel der vorgelegten Zahl 408518488 ifl. 


8) Die hier vollbrachte Rechnung laͤßt ſich auf folgende Weiſe 
zuſanmenſtellen. 
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8 . 
V 408518488 = 700 + 40 + 2 = 742 
348000000 740 
65518488 : 1470000 743 
58800000 
3360000 
64000 


83294488 : 1642800 
3285600 
8880 
8 


0 . 

9) WBefeitigen wir noch, indem wir blos mit ben ‚geltenden 
Ziffern rechnen, diejenigen Nullen, die diefen geltenden Ziffern ihre 
Stellen anweifen, und fchreiben wir in ben Reft jedesmal von ben 
nachfolgenden Ziffern nur bie drei höchften in Anfpruc zu nehmen- 
ben, fo ſtellt fich unfere Rechnung, wie folgt, dar. 


8 
V 408518488 — 743 | 
848 
65518 : 147 
588 
336 
64 
8294488 : 16428 
32856 
888 
8 
0 


$. 145. 
Alles dies in Betrachtung gezogen, gibt für die Ausziehung 


der Cubilwurzel aud jeder mit noch fo viel Ziffern gefchrie 


benen Zahl (3. B. 408518488) folgende Regeln. 

I) Man theile die gegebene Zahl von ber Rechten 
gegen die Linke in Elaffen von je drei Ziffern ein, wo—⸗ 
bei die lebte Glaffe links auch nur eine, oder zwei Ziffern erhalten 
kann; fo wird die Wurzel aus fo viel Ziffern beftehen müffen, als 
Glaffen vorhanden find, und ed werben die Ziffern fo abgefonbert 
fein, wie fie zu je breien der Rechnung beigezogen werben. 
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4) Da mm ber Subld der Yöchien Biffer der Wurgel in Wer 
erſten Alaſſe Unks (in sös)renthatten fen muß @. 04, Ar. 6), 'fo 
zie he Kat au dDiefer'erften Claſſe die 'Gubrtwurgel; 
ober werm ſie keine vollkommene Eubikzahl iſt, fo uchme man ſdie 
nachſt Heintere Gubikzahl (348), ziehe Die Wrrtgel daraus 7), fo 
gibt dies die volle Biffer der geſuchten Wurzel; ven Tubus hievon 
ziehe man von ver erſten Claſſe ab; (348 von 408’bleiben:66.) 


3 
8) Da in dem Reſte (65) Y 40815181488=:742 
nebft der linken Ziffer der folgen „_I343___ 
den Glaffe (5) das dreifache Pro, “ 95518 : 147 
duct aus dem Quadrate ber ge⸗ 386 
fundinen Ziffer in die naͤchſt fol- 64 
gende Biffer, enthalten fein muß 3204488 : 16488 
($. 144, Rt. 5 und 9); fo-fehe 82856 





man zu dem Reſte die erſte Ziffer sss 
der folgenden Claſſe herunter (655), 
und bivibire diefes Durch das drei⸗ 0 


fache Quadrat der fchon gefundenen Wurzel (147), fo iſt der 
Quotient (4) die zweite Biffer der gefuchten Wurzel, wonach man 
auch noch Die beiden übrigen Ziffern (18) der folgenden Slaffe her⸗ 
abſetzt. Man Tann jeboch auch die ‚ganze folgende Claſſe (518) auf 
anmal zu dem Reſte (65) herabfchreiben, jeboch muß man dann 
bei der Divifion die zwei legten Ziffern (18) bed. Divi— 
dends außer Act laffen. 

Sodann multipficire man mit dem Quotienten (4) den Di: 
vifor (4.147 = 588); ferner multiplicire man das dreifache Fua⸗ 
drat des Quotienten mit dem ſchon gefundenen erſten heil 
(8. 42.7386); endlich erhebe man auch den Quotienten (4) zum 
Eubus (64), feße diefe drei Probucte, welche dem Fruͤheren 
($. 144, Nr. 6) gemäß tin vem Dividende enthalten fein mäffen, fo 
unter einander, daß immer das folgende um eine Stelle weiter 
zur Mechten gerüct wird, und ziehe fie (nad) 8. 24) uh Er 
gänzung von dem Dividend ab. | 

4) Zu dem Reſte (3294) fee man die nächft folgende Claſſe 
(488) herunter, ſehe bie fchon gefundenen Ziffern (74) als den 

Bega Vorleſ. 1.8: 13 


% 
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erften Theil der Wurzel an, und fuche wie vorhin ben zweiten 
Theil; zu diefem Ende dividire man den Reft (8294488) durch das 

dreifache Quadrat ber fchon gefundenen Wurzel (3.74°=16498) der⸗ 
geſtalt, daß wieder die legten zwei Ziffern (88) von der Diviften frei 
bleiben, fo ift der Quotient (2) die dritte Ziffer der gefuchten Wurzel; 
mit diefem Quotienten wird der Divifor multiplicirt (2 . 16428 
—82856); fodann multiplicire man auch das dreifache Quabrat 
beöfelben mit ben vorigen ſchon gefundenen Ziffern der Wurzel 
(8.22.74—888); endlich erhebe man auch den Quotienten zum 
Cubus (2°=8); addire diefe drei Producte, wie vorhin, zufammen, 
und ziehe ihre Summe von dem Dividend ab, u. f. w. 

5) Sollte irgendwo die Summe von ben drei Producten zu 
groß ausfallen, und von dem Dividend nicht abgezogen werden 
tönnen, fo ift dies ein Beichen, daß der Quotient zu groß anger 
nommen worden fei, und daher vermindert werben nräffe. 

Wäre aber irgendwo der Divifor in bem betreffenden Divi⸗ 
dend gar nicht enthalten, fo muß in der Wurzel an der Stelle 
bed Quotienten eine Null gefebt werden; dann fehrelbe man noch 
eine Claſſe herunter, und verrichte die Divifion nach der erfl vor 
gefchriebenen Art, wie es im folgenden Beifpiele Nr. 1 zu erfehen iſt. 

6) Sind nun auf diefe Art alle Claſſen fchon herimter gefeßt, 
und e8 geht die letzte Subtraction ohne Reſt genau auf, fo ift die 
gegeberte Zahl eine vollkommene Cubikzahl; bleibt aber bei der letzten 
Subtracttion noch ein Reſt übrig, wie im Beilpiele Nr. 2, fo ift 
die gegebene Zahl Feine Cubikzahl, und die gefuchte Eubifwurzel 
daher eine irrationale Zahl, welche hier zwifchen der gefundenen Zahl 
(620), und der um eine Einheit vermehrten (621), als zwifchen zwei 
Grenzen liegen muß. 

Beifpiele 


, Nr. 1. j Nr. 2. 
V 181 0961512 =508 V 238| 868 | 596620 
125 216 _ 
6096 : 75 22368 : 108 
6096512 : 7500 216 
60000 78 
9600 8 
512 40596 : 11583. 


0 40596 Ref. 





Bom Ausziehen der Quadrat⸗ und Cubikwurzel. 179 


$. 146. 


Bill man ſich einer irrationalen Eubilwurzel 
durch Decimalftellen nähern, fo hänge man an die gegebene 
Zahl, oder was einerlei ift, an den legten Neft eine Claſſe Nullen, 
und fuche auf bie vorgefchriebene Art noch eine Ziffer der Wurzel. 
Da aber durch dad Anhängen einer Claſſe Nullen die Zahl mit 1000 
multiplicirt, und folglidy dadurch ihre Cubikwurzel zehnmal fo groß 
wird, als die gefuchte ($. 131), fo dDividire man die gefundene Wur⸗ 
zel durch 10; d. i. man fchneide recht8 eine Decimalftele ab, und ed 
ift die Wurzel bis in die Zehntel richtig gefunden. Und fo können 
nad Belieben noch mehr Decimalftellen der Wurzel gefunden wer- 
ben, indem jedesmal an den Reſt eine Claſſe Nullen angehängt, und 
bie folgende Decimalftelle gefucht wird. 

Beifpiele 
3 


3 
vV 4l8237=16,9 v 102,15 
1 — 
3837 : 3 2000 : 12 
18 12 
108 6 
216 | 1 
731000 : 768 739000 : 1828 
6913 6615 
3888 1575 
729 1235 _ 
191 Reſt. 61625 Reft. 
$. 147. 


Iſt aus einem Decimalbrude, oder auch aus einer 
ganzen Zahl nebfl einem angehängten Decimalbrude, 
die Cubikwurzel zu ziehen, fo hänge man an den Decimal- 
druch hinten eine oder zwei Nullen an, fo daß immer die Anzahl der 
Decimalftellen burdy 3 theilbar werde; bann ziehe man die Cubik⸗ 
wurzel, als wenn es blos eine ganze Zahl wäre, und fchneibe in der 
Wurzel fo viel Decimalziffern ab, ald Decimalclafien vorhanden find, 
fo ift dies die verlangte Wurzel. Denn durch die Auslaſſung des 
Komma wird die Zahl fo oft mit 1000 multiplicist, ald Decimal- 
claffen vorhanden find; folglich ift die Cubikwurzel eben fo oft mit 

13 * 
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10 multiplichht worben ($. 121); daher muß felbe auch wieder fo 
vielmal durch 10 dividirt werben, was durch die Abfonderung fo vie- 
ler Decimalziffern, als Claſſen vorhanden find, bewerkftelligt wird. 

Uebrigens Tann man, wenn die Wurzel mit noch mehr Decimal- 
ſtellen verlangt werden ſollte, felbe nach Belieben beſtimmen, indem 
man an den Reſt jedesmal eine Claſſe Nullen anhängt, und die folgende 
Decimalziffer (nach 8. 146) fucht. 


Beifptele 
Uro 95719444, 14 U 0,15841600—0,836 
4: 512 


0957 : 48 73600 : 192 
48 576 
12 8216 
1 97 
20356944 : 5048 "12818000 : 20667 
20172 124002 
1968 8964 
: 64 2316 
0 822944 
$. 148. 


Benn aud einem Bruce, deſſen Nenmer ein unvollfom- 
mener Eubus iſt, bie Eubilwurzel gezogen werben foll, 
fo kann der Renner rational gemacht werben, wenn man Sähler und 
Renner mit dem Quadrate bed Nenners multiplichtt. So iſt z. B 

8 
vs _ ve 16 _®,80 780 za 


I _ va 39089 _ | 0772. 
ET Te 


Dder man verwandle den Bruch vorher in nen Decimalbrad und 
siehe die Eubifwurzel (nach $. 147). 

Anmerlung. Wenn man eine Tafel der Muahruit-und 
Cubikzahlen befist, kann die Ausziehung der Quadrat web Eu⸗ 
bikwurzel um Vieles erleichtert werben. Denn da dergleichen Ma⸗ 
fein gewoͤhnlich die Quabrat- und Cubikzahlen aller WBurzelä von 
ı bis 1000 enthalten, fo wie die dieſem Werke angehängten, fo 
findet man in benfelben jebedmal die drei erſten Ziffern von ber 
verlangten Wurzel, ed möge die vorgelegte Zahl, aus welcher Die 
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Wurzel gezogen werben fol, aus was immer für einer Anzahl Bif- 
form beftehen, und entweber blos eine ganze Zahl fein, ober auch 
Decimalftelen bei fidy führen. 3. B. wenn aus 34,6858 bie Cubik⸗ 
wurzel zu ziehen ift, fo hänge man hinten fo viel Nullen an, baß die 
Decimalfiellen fich genau in Claſſen eintheilen laſſen ($. 147), und 
fehe fie blos für eine ganze Zahl an, nemlich für 84685800. Run 
findet man in der Tafel der Cubikzahlen die naͤchſt kleinere Cubik⸗ 
zahl 34645976, und ihre Wurzel 8265 daher find bie drei erſten 
Siffern der gefuchten Wurzel 3,26; fubtrahirt man nun dieſe Eur 
bikzahl 84645976 bon 34685800, fo iſt der Reſt 39824. Will man 
aber diefe Wurzel mit noch mehr Decimalftellen haben, fo bivibire 
man biefen Ref, nachdem man. ihm brei Nullen angehängt hat, 
durch das dreifache Quadrat der fchon gefundenen Wurzel, und ber 
fahre überhaupt nach & 145 und 147. 


UI. Abſichnitt. 


Von den Wurgelgräßen und ihren Rechnungsarten. 
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Alle diejenigen Größen, welche mit Wurzelzeichen behaftet find, 
werben indgefanmt Wurzelgrößen (Rabicale) genannt, und es 
werben bier vorzüglich jene darunter verflanden, bei denen ſich die 
Wurzel nicht genau ausziehen läßt, z. B. 


v3 Vab*, Vbe, u. dgl. 

Böurzelgrößen, bei denen ber nemliche Wurzel» Erponent vor⸗ 
kommt, werden WBurzelgrößen von ber nemlichen Benennung 
genannt; im Gegentheile find fie Wurzelgrößen von verſchiede⸗ 
ner Benennung. So find 5, B. b, Vabe, V7ry Wurzel⸗ 


größen von gleicher Benennung; hingegen find v5, v 5, v a von 
verfchiedenes Benennung. 
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Jede Burzelgröße kann, im erforderlichen Falle, als 
eine Potenz mit einem gebrochenen Erponenten ge 
fhrieben werben, wenn man dem Erponenten ber Größe un- 
ter dem Zeichen den Burzel-Erponenten als Nenner unterfchreibt. 


Denn es iſt ($. 129) Ve a, wo m und n was immer für 
Zahlen vorſtellen konnen; eben ſo if 


Va? =; Vabt=ab; Ze !_z9=(a? 2" ; 
-ı 'ı -ı 
—* = z? —=V ala! 29) =>a az! ) . 


Und fo kann auch wieder umgekehrt jebe Potenz, die 
zum Erponenten einen Bruch bat, mitdem Wurzel: 
zeihen gefchrieben werben, wenn man ben Nenner als Er: 
ponenten der Wurzel, und ben Zähler als Erponenten der Größe 
unter dem Burzelgeißgen anſetzt. So iſt z. B 

& 3 : 8 5 
a=Vat; be=V (Wo; (a—z) =V (az); 
_. —2 
7 — 1 1 
2 (a? -:. „= 
Ä Vorzar 7,57 5 
V (at —r")* 


(a—z°) 
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Benn man bei einer Burzelgröße ſowohl den 
Erponenten der Wurzel, als auch den Erponenten 
der Potenz unter dem Beihen mit der nemlihen Zahl 
multiplicirt, oder dividirt, fo bleibt die Größe um 


geän b ext, nemlich —— 


= 
Denn a” 24 at Var (vermög $, 180); 


oder wenn p= 7 5 ſo iſt —X Var. 


3.8. fo ift — Va}; ; Va’ an. 
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Wurzelgrößen, bei denen die Größe unter dem 
Beihen fih in folde Factoren zerlegen läßt, daß 
einer oder mehrere von ihnen volllommene Potenzen 
nach bem Burzel:Erponenten find, können zum Theil 
rational gemadht werden, wenn man auß den Factor 
ten, welde volllommene Potenzen find, die Wur— 
zeln zieht, und felbe als Zactoren außer bem Zeichen 


anfest; 2. V (abe) =acV b. 
- = 1% iı Ä 
Denn V (a”be’”) = a" b"c"—= act 6” Wermog $. 120), und 
L m m m 
= —V b (nad) $. 150) ;folglih UV Ca"dc!”) =aetV b. 
Beifpiele. 


Vassn=V a.8.00.D=20V 2); 
3V Bar) =SV (2.4.0°a.d".d)=6ab’ V (2ab); 
2V (ray ray a’ (NV (a’— x”); 


V(8a’c+6abc+35: 3 =V Bela! 20559) = (a+b)V 3e. 

Durch diefe Abkürzung können zuweilen verfchiedene irrationale 
Burzelgrößen gleihartig gemacht, daß ift, dergeſtalt 
verwandelt werden, daß fie unter dem Wurzelzeichen volllommen 
gleiche, und vor demfelben gleichnamige Größen enthalten. So z. B. 
fcheinen die Ausdrüde 35V 8a? und 4V/ 18455 ungleichartig zu fein; 
zerlegt man aber die Zahlen unter bem Zeichen in Fartoren, und zieht 
aus den rationalen Factoren die Wurzel aus, fo iſt SV Bud = 
8SV 2.4.0%.0=6a V 2b; und 4 V 180?5=4V 2.9.0%.b= 12aV 25; 
folglich find nun 6aV/ 25 und 12aV 25 gleichartige Glieder, fo daß 

fie in ein Glied zufammen abbirt werben können; 

83V Sa!b-H4V 18a!b=18aV 2b. 

$. 158. 

Und umgekehrt Fönnen die Größen vor dem Wur: 
zelzeihen unter bad Zeihen gebradht werden, wenn 


188 2 Seunikäch 3, heit, | 
fie auf die von dem Wurzel» Erponenten angegebene Potenz 
erhebt, und die Größen unter dem Zeichen damit multiplicirt. Es 
ift nemlich 

m n 1 En — 
AVν . ασ V, Say 2a=V.18u®; 

a 8 
Va — ir (80-809) ; 
(—z)V (at) =Y Ta-z)Ha-fr) = Var zr) (a2). 
Hiedurch laͤßt fich eritfcheiden, welche von zwei Wurzelgrößen ber 
nemlichen Benennung, bie vor und unter bem Zeichen verfdrtedene 
Größen haben, die größere fei; ſo iſt . B 7 8 V 8; weil 
av 7=V38, und SVS=LV 27 iſt. 


$. 154. 

WBurzelgrößen von verſchiede ner Benennung bön: 
nen ohne Veränderung ihres Werthes auf gleiche Be 
nennung gebradht werden, wenn man fie als Potenzen mit 
gebrochenen Exponenten vorſtellt (& 158), dann biefe gebrochenen 
Erponenten auf-gleiche.- Benennung bringt, und. endlich. ſolch⸗ mieder 

als Wurzelgrößen anfchreikt. 


Feif.ni ale 


ı 1 6 6 
fus 2* 2 Vr2VSV 
2 1. 2 6 ei 
Vs- 3 —=5=V5'’=V23 
ı © 12 12 
VI a8’ W3°= V 724 
& \ . 12 12 
Vν V V—s 
21282 12 
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Mittels diefer Kebuction der Wurzelgrößen läßt fich auch entfchei- 
den, welche von zwei Wurzelgrößen verfchiedener Benennung die 
größerefe. So iſt z. B. V s> yı ; weil y sy 135, und 
V 1= v 13]. 
$. 155. 


Burzelgrüßen werben abdirt und ſubtrahirt, 
wenn man fie durch das gewöhnliche Additions und Subtractions⸗ 
zeichen mit einander verbindet, und die etwa vorhandenen gleichartigen 
Glieder (nad) $. 61) reducirt. — Zuweilen werben aber erſt dann 
gleichartige Glieder erhalten, wenn man die Wurzelgrößen von glei« 
her Benennung (nash.$. 15%) abliezt. 


Beifpiele 


V 845 v 8=ı12 v 8=24 2 
V50—vı8=5V3—3V2=3Y 23 


Yısa® +V4aab— Varb— V 540% 


—=320Y 25+ 22V 6— oV b— 30V 20=aV b-aV 2b 
3y cıeVı8) —Y C(ı2V 2) 2V (16.3V2)—Vla.8V 3) 


=8VEVY)-2V EVD =EV-aVD=EV Vis=6Vis 
3V + 16V )—aV Cı+V 20) 
3 VBaFW SD —aVu4VE5 
=6V a-HYH)—V Hays =ı1Y (I+2V5) 
$. 156, 


Sind Wurzelgrößen mit einander zu multipli- 
ciren, fo müffen fie zuerfli auf gleiche Benennung gebracht werden: 
dann multiplicire man fowohl die Größen unter dem Zeichen, ale 
auch die Zactoren vor dem Zeichen mit einander. Es ift nemlich 

- 2 13 4 2 ma mn 
avb.cvd =a”. cd" = ach” d”" = ac". Vd“ 
= * (8" d®). 
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Beifpiele 
3/6.41y2=12/ 12 =34/3 
Vz: v6=5%9. 721651944 
20 6983VVο. VJ (aV5).6V 3=6V (EV5) | 


3/2 * 10).2/ 6 ViIo)= 6//’C10V/ 1000) —6V 10.1060. 
Diefes Verfahren gilt auch, wenn einer oder beide Factoren mehr⸗ 
namig fein follten. 
28.60-VN=uVs—ayal 

„ay/be . BVYab—Vc) =3Sa/ ab!c—a/be'—=3ab/ ac-—ac/ b 
(Va+tvVb).(Va—vVb)=va—Vatva—-Vb"=a—b 
sv3.3/ AHV Y=15 V (+12 VD 30 varıv? 


3va+tıvV9. aV(6+2V9) 
— 12V (124499424 3-+8V 97) 
12V 86+4/9-+24,/ 3) 
= 12 /(9..4+4/9-+6. 473) Ä 
= 2a/wm tt 7B1. 


' $ 157. 


Bei der Divifion der Wurzelgrößen bringe man fie 
ebenfalls auf gleiche Benennung, und dividire einerfeits die Größen 
unter dem Wurzelgeichen, und andererfeits die Factoren vor dem 
Wurzelzeichen durch einander; dazu fann man den Divifor unter den 
Dividend in Geſtalt eine Bruches fchreiben und ihn abfürzen. 


Beifpiele 


vavs=G=vy=vi=i 
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2 v32 7 2 


= y9— VMi. 
2 ⸗ 216 8 
2 6 
2 V6:309= 7 iv alVz 
sv 8 81 
V(o-4) ⸗ 
—— 
(at+z)Ka—z) _ —— V (a—:z) 
*⸗ (a2) —"atz V (are) 
8 
9 98 3739 3248 3 
9: ve My V 86. 
v6 v6 
Befteht der Nenner aus zwei Gliedern, und es erfcheinen 
bloſe Quadratwurzeln darin, wie fich der Fall in der Geometrie 
öfters ereignen wird; fo kann ein folder Nenner rational ge 
macht werben, wenn man im Nenner das Zeichen eines Gliedes 
ändert, und mit biefem geänderten Nenner fowohl den Zähler als 
den Nenner des Bruches multiplicirt. So iſt z. 8. 


__b ____dbVa-Ve)  _bVa-bVz 
Vetvz (VotVss(Ya-Vae) a-z 
s+V7 (B-VN)(a+V6) 12-43V 64V 74V 42 





1 VE — (-Vo)atve) 16 
__8___EV 8-V9) _8V B-VDCHV) 
— 8-v5 — @-VB)aHV» 

_2V B—-vV5) HBVc5-5Vd 
— 9—5 


=6yV ($—V5)+2V (15—5V5). 

Wäre ein folcher Nenner dreigliebrig, fo ändere man bie 
Zeichen von zwei Gliebern des Nennerd, und multiplicire mit bie: 
fem geänderten Nenner fowohl den Zähler ald den Nenner des Bru⸗ 
ches; dadurch erhält man einen zmweinamigen Nenner, den man 
wieber wie vorhin rational machen Tann. 3.8. 
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aVve+3V10_ __(2V6F3V ID(SW2HVS—V5) 
syva—vs+V5 —(sVa—vV3-+V5)C8yYa+V3—V5) 
12/3+18V5—9V2-+-V 80 
= 10-215 
_ctaV3+18V 5—9V 24V 80)(10—2Y 15) 
(10--2V 15) (10—3V 15) 
__7V 80-27 V5—15V 8—30V 2. 
— 10 
Und auf ähnliche Art Fönnte man auch verfahren, wenn ber 
Renner mehr Glieder haben follte. 


$. 158. 

Die Multiplicationund Divifion ber imaginären 
Größen gefchieht zwar nach benfelben Regeln, wie bie den übrigen 
Wurzelgrößen ; man pflegt aber gewöhnlich die Multiplication der 
Größen unter dem Wurzelzeichen nicht wirklich zu verrichten, ſondern 
nur anzubeuten, Damit man jederzeit vor Augen habe, daß die Wur⸗ 
zel aus dem Producte negativ genommen werden muß. So iſt z. B. 

vV-axXV -a=V (-axX-d=V (-D=—a, oder 

= V-’=—a 

Würde man aber bie Multiplication wirklich verrichten, fo wäre 
V-axV-a=VYHta=ta, obſchon augenfheinlid hier nicht 
+ a angenommen werben darf, weil die Wurzel hieraus Ya, 
und nicht — a gibt, wie ed doch fein follte. Eben fo ift auch 

av —b.ev -d=avV(—-IX-D=ax—vbd=—ac/ bi, 
wo die Quadratwurzel aud da wieder negativ zu nehmen ift, weil 
das Product aus zmei negativen Factoren entflanden ifl. Ueberhaupt 
ift es nur damals mwillfürlich, die Wurzel eined geraden Erponenten 
aus einer Größe pofitiv, ober negativ zu nehmen ($. 119, II.), wenn 
es noch unbeftimmt ift, aus welchen Sactoren, pofitiven ober nega- 
tiven, das Product entflanden fei. Iſt es hingegen beflimmt, daß 
das Product aus zwei negativen Factoren entflanden fei, wie es bei 
V (-bX—a) der Zall ift, fo muß auch die Wurzel negativ ges 
nommen werben, nemlih (Y (—5X— D=—vVbd; und fo.müßte 
auch umgedehrt die Wurzel, + dd, pofitiv genommen werden, 
wenn ed befannt wäre, daß das Product ud bei V (+65 x aus 
pofitiven Factoren entflanden ift. 
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Um ſich vor Irrungen zu fiern, iſt es wohl am rath- 
famften, bie unter dem Wurzelzeichen eines geraden Wurzel-Erponenten 
ftehenden negativen Zahlen in zwei Factoren, von denen der eine — 1 ifl, 
aufzulöfen, beiden das Wurzelzeichen vorzufegen, und wenn ed an» 
geht, aus bem andern Bactor wirklich die Wurzel ziehen. So wird 
mn V-ainVaVY—ı,udY—ıinyYAaV —ı ode 
21 —ı verwandeln. Da bei diefer Geſtaltung ber imaginären 
Zahlen in vorzunehmenden Multiplicationen beliebig vieler Fac⸗ 
toren nur die imaginäre Zahl V —ı mit fich felbft mehrmal zu 
multipliciten fein wird; fo hat man nur folgende Potenzen von 
V—ı zu malen. | | 
V-D'=V-LhV —-D’=—ı, V-D’=(V—NY?X 
V-1=-V—-lı V-D'=I[( - DI =V=1; 
da man, wenn eine höhere Potenz als bie 4te verlangt werden 
follte, von dem Erponenten, fo oft es angeht, offenbar bios 4 
Einheiten wegwerfen wird. 
Beifpiele 
aV —bd.cV -d=aV ba. —ıXcVdV —-ı1=acV ba V —1)* 
=acdV d —ı) 
=—acdV b 
aV dd.cV -d=aV bdX cVd.V — 1=acdV db. V—ı 
AV —H)A— V—2)=A+V3.V —DA— VI. V—D 
=164+4V3.V —1—4V3.V —i4+8=19 
(V 23V 28H V -6)=(V2+V2.V—DCS+V6. V—N) 
= 3V23-+3V 32. —ı+23V 3. —1—3V 3 
= 3VYI—2V 3-8 Va--2 VI) V —ı 
V-a:Va=Vab.V—:Va=Vb.V—ı 
V—-a:V —b=Va.V—-1:Vb.V—ı=Va 
—3+V—-5 (—-3+1V5.1—D ($-V5./V —I) 


stv = sIvs.V-Da-V5V-—-ı) 
_—9H+3V5.V—143V5.V—145 _—446V5.V—1 
mr 9+5 14 


72 +8V5:V— 

— 7 

(14V Il V -B)=C—1+ 138.1 -D-1—V8 UV —I) 
=14+3=4 
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(-1FrV-9’=(-14V3./D° 

= — 143/383. —-149-318, 7 —1=8 
(-1- V-3’=(—-1-V3.Y_—D’ 

= — 1—-3/3.7 - 14943138. —1=8. 
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Wurzelgrößen werden zu Potenzen erhöben, wenn 
man die Größen außer und unter dem Zeichen nach dem angege 
benen Erponenten zur Potenz erhebt. Es ift nemlid: 


avi = (a. 


= ı * 

Denn es iſt av = — (ab")" (vermög $. 129) = a®b 
Cermoͤg 5. 128) = av (vermög $. 150). So ift 3. B. 
VB) 9 /ab®; (v3 a)’ =V 27a°; 
[38V (a*— 2%] ?=27 V (a’_ =”) 
=27Y (a’— 2°)? (a? — 2°) —=27 (a2) V(at—e®). 

Wäre nun eine Wurzelgröße auf die Potenz ihres 
Wurzel-Erponenten zu erheben, fo erhebe man nur bie 


Größe außer den Zeichen, Pr d multiplicte die mit ber Sröße 
unter dem Zeichen. So iſt z. B 


(wvViy=arVb—ar.b=arh 


4/ 2),°:—64.2=128; (avb)’=a% 
By 3) =—27; ee 


A-+H1VSP=14yY5 +2 _— + v5. 


$. 160. 

Und umgekehrt wird aus einer Wurzelgröße 
wieder eine andere Wurzel gezogen, wenn ıman aus 
ber Größe vor dem Zeichen, und aus ber Größe unter dem Zeichen 
die verlangte Wurzel zieht; was jedoch Fürzer gefchehen Tann, 
wenn man vorher die Größe vor dem Zeichen (nach $. 153) unter 
dad Zeichen wirft, und dann den WBurzel-Erponenten ber gege 
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benen Größe mit dem Erponenten ber gefuchten Wurzel multiplicirt. 
So iſt z. B. 


Yan ame "Vo 
varımayvoio= yo Va 


22Y * 15. 

Insbeſondere iſt VVYa = Va, Via= = Va = Vva. 
Man kann daher aus einer Zahl die vierte Wurzel ziehen, 
wenn man zuerft die 2te Wurzel und aus dieſer wieber die 2te 
Wurzel zieht. Und eben fo kann die Hte Wurzel gezogen werben, 
indem man nad) einander und in beliebiger Orbnung die 2te und Ste 
Wurzel jieht; u. dgl, 

$. 161. 

Da die Größen mit gebrochenen Erponenten ald Burzelgrößen 
vorgeftelt werben können ($. 150), fo find bie gefundenen 
Regeln für die Rehnungdarten mit Wurzelgrößen 
auch für die Potenzen mit gebrohenen Erponenten 
anwendbar; nemlich es iſt 


P.=vp.Vo=Vp“ Vpr=V pr p" 
mu aw-+-bn +. 





Woraus zu erfehen ift, daß die gegebenen allgemeinen Regeln 
($. 63, Nr. 5) für die Multiplication, und $. 65, Nr. 8) für 
die Divifion, auch für die Potenzen mit gebrochenen Erponenten 
Statt finden. 


—— =’ = * 


Wodurch wieder die (im $. 128 umd 129) für bie Erhebung 
zu Potenzen, und Ausziehung der Wurzeln gegebenen 


* Regeln and) für die gebrochenen Erponenten beftätigt werben. 


198 3. Oauptſtuck. 8. Abſchnitt. 
j Einige Beifpiele zur Webung. 


1 2 s 7 
24: (ab — 3a) = 2a’b — 6a° 
ı _ı _1ı ı _2 5 12 1 _g 
(ab ’+Ba "DA "mr ’—ad 
ı 2 
+60—3a *5° 
_.:2 2 a» _1 
(—a tar —z * 
| -8 -3 2 27 -1, —2 
Qae —Ir "):ar ’=Iz ı_a ba ° 


2 _ 2 22 ı _1 4 
(ao 1 gang —60?2 °+97°. 
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Es wird in der Folge zuweilen nothwendig fein, bei einer 
zufammengefesten Potenz, einen Factor aus einem 
Gliede des potenzirten Ausbrudes Cinnerhalb den Klam⸗ 
mern), heraus zu ſchaffen; 3. B. %8 wirb bei der Größe 
(a"+ba")? verlangt, die Größe =" aus dem zweiten Gliede heraus 
zu nehmen. Diefes Tann auf folgende Art gefhehen: Man divi⸗ 
dire alle Slieder des potenzirten Ausdruckes burd 
biejenige Größe, welhe man aus einem Gliede 
‚ heraus fhaffen will, und fege eben diefen Factor, 
auf die Potenz bed gemeinfhaftlihden Erponenten 
erhoben, ald Factor außer dem Zeichen an; nemlid 


rn (ET) = ara on 





Denn a" -+bz" = z" (2+») = az" 6); 
daher (a +52? = ar (a "Ho". 
Eben fo ift Karz—ası ra Katr- tete 0), 
Ingleichen ty) = *) u %, I+ay : »5 
—*—*— Tray 3) =. 
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Und umgekehrt Tann bei einer Potenz einer (durch Klammern 
angezeigten) zufammengefegten Größe, jeder außer den Klammern 
befindlihde Factor zwifhen die Klammern bineinge 
ſchafft werden, wenn man den Erponenten diefes Fac— 
tord durch den gemeinfhaftlihden Erponenten bibi- 
dirt, und mit dDiefem geänderten Factor jebed Glied 
swifchen ben Klammern multiplicirt. So iſt z. B 


y’(+br)'= 0% (+) = (y' (a +bo’)]! 


= (arg! + bar)" 


„it 
s_r ) 


—_ 2 1 1 
2 nel s az (ax 


2 N 
a2 %art2y® E ⸗la⸗ ‚(a?+29] :_ a ge * 
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Die bisher erworbenen algebraijchen Kenntniffe fegen uns in 
den Stand, in der Zerfällung mehrgliedriger algebrais, 
fcher Ausdrücke in Factoren, welde wir in 8. 69, h be- 
gonnen haben, weiter vorzufcreiten. 

1. Zunächſt laffen fi) alle zweigliebrigen Ansbrüde, deren 
Glieder Potenzen nach einerlei pofitiven und ganzen Erponenten 
find, d.i. Summen oder Unterfchiede zweier gleichho- 
ber Potenzen, in zwei Factoren auflöfen, von bene 
wenigftens einer zweigliebrig iſt. Bedeutet nemlich 7 eine ganze 
pofitive, a und 5 aber jede beliebige Zahl, fo hat man die Differenz 
ab = a -- ara... 

.. — tt? — Hat bh, 
weil es erlaubt ift, die Glieder a '5, a ?d°,..... ad, 
abzuziehen und wieber hinzuzugeben ; folglih, wenn man nad) 
$. 69, h, aus jeden zwei nach einander folgenden Gliedern ihren 
gemeinfchaftlichen Factor heraushebt, 
Vega Vorlef. 1. Br. 18 
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a - = aa Dra*'bla—bd)ra’b’ka—d)+...:. 
+ab"*(a—b) Hb”"(a—b), 

oder endlich, weil alle Glieder den Factor & — 5 befiten, 

rl) Hr ir... tar). 

Hiernach ift e8 leicht, aud) die Summe a'+5" in zwei Factoren 

aufzulöfen; denn offenbar it = — (— 6), dr =—(b’.—)D, 


oder (nad) $. 162) = — 6 V- 1)", daher wird a* + 6" 
=e—0V—-ı, und fomit erhält man nach dem Vorhergehenden 
e+ a VD ti+aroV— Dt. ...... 


2 t+adV Dr +0V I, 

Laſſen ſich in einzelnen Fällen die Zahlen 4 und 5 felbft wie 
der als Potenzen deöfelben Ranges darftellen, fo wird der erfte der 
gefundenen zwei Factoren auf biefelbe Weiſe noch ferner aufgelöſt 
werben Tönnen. 

Belonderd oft vorkommende Ausbrüde find jene, in denen 
zweite, britte und vierte Potenzen erfcheinen, alfo a = 8, 3 
oder 4 ifl. 

Dem gemäß beachten wir folgende, aus. obigen allgemeinen 
leicht abzuleitende, befondbere Fälle: 

a’—b" —= (a—b)(a+b) 
a+b* = (IV —-NMat+bY—D 
a?—b5° = (a-D)(la!+ab+5° 
a’+b° = (a+rb)(a—ab+5°) 
a'—b* = (a)? (59° = (a? -5°)(a’+5°) 

= (a-b)(a+bXa*+b*) 

= (a—b)la+rbXa—bV -ÜarbV—N. 
Bon diefen Ausdrüden fagt der erſte, nemlich 

a’—b? = (a+bXa—b), 

daß die Differenz zweier Quadrate dem Producte 
der Summe und Differenz ihrer Burzeln gleich ifl, 
wofern die Wurzel des Subtrahende auch als Subtrahend ge⸗ 
nommen wird. 
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Beifpiele 
a'—z’ = (atm)(a—z) 
ze—1 = (erlXs-D 
a* 2y? = (47) - — (a? +yXa?—y). 

II. Zuweilen follen in algebraifchen Rechnungen breigliedrige, 
nad einem Buchflaben, von welchem Beine höhere Potenz als bie 
weite vorkommt, geordnete Ausbrüde (quadratifche Trinome), 
welche daher tie allgemeine Form ar’ +br+c befigen, in Facto⸗ 
ren zerlegt werben. 

Bor Allem betrachten wir ben befonberen Ausdruck 

a’a! + Iabz + 5°, 
bei dem wir leicht erfennen, daß er nach $. 180 das vollfländige 
Quadrat von ar+b ift, fo daß man hat 
a’z?’ + abs + 5° — (as+b)° 

3.8 9m’T34m + 16 = (8aTu)* 
| 4 Bez + dat = +3)". 
| Den allgemeinen Li 

!-dbze rc 
dagegen kann man vorerf mit 4 a multipliciren und bividiren, . 
' wodurch er in 
| Aò æ + kabz + dac 
| 4a 
übergeht. Bedenkt man ferner, daß die beiden erſten Stieder des 
Zaͤhlers bie zwei Anfangöglieber der zweiten Potenz 
Aatz! + Add + 6° 
beö zweitheiligen Ausbrudes 2az +5 find ($. 180), fo hat man, 
indem man .d® im Zähler addirt und fubtrahirt, 
44°’2°+4abz+ b°’— b’-+4cc 








a’+brt+c= 7 , oder (nach $. 180) 
_ Rasc+b)’—(b’—4ac 
zung V(b?—4ac) =dfeht (nad) $. 117) 
_ 2a2+5)* — d® 


7, oder wenn man zur Abkür⸗ 
* ; alſo iſt (nach D 


1 
arte 15 (das +b-+d)(2ar rb— M). 
ı5 * 
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Es läßt fich jeboch Bei diefer Zerlegung in Factoren aud) auf 
folgente, nunmehr leicht verftändliche Weife verfahren. 


ac’ +brtce=a (2° +7 2 + ) oder 


b b? 42 
=a (+7 £ +72 72 + ) ober (nach $.130) 


=e[(e+2)'- 2), me 
=. (+) - —— 


Seht man nun zur Vereinfahung der Rechnungsausbrüde 
V#—ıac=d 
und löft den legten Unterfchieb nach I. auf, fo erhält man 
| b b—d 
aa +br tce=a (+ +4) (.+°#) 
Iſt bier insbefondere 5? = Aac, alſo 5b = 2Varc, fo ift 





d=o, 2 Y% v2 und az’ +bz te eine e vollftänbige zweite 
Potenz, nemlich N 
az +bz +c = ar +?2zVacte = (eVatvo). 
Für a = ı endlih wird d = Vb*—4ec, und 


+2 +0 = (2,244) (2458). 


Beifpyiele 





ey 24y 48 16y?+23y49—948 
—RE — —— 


Gy 8G—-——— 
— 8 7 8 


— tDAytn _ —X 
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43242 = 2'484 — 2 +2 


(+3) -3=(e23) - 9) 
=(e+3+3)(e23-3) | 


= (zz) (z+2) 
20’ Hömn+ 3m — — 32 2 (1ön? + 4rmn+ 24m — 16) 


— = (An+3m— 8m +4) (Int+3m+ 3m —ı) 
=(n+D) (2a +3m—2) 


25°? +20%a? +20? — a — dr — ec? 

= — 4'+20%(5°+09) — b*+25°.° 
—1.[a —— ——— 
— (a! - 5? — e?+ 2de)(a? — 5" — 260) 
(a? — (+ — 2be+c”)](b’+2bc+c"— a?) 
=(a+b—(a—bdb+ec) (bte— a) (b+c+a) 
=(atb+te)d+r—a)eta—b)\a+d— e). 


ua 


Viertes Hauptftüd 


Bon den Berhältniffen und Proportionen nebfl 
ihrer Anwendung auf die Beantwortung ver: 
fhiedener Rechnungsfragen. 





I. Abſchnitt. 
Bon den Berhbältniffen. 
. $. 170. 


Das Ergebniß der Wergleihung zweier gleihnamigen Größen 
. gegen einander nennt man ein Verhaͤltniß; und indbefondere 
heißt das Ergebniß derjenigen Vergleihung, in welcher unterfucht 
wird, um wie viel bie eine Größe die andere überſteigt, ein 
arithmetifhes Verhältniß; das Refultat der Wergleichung 
zweit Größen hingegen, wg man unterfucht, wie vielmal, ober 
mit welhem Theile und wie oft die eine Größe in der andern ent⸗ 
halten ift, wird ein geometrifches Verhältniß genannt. 

Um wie viel eine Größe bie andrre überfteigt, ergibt fich, wenn 
man ihre Differenz, durch die Zubtraction der legtern von der erſtern 
beftimmt; bingegen findet man, wie oft bie eine Größe in ber an- 
tern enthalten ift, wenn man dieſe durch jene dividirt, daß ift, 
wenn man ihren Quotienten auffucht. Die Differenz bei einem arith- 
metifchen Verhältniffe beißt fonft auch der Name des Verhbält- 
niffed, unb der Quotient bei einem geomekrifchen Verbältniffe ter 
Erponent bes VBerhältniffes. 
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Das arithmetifche Berhältniß zweier Größen, z. B. « und 5, 
kann durch a— 5, und jenes von 39 und 13, dur) .39—18, und 
dad geometriſche Werhältnig eben diefer zwei Paar Größen durch 


‘ 839, . . 
a:d, 39: 13, oder durch 2: Tg bezeichnet werben; «8 wirb aus⸗ 


gefprodhen: a verhält fich zu 5, oder auch abgekürzt, a zu 2. 
Die zuerſt angeſetzte Größe heißt das erſte Glied, oder der Vor⸗ 
ſatz; und die folgende Größe das zweite Glied, oder der Nach: 
fat bed Verhaͤltniſſes. Iſt das zweite Glied eines Verhältnifies 
größer ald das erfte, fo kann das Verbältniß fleigend heißen; im 
Gegentheile it es ein fallenbes Verhältniß, went das zweite 
Glied Heiner ift ald das erfle. 

Bei einem fallenden VBerhältniffe ergibt fich die abfolute Größe 
der Differenz, wenn man vom erften Gliede daS zweite abzieht, und 
fo auch der abfolute Werth des Quotienten, wenn man das erfte 
Glied durch das zweite dividirt. Bei fleigenden Verhältniffen tft es 
umgekehrt; jedoch ift ed erlaubt, auch bei jedem fleigenden Verhaͤlt⸗ 
niffe die Differen,, und den Quotienten fo zu beflimmen, daß man 
immer vom erften Gliede dad zweite abzieht, und fo auch immer nur 
daB erfle durch das zweite bividirt, wonach aber in einem foldyen 
Falle die Differenz negativ, und der Quolient ein echter Bruch fein 
muß. Die Differenz eines arithmetifhen Verhält— 
niffes wird daher immer in der Folge durch die Sub— 
traction des zweiten Gliedes vom erften, und der 


- Quobient eined geometrifchen Berhältniffes mittels 


der Divifion des erften Gliedes durch das zweite be 

Rimmt werben. So find bei den arithmetifchen Verhältniffen 

8I—13; 15—14; 12—20 dir Differenzen 26; 15; —8; und bei 

ben geometrifchen Verhaͤltniſſen 36: 1235 21: 14; 8:18 find bie 

ienten 3.3; 4 

Duotienten 3; ı'’9 | 
$. 171. 

Gleiche arichmetifhe Verhältniſſe find ſolche, welche 
gleiche Differenzen, und gleiche geometriſche Verhältniſſe find 
jene, welche gleihe Quotienten, in der $. 170 angeführten Bedeu⸗ 
tung genommen, haben; fo find 15—8; 10-83; 8—1 gleiche 
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arithmetiſche Verhaͤltniſſe, wegen der gleichen Differenz 7; eben ſo 
find 8 : 13. 80: 10; 24 : 3 gleiche geometriſche Verhältniſſe, 
wegen des gleichen Quotienten 8; hingegen 8 : 3, und 9 : 24 find 
keineswegs gleiche Berhältniffe, weil der Quotient im crften Falle 
> und im zweiten z iſt. 

Es wird nemlih bei der Beſtimmung der Größe eines Ver: 
hältnifjes, bei einem arithmetifhen nur auf die Differenz, und bei 
einem geometrifchen DVerhältnifje blos auf den Quotienten gefchen, 
die Güeder mögen fonft wie immer befchaffen fein. Wenn man da⸗ 
ber bei zwei oder mehreren Verhältniffen darthun kann, baß fie 
entweder gleiche Differenzen, oder gleihe Quotienten haben, fo 
find fie im erſten Falle gleiche arithmetifche, im zweiten gleiche geo- 
metrifche Verhältnifie. Auch ift ed einleuchtend, daß zwei 
Derpältnifie einander gleich fein müſſen, wenn je 
des einem und dem nemlichen dritten VBerhältniffe 
gleich ift. | 

$. 172. 


Jedes arithmetifhe Verhältniß tann dur 
(a-D—a vorgeftellt werden. 

Denn jedes zweite Glied eined arithmetifchen Berhältniffes kann 
turh a, und bie Differenz, fie möge pofitio oder negativ fein, 
durch d außgebrüdt werden; da nun diefe Differenz zum Vorſchein 
formt, wenn man dad ‚weite Glied von dem erflen fubtrahirt, fo 
muß auch das erfte Glied zum Norfchein fommen, wenn man bad 
zweite Glied zu ter Differenz abdirt; es muß alfo das erfte Glied bes 
arithmetiſchen Verhältniffes «+a, und folglich das Verhaͤltniß felbft 
(atd)—a fein, wenn man für das zweite Glied a, und für bie 


Differenz d annimmt, 
$. 173. 


Jedes geometrifhe Verhältniß kann durch ag:a 
vorgeſtellt werden. 

Deun das zweite Glied kann man durch @, und den Quotien⸗ 
ten eines jeden geometrifchen Verhältniffes, er möge eine ganze oder 
gebrochene, rationale cder irrationale Zahl fein, durch g ausdrücken. 
Nun muß dir Quotient zum Borfchein kommen, wenn man dad 
erfle Glied durch das zweite dividirt; es muß alfo auch das erfte 
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Stied zum Vorfhein kommen, wenn ıman das zweite Glied mit dem 
Duotienten multiplicirt ($. 86); folglich muß das erfle Glied des 
geometrifchen Verhältniſſes ay, und das Verhältniß ſelbſt ag: a 
fein, wenn man für das zweite Glied a, und für den Quotienten q 
annimmt. 
$. 174, 

Ein arithbmetifhes Berhältniß bleibt ungeän: 
dert, wenn man von beiden Bliedern Öleiches abzieht, 
oder Gleiches zu beiden hinzu adbdirt. 

Denn wenn man in der allgemeinen Formel (a-M—a zu 
zu beiden Gliedern p hinzu adbdirt, fo hat man (a+d-4-p) — (a+p); 
oder wenn man von beiden p abzicht, fo erhält man (a--d—p) — 
(a—p), wo jedes diefer neuen Berhältnifje wieder die nemliche Dif⸗ 
ferenz d hat; und daher iſt 

(aD —a—(a+dtp)- (a+p)=tatd—P—(a-p). 

Ein geometrifhe8 Verhältniß bleibt ungeändert, 
wenn man daß erfle und zweite Glied mit einer und der nemlichen 
Zahl multiplicirt, oder auch beine durch dieſelbe Zahl dividirt. 

Denn aus ag:a wird agm: am durch die Multiplication mit m, 


4 a ⸗ oo . — . 
und z 7 durch Die Diviſion mit a; und ed iſt ag :a=agm:am, wie 


a u: . — 
auch — ns weil bei jetem bdiefer drei Verhältniſſe der 


nemliche Quotient g Statt findet, und aus der Gleichheit der Duo» 
tienten auch die Sleichheit der Berhältniffe fich ergikt ($. 171). 

Es kann daher öfters ein geometrifches Verhältniß, deſſen 
Glieder große Zahlen find, viel einfacher bargeftellt werden, wenn 
man beide Glieder durch eine und die nemliche Zahl bividirt. Durch 
tie Meinften Zahlen wird demnach ein Verhältniß dargeftellt wer: 
den, wenn man feine beiden Glieder durch ihr größtes gemeinfchaft- 
liches Maß ($. 69, g) bividirt. 3. 3. flatt des WVerhältniffes 18:63 
fann man fchreiben 6:21, und am einfachſten 2:7. 

Eben fo konn auh ein geometrifched Verhaͤltniß, worin ein 
Glied gebrochen ift, oder auch beide Glieder Brüche find, zum 
keichtern Ueberblicke ſeiner Größe durch ganze Sahlen bargeftellt 
werden, wenn man mit jedem Nenner, oder mit dem Bleinften 
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gemeinſchaftlichen Wielfachen der Nenner beide Glieder des Berhält- 


niſſes multiplicirt. 8. Aue Verhältniſſes >: 5 kann man ſchrei⸗ 


ben 2:15, und fatt > 737 2 Tann man fehreiben 8:15. 


Ueberhaupt finden. ade Veränderungen, welche mit den Brü- 
hen vorgenommen werben fünnen, auch bei den geometrifchen Ber: 
hältniffen Statt, weil jedes geometrifhe Verhältniß aud 
als ein Bruckhangefehen werden fann, in weldhem da 8 
erfte Glied ber Zähler, und das zweite Glied der 
Nenner ift. 

$. 175. 

Das Berhältniß ber Producte aus den erften Gliebern zum Pro: 
ducte auß den zweiten Sliedern mehrerer geometrifhher Verhaͤltniſſe 
beißt das zufammengefegte Verhältniß diefer Verhauniſe. 
So iſt z. B. von den Verhaͤltniſſen 


18:3 a: a 

48 : 6 b:B 

15:5,  _e:tY __ 
das zuſammengeſette Verhaͤttniß 12.48.15 : 365 abe: aßy. 


oder 8640 > 90. 


$. 176. 

Es folgt hieraus, baß der Quotient des zufammengefeßten Ver: 
bältniffes dem Probucte aus bem Quotienten ber einfachen zuſam⸗ 
menzufebenden Verhaͤltniſſe gleich fei: So ift von dem Werhältniffe 
8640 : 90 ber Quotient 98, welcher dem Probucte der Quotienten 
4, 8, 3 ber einzelnen Verhaͤltniſſe wirklich gleicht. 

Sind nun die einfahen zufam- 
menzuſetzenden Verhaͤltniſſe einanter 
gleich, ſo iſt der Quotient des zuſammenge⸗ ag 
fegten Berhältniffes jederzeit eine Potenz bed bg 
Duotienten von einem der einfachen Verbält. cg 
niffe; und zwar da8 Quadrat desfelben, wenn du : 
zwei gleiche Werhältniffe, der Cubus, wenn ubedg* : abed 
drei gleiche Werhältniffe zufemmengefegt wer- 
den, u. few. 


zoomen 
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Daher ift das aus mehreren gleihen Berhältnif- 
fen zufammengefegte Berhältniß demjenigen Ver 
bältniffe gleich, welches man erhält, wenn man beide Glieder 
eined der einfachen Verhältniffe auf die Potenz des Erponenten von 
der Anzahl der zufammenzufebenden Berhältniffe erhebt. So ift im 
obigen Beifpiele abedg*: abed dem Verhaltniſſe a*g*: a*gleich, weil 
jedes ben Quotienten y* bat. ($. 171.) Man pflegt bewegen aud) 
die aus zwei, Drei oder vier gleichen Verhaͤltniſſen zuſam⸗ 
mengefesten Verhältniſſe quadratifche, cubifhe, biqua- 
dratifche Verhältniſſe zu nennen. 


II. Abſchnitt. 


Von den Proportionen. 


$. 177. 


Eine Proportion ift die Gleichheit zweier Verhältnifle; und 
indbefondere wird bie Gleichheit zweier arithmetifchen Verhaͤltniſſe 
eine aritbmetifche, und bie Gleichheit zweier geomelrifchen Ver: 
hältniffe eine geometrifche Proportion genannt. Die zwei glei 
hen VBerhältniffe werden durch das Gleichheitdzeichen verbunden ; 
fo felt 7—3=15- 11 eine arithmetifche, und 12: 4==21:7, ober 
=. eine geometrifche Proportion vor; beide werden ausge⸗ 
fproden: 7verhält fih zu 8,gleich wie fih 15 zu 11 ver 
halt; 12 verhält fih zu 4, wie fih 21 3u 7 verhält; 
oder auch abgekürzt: 7 zu 8, wie 15 zu 11; 123u 4, wie 21 
zu 7. Die erfle Proportion fagt eigentlich: 7 übertrifft die Zahl 8 
um eben fo viel ald 15 die Zahl 11; und der Sinn ber geometrifchen 
Proportion iſt: 12 enthält in fich die Zahl 4 eben fo oft, als 21 
die Zahl 7. Die vier Glieder einer Proportion heißen indgefammt 
Proportionalglieder, und insbefondere werden daß erfie und 
vierte Glied der Proportion zufammen die äußern, das zweite 
und dritte aber die mittleren Glieder genannt. 
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Wenn in einer Proportion die zwei mittleren Glieder einander 
gleich find, fo wird fie eine fletige oder zufammenhängende 
Proportion genannt. So ift z.B. 4—7==7—10 eine fletige arith: 
metifche, und 4:88:16 cine fletige geometrifche Proportion. 

- Bet einerftetigen Proportion wird das vierte Glied Die dritte 
Proportionalgröße genannt, weil eigentlich nur drei verfchie: 
dene Glieder in der Proportion vorhanden find; eben deßwegen wird 
auch das zweite und britte Stied die mittlere Proportional: 
größe genannt. 

Anmerkung. Die mathematifchen Schriftfteller pflegen bie 
Proportionen auf mancherlei Art vorzuftellen: fo bezeichnen einige 
die arithmetifchen Proportionen mit 3.7 -2 Il. 15, oder auh 
3— 7=11-15, und die geometrifchen Proportionen mit 4:12:: 
7:21, oder auch 4.12: 7.21; die ftetigen arithmetifchen mit 
= 4.7.10, und bie fletigen geometrifchen mit ::4.8.16, ober auch 
4:8:16. Wir werden aber in der Kolge, um allen Irrthum zu 
vermeiden, und immer der oben erwähnten Bezeichnungen bedienen. 


A. Die arithmetifhen Proportionen. 
$. 178. 

Durch die Formel (+) -a=iötM— kann jebe 
arithbmetifhe Proportion vorgeftellt werben. 

Denn jede zwei gleichen arithmetifchen Verhältnifie, welche 
zu einer arithmetifchen Proportion erforberlicy find, können durch 
Hmd—a, und (d4+M—b vorgeftelt werben; daher Tann 
(HDd—-a=(öHM—b jede arithmetifche Proportion vorftellen. 

Sol nun die arithmetifche Proportion ftetig fein, fa muß da$ 
dritte Glied mit dem zweiten a einerlei, &-4Hd=a werden, woraus 
daB vierte Glied 5=a—d folgt, wenn man (vermög $. 172) a um 
die Differenz d vermindert, fo, daß daher jede ftetige arithmetifche 
Proportion auch insbefondere durch die Formel 

(Hd —-a= a—(a—d) vorgeftellt werben fann. 

$. 179. 

In jeber arithmetiſchen Proportion iſt die 
Summe der äußern Glieder der Summe der mittle . 
ren Glieder gleich. 
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Denn in ber allgemeinen Formel (HM—a= d+d—b il 
offenbar die Summe der äußern Glieder der Summe ber mittlern 
Glieder gleich; weil jede dieſer Summen = «-Fo+d ift; folglich 
iſt auch in jeder arithmetifchen Proportion die Summe der äußern 
Glieder der Summe ber mittlern gleich. So z. B. in der Proportion 
7-3=15—11 ift S-H15=7 + 11; ingleihen in der Proportion 
2—-5—=10—18 ift 54+10—=15=13-F2. 

Bei einer fletigen arithbmetifchen Proportion ift 
daher Die Summe der äußern Glieder dem doppelten 
mittlern Gliede gleich; denn in ber allgemeinen Formel 

(at+d)—a = ua—(a—d) 
iſt Hd ra-D = atdtra—d=2a. 
$. 180. 

Es kann daher fehr leicht zu Drei gegebenen Glie⸗ 

dern einer arithbmetifhen Proportion das fehlende 


vierte Proportionalglied gefunden werben, wenn 


man , falls das unbekannte Glied ein „Auhees iſt, die zwei — 


Glieder zuſammen addirt, und das befannte Hirte davon abzieht. 


Denn e8 fei a dad gegebene erfte Glied, 6 dad zweite, c das 
dritte, und das vierte, welche gefucht werden fol, =, fo ift 
u“—b=c—z; folglich ift nach ($. 179) at+-z=d-+c, daher aud) 
z=b4c—a, wenn man beiberfeitd a fubtrahirt ($. 22, Grundfaßl). 
3.8. fol zu den drei Gliedern 5, 75, 12: das vierte arithmetifche 
Proportionalglied gefunden werden, fo it — 7 * 125 —- x, aljo 
sH5=n+l2}, und Feat —5=1—5—14%, und bie 
Proportion wird dann 5—71=12:—14:. Aus a h=c—c 
dagegen findet man zunähft 54+-2—=a-t-ec, daher z=a+c—b. 3.8. 
aus 5--7!=z--12} findet man z=5+12:-77=177—75=9%. 

Soll zu zwei gegebenen Größen bie britte arith: 
metifhe Proportionalgröße gefunden werben, fo 
fubtrahire man daß erfte Glied von dem boppelten mittlern Gliede, und 
biefe Differenz iſt das gefuchte dritte Proportionalglieb. Denn es fei a 
das gegebene erfte, 5 das mittlere, und = das zu findende dritte Pro- 
portionalglied, fo iſt a-db=d—z, daher 23=at-z, und 220 —a. 

Wäre endlih zwifhen zwei gegebenen Größen 
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bas mittlere arithbmetifhe Proportionalglied zu 
finden, fo abbire man bie zwei gegebenen äußern Glieder, und 
dividire dieſe Summe dur) 2. Denn es fei a daB gegebene erfte 
Glied, d dad gegebene dritte Glied, und z das zu findenbe mittlere 
Proportionalglied, fo ift —-z=r— 5; daher findet man 27—=cH+b, 
und z 2 ‚wenn man beiderſeits durch 2 dividirt ($. 39, 
Grundſatz I). 3.8. es ſoll zwifchen 3 und 9 die mittlere arithmeti⸗ 
s+9 
2 





fche Proportionalzahl gefunden werben, fo ifl felbe = 
und bie Proportion iſt 3—6=6—9. 

Anmerkung. Da die arithmetifchen Berhältniffe und Pros 
portionen von feinem erheblichen Nuten find, fo wollen wir uns 
auch nicht länger dabei aufhalten, fondern fogleid zu den geome- 
trifchen Proportionen übergehen, welche in der Mathematik eine 
fehr große Anwendung haben. Auch wird in der Folge bei den geo: - 
metrifchen Verhältnifien und Proportionen das Beiwort geome- 
trifch nicht mehr ausdrücklich angefebt, fondern immer ſtillſchwei⸗ 
gend dabei verftanden werben, wenn nicht das Gegentheil ausdrück⸗ 
lich angeführt wird. 

B. Die geometrifhen Proportionen. 
| $. 181. 

Jede Proportion kann durch die allgemeine For 
mel ag:a=bg:b vorgeftellt werben. 

Denn durch ag:a unb 39.6 können jebe zwei gleichen Verhaͤlt⸗ 
niffe auögebrüdt werben ; nun aber flellen zwei gleiche Berhältniffe 
eine Proportion vor, ed kann demnach durch ay:a=—dg:b jebe Pro» 


= 6 
⸗ 


portion vorgeſtellt werden. Setzen wir nun dy=a, fo iſt 287 
und es kann demnach jede zuſammenhängende Proportion 
durch g:ia=a :7 angezeigt werben. 


$. 182. 
In jeder Proportion iſtdas Product der äußern 
Glieder dem Producte der mittlern gleich. 
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Denu es ift in der allgemeinen Formel ay:a —=dg: 5 fowohl 
das Product der äußern, ald audy das Product der mittlern Glie- 
der = udg, daher muB auch in jeder Proportion bad Probuct ber 
äußern Glieder dem Producte der mittlern Glieder gleich fein. So 
3. B. in der Proportion 4:13 =7:21, ift 4.21=7.13; 
in der Proportion 9:6=12:8, iſt 9.36.12. 

In einer fletigen Proportion ift Daher das Quadrat des mitt. 
lern Gliedes gleich dem Probucte ber beiden äußern Glieder; denn 
in der Formel ag: aa: iſt ay. * u.a. 

$. 183. 

Und nun find wir auch in Stande, zu jeben brei gegebenen 
Gliedern einer Proportion das fehlende vierte Glied zu be: 
fimmen. Ein unbefanntes Suht, Glied der Propor 
tion wird nemlich gefunden, wenn man das Product 
der mittleren Glieder durch das bekannte Auhn, divi dirt. 

Denn es fei a dad gegebene erfle Sieb, 5 das zweite, c das 


- dritte, und d dad vierte Ölied, fo muß u:b=c:d fein, ode ift 


be be ad 
ad—be ($- 183), folglich a— 7 d= a’ b= e’ =—c b 5.55, . 
Gr. D. 3. B. wenn zu 3, 5 * 12 das vierte Deoportionalglie ger 





. 5.1 
funden werben fol, fo iſt 3:5=12:7z, nemlid z = 5 220. 





_1,2.2,7 
Eben fo aus z : 1,2=2,7 : 9 folgt — = —- —1,2.0,8=0,86, 
15.7 
aus 13:. =3:7 farm * = 5.7 = 35, 








6.1 
und 10:3 = 2:6 gibt = 


3 
$. 184. 

Zu zwei gegebenen Größen wirb baher das dritte 
Droportionalglied gefunden, wenn man bad Quadrat des 
mittlern Gliedes durch das erſte dividirt. — Denn wenn a das erſte, 
b das mittlere, und z dad zu findende dritte Proportionalglied ift, 


2 
fo it a:5=b:z, und b’=az; folglich =". 


= 23,19= 88. 
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Sollte endlihd zwifhen zwei gegebenen Größen die 
mittlere Proportionale gefunden werden, fo ziehe man 
aus dem Prodycte der äußern Slieter die Quadratwurzel, wmelc, 
daB mittlere Blied fein wird. — Denn fei a das erfte, 5 das Dritte, 
und z das zu fuchende mittlere Glied, jo if a:c=w:d, folglich 
2° ab ($.182) , und z—= Vab ($. 135, Grundfag ID. 3. 8. 
Sollte zwifchen 4 und 9 das mittlere Proportionalglied = gefunven 
werden, ſo il4:2= 2:9, nemlich 2? = 86, nd 2 = 6; in 
gleihen aus 2:2—=a: 12 folgt == 24, und. z=vnm=ıV6. 


. 186. 


Wenn zwei Prodbucte aud je zwei Factoren gleid 
find, fo ſtehen ihre Factoren dergeflalt in einer Pro: 
portion, daß Die zwei Kactoren des einen Productes 
die beiden äußern, und die zwei Factoren des ans 
dern Productes die beiden innern Slieder der Pro 
portion bilden. 

Denn iftab=ca, fo ift aud) - —* wenn man beiderſeits durch 
be dividirt (S. 30, Grundſatz I); folglich find die Verhältniſſe a: c 
und d 5 einander gleich, und a:c—=d:b iſt eine richtige Proportion. 
Eben fo tft auch 5: — d: a eine richtige Proportion ; denn bie 


Quotienten? und - . „ welche man erhält, wenn man bie als gleid) 


vorauägefchten Brot ab und cd durch we dividirt, find einander 
gleich. 

Daraus ift zu erfehen, dag man auch aus der Gleichheit der 
Producte der äußern und mittlern Glieder bei vier in Geftalt einer 
Proportion angefsgten Größen auf die Richtigkeit der Pro: 
portion fließen könne. 


Beifpiele 


Wenn ar=bey, fo fi a:de=y:z, 
. abe ı® ſo iſt ab:z =r:c, 
3 a= yz, io iſt l:y=r:a, 


a Die az =a—z:at+b - 
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6. 186. 

Wir haben alfo zwei Kennzeichen, aus denen wir auf bie 
Sichtigfeit einer Proportion fchließen können; 
itend aus der Gleichheit der Verhältniffe, das ift, aus 

der Gleichheit der Quotienten, 
atend aus der Bleichheit der Producte der Außern und 

mittlern lieber. 

Sobald demnach) in ber Folge eines diefer Kennzeichen bei vier 
Größen eintritt, fo können wir verfichert fen, daß felbe in einer 
Proportion ſtehen. 3.2. 

Benn z=a und y=b u fo iſt auch z:y=a:d; denn au 


bier find die Quotienten und — J einander gleich, wenn man z=a 
dur y=5 dividirt ($. 39, —8* D. 


$. 187. 


Mit den vier Gliedern einer Proportion können 
nun verfchiedene Werwandlungen vorgenommen werden, 
bei denen die Proportion doch noch richtig bleibt; und zwar, da z. B. 

aq:a=bg:b, mb 5:8=10:6, fo if 
1 Durch Verwechſlung der gleihnamigen (äußern 
oder mittlern) Ölieder. 


b: a=bg:ag, 6: 3=10:5, 

ag:bg= a: b, 5:10 3:6. 
I. Durd Umtehrung der Verhältniffe. 

a:aq =b:bg, 8:5=6:10. 


1. Durch übereinflimmende Addition der Slieder. 
ag: a rag=bg :b -+bg, 5:8=10:16, 


a: ra=b :bga+rb, 8:8= 6: 16. 
IV. Durch übereinflimmende Subtraction. 

a: qg—a=b.W—b, 8:2=6:4, 

a—-q:a=mı—W:b —31:3=—4:6, 


aq—a: ayq—=bdg—b : bg, 2:5=4: 10. 

Die Verbindung von II und IV gibt 
araqg:a—qg=b+tbg:b 690, 8: —I1=16:—4 
atag :ag—a =breg: u. 8: 3=16: 4, 

Bega Vorleſ. 1. Op, 14 
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V. Wenn man ein äußeres und ein mittleres Slied 
mit ber nemlihen Zahl multiplicirt. 


amy : am =bg: b, 15:9=10: 6, 
aq : am bg : bm; 5:9=10:18, 
umg : a=0bmg: b, 15 :3=30: 6, 
amg : ap=bmg: bp, 15 :12=80 : 24. 


v1. Wenn man ein ußeres und ein mittleres Glied 
durch diefelbe Zahl dividirt. 


aq, a 5 

7.==dg:b, und 5:1=10:6, 
b 

ay bg: 5:1=10:3, 

a, __B. 8 9: 

a a_bg db Ian a. 

nm nm iron 


vu. Wenn man alle 4 Glieder zu berfelben Poten; 
erhebt, oder aus ihnen diefelbe Wurzel zieht. 
eg: =b?tdt:b*, 25:9 = 100.:86, 
a: d, SZ NM: 6, 


Vaq : Va= vg : vb, v5: Vs=y1ıo0 : 76. 
DieRichtigkeit aller dDieferProportionen erheller 
aus der Gleichheit der Producte der mittlern und äußern Glieder, 

oder auch aus der Gleichheit der Quotienten der Verhaͤltniſſe. 


$. 188. 


Die Vortheile, welche alle diefe Berwandlungen 
in ber Ausübung öfter verfchaffen können, find folgende. 

1) Durch I. und II. kann jedes Glied einer Proportion an 
jede beliebige Stelle gebracht werden; 5. B. wenn man in 
der Proportion a:5=c:d dad. Glied a an die vierte Stelle haben 
wollte, fo kann man fegen d:d=c:a, oder dic=b:a. 

2) Durch IM. kann in einer Proportion, worin ein 
äußered und ein mittleres Glied unbekannt, ihre 
Summe aber befannt tft, jedes Glied insbefondere gefunden 
werben. 3.3. es fei in der Proportion 6:y=9:@ fowohl = aldy 
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unbefannt, ihre Summe aber fei 25, nemlih c+y = 25, jo kann 
z und y jedes insbefondere gefunden werben. 

Denn da 6:y=9:z, fo ft (nah ) 6:9 =y:z, und 
(nah ID) (6+N):6 = (wry):;e, und (6F9N):6 = (zty):y 
nemlich 15:9 = 25:2, und 15:6=25:y; woraus man, nad) ($.177) 

9.35 

1 

8) Eben fo kann durch IV. ein aäußeres und ein mitt— 
leres Glied in einer Proportion gefunden werden, 
wenn ihre Differenz befannt ift. 

4) Durch V. kann man die in einer Proportion vorlommenden 
Brüche hinweg fchaffen. 3.8. inder Proportion 8:13,83: 5 
wird der Bruch Weggeichafft, wenn man biefed Glied, und dabei 
auch ein aͤußeres, mit 3 multiplicirt; nemlich 

8:40=8:15, oder 24:40 =8:5. 

5) Durd VI. kann öfters eine Proportion, deren Glieder 
große Zahlen find, in Pleinern Zahlen dargeftellt werden, 
wenn man ein äußered und ein mittlered Glied durch einen gemein- 
f&haftlihen Factor dividirt. 3. B. es folte zu den drei Zahlen 320, 
256, 480 eine vierte Proportionale gefunden werben, fo ift 

820 :256 = 480: 2, 
und wenn man das iſte und Ste Glied durch 160 dividirt, 
2:386=3:z, 
und ferner 1:128 = 8:2; daher fl == 8.128 = 384, 

6) Durch VII. können bie in einer Proportion vorkommenden 
trrationalen Glieder hinweg gefhafft werben, menn man 
alle Glieder der Proportion auf die Potenz des Wurzel-Erponenten 
erhebt. 3. B. wenn a:b=c:V/d tft, fo iſt auch a*:5?=c*:d; in- 
gleichen wenn a:5 = Ve vd, fpiflta: 9’ = ve :d, 
und a® : 5° = c* : d®. 

Alle diefe Vortheile follen künftig bei der Anwendung beutli- 
cher gezeigt werben. 





6.25 
= = 15, und y= 75.10 findet. 


$. 189. 
Benn man die gleihvielten Glieder zweier ober 
mehrerer Proportionen mit einander multiplicirt, 
14* 
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fo bat auch die daraus entflehende zufammengefehte 
Proportion ihre Richtigkeit; nemlich 


ag :a=bg :b, 5:9= 10: 6, 
em: c=dm:d, 4:2= 14 7, 
en  e=fMm:f, 9:8 = 18: 16, 


acemng :ace—=bdfmng:bdf; 180 : 48 2520 : 672; 
weil die Quotienten der zwei zufammengefeßten Verhältniffe, oder 
auch die Produste der äußern und mittlern Glieder einander gleich 
find. 

' „S. 190. 

Erfcheint daher in zwei Proportionen ein und das— 
felbe Glied, fo wird man, um dieſes in-der zufammengefeßten 
Proportion nicht erfcheinen zu machen, nöthigen Falls durch Um: 
kehrung der VBerhältniffe, die Proportionen fo anordnen, daß das 
gleiche Glied in der einen Proportion ein äußeres, in 
ber anderen ein inneres werde, danach erft die Zufammenfe- 
gung der Proportionen, und endlich die Abkürzung der gefundenen 
zufammengefegten Proportion, durch blofe Auslaffung dieſes glei: 
chen Gliedes vornehmen. 

MyBB a:db=c:d, oder 3:5= 6:10, 

und b:e=d:f, und 5:7=10:14, 
fo gibt die Zufammenfegung und Abkürzung unmittelbar 
aze=c:f, oder 8:7= 6:14. 
Iſt Dagegen 
a:b=c:d, oder 8:5= 6:10, 
und a:ve=f:d, ud 3:2=15:10, 
fo wird man in einer der Proportionen, etwa in ber erflen, die 
Verhältniffe umkehren, wodurch fie in die Proportion 
b:a=d:c, ober 5:3=1W: 6 
übergeht, in welcher die gleichen Glieder z und d innere Pläße ein- 
nehmen, während fie in der zweiten außen flehen. Setzt man fofort 
die lebten zwei Proportionen zufammen, und läßt abkürzend bie 
gleichen Glieder hinweg, fo erhält man 
b:e=f:c, oder 5:23 = 15: 6. 

Auf diefelbe Weife wird man fich auch bei mehreren Propor- 

fionen benehmen, in denen gleiche Glieder vorfommen. 


—/ 
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$. 191. 


Bei mehreren gleihen Berhältniffen verhält 
fih die Summe aller Vorſätze zur Summe aller 
Nachſfätze, wie jeder Vorſatz zu feinem Nachſatze. 

Denn mehrere gleiche®erhältniffe, die den Quotienten g haben, 
tönnen durh ag:a, 69: b, cq: c, do: q, u. f. w. vorgeftelt 
werden. Nun ift aber der Quotient | 
(ag+bg+rcg+dg »...):(atö+tcrd...) =g, alfo ift 
auch das Berhältniß (ag +ög+cy rag t+...): (arb+tc+tdt...) 
gleich jedem der gegebenen Verhältniffe, nemlich 
(agtrbg+rcegtr...):(arbrc+r...)=ag:a 

" =by:b=eg:c u. ſ. f. 


III. Abſchnitt. 


Von der einfachen Regel Detri. 


$. 192. 

Die Lehre von den Proportionen wird von einigen Mathema- 
tifern mit Recht die Seele der Mathematik genannt, 
weil ihr Nuten fo allgemein über alle Theile derfelben ausgebreitet 
iſt. Auch im bürgerlichen Leben ift die Anwendung der Proportionen 
fehr nützlich, wie wir bald fehen werben. 


$. 193. 

In $. 164 ift zwar gefagt worden, ein Verhältniß (ein geo- 
metrijched) fei dad Ergebniß der Vergleihung zweier gleichn a⸗ 
migen Größen gegen einander, indem beflimmt wird, wie oft die 
eine in der andern enthalten fei; fo, daß daher dad Wort Verhält- 
niß in diefer Bedeutung nur bei gleichnamigen Dingen anzuwenden 
iſt. Man pflegt jedoch dad Wort Verhältniß auch noch in einem 
andern Sinne felbft bei ungleichartigen Größen zu gebrauchen, wenn 
man erkiärt, daß diefe Größen mit einander im geraden oder im 


y umgekehrten VBerhältniffe flehen. 
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Um die Bedeutung dieſes Ausdruckes zu begreifen, bemerken 
wir vor Allem, daß manche Arten von Größen mit einander in einem 
folden Zufammenhange ftehen, daß einer beſtimmten Größe der 
einen Art nur eine gewiſſe Größe einer zweiten Art entfpricht ober 
zugehört, weßwegen folche Arten von Größen zuſammengehö— 
rige genannt werden können. So find die Quantität eine Ware 
und ihr Werth,. die Zeit und die Zahl ber während berfelben zu 
verwendenden Arbeiter, u. dgl. zuſammengehörige Größen, weil man 
für eine gewiſſe Menge von Waren ein beflimmtes Quantum Gel—⸗ 
des zahlt, während einer gegebenen Zeit nur eine gewiffe Zahl von 
Arbeitern anftellt, u. f. w. 

Sind nun zwei zufammengehörige Größen von der befonderen 
Beſchaffenheit, daß einemjeden Bielfachen einer jeden Größe ber 
einen Art das Ebenfovielfache der zugehörigen Größe der an- 
dern Art entfpricht, nemlich daß, wenn einer. gewifien Größe der 
erſten Art eine beflimmte Größe der zweiten Art zugehört, dem 2, 8, 
4, .... nfachen ber erfteren Größe auch 2, 8, 4, ... . nfache der zwei⸗ 
ten Größe zugehört; fo fagt man: diefe zwei Arten von Grö— 
Gen Reben mit einander im geraden VBerhältniffe, 
ober find einander Direct proportional, 

Man will hiemit eigentlich ausdräden, daß, wenn man aus 
ben zwei mit einander verglichenen Größen ber einen Art ein Wer: 
hältniß aufftelt, und aud aus den ihnen entfprechenden Größen der 
anderen Art in berfelben Orbnung, (nemlich bergeftalt, daß dem 
Vorſatze des erften Verhältniffes der Vorſatz ded andern, folglich 
dem Nachfabe des erften Berhältniffes ber Nachſatz ded andern ent- 
ſpricht) ein Verhältniß bildet, jeberzeit bie beiden Verhältniffe, ger 
trade fo wie fie aufgeftelt wurden, einander glei find; was of⸗ 
fenbar darin begründet ift, daß den Eigenfchaften diefer Srößen gemäß 
in beiden Werhältniffen die Nachfäbe gleichviel Mal größer oder 
Heiner als die Vorfäge find. So fteht z. B. die Menge einer Ware 
mit ihrem Werthe in geradem Verhältniffe; denn wer 2,3,4,.... 
Mal „mm von einer Ware Fauft ald ein anderer, der muß auch 2, 
3, 4,... Mal er Geld als diefer erlegen. Kauft demnach Se: 
mand 8 Een Tuch um 17 Gulden, fo muß ein anderer, welcher 5 


Mat fo viel, d. i. 15° Ellen fauft, aud 5 Mal fo viel, —R 
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85 Gulden zahlen. Die hier mit einander verglichenen Ellen find 3 
und 15, ihr Verhältniß alfo 3: 155 die ihnen entfprechenden Gulden 
find in derfelben Orbnung 17 und 85, ihr Werhältniß 17:85. In 
beiden VBerhältniffen ift der Nachſatz 5 Mal fo groß als der Vorfag, 
daher find diefe Verhältniffe, gerade fo wie fie ftehen, einander gleich, 
nemlich 

3:.15=17: 85. 

Befiten dagegen zwei zufammengehörige Größen bie Eigenfchaft, 
daß einem jeden Viel fache neiner jeden Größe der einen Artder 
ebenfovielte Theil der zugehörigen Größe ber anderen Art ent: 
fpricht , nemlich daß, wenn einer gewiffen Größe ber erflen Art eine 
beflimmte Größe der zweiten Art zugehört, dem 2, 3, 4,» . - 
nfachen der erfteren Größe blo8 der 2te, Ste, Ate, . . - nte Theil, 
oder die Hälfte, das Drittel, das Viertel, . . . der anderen Größe 
zufommt, fo fagt man: dieſe zwei Arten von Größen ſte— 
ben mit einander im umgekehrten Berhältniffe, oder 
find einander umgekehrt proportional. 

Dadurch will man eigentlich andeuten, daß, wenn man bie zwei 
mit einander verglichenen Größen der einen Art in ein Verhältniß 
zufammenftellt, und auch die ihnen entiprechenden Größen der ande: 
ren Art in berfelben Ordnung in ein Verhältniß fchreibt, diefe Ver⸗ 
bältniffe erfi dann einander gleich werben, wenn man eines von ih- 
nen umkehrt, d. h. in ihm Vor⸗ und Nachfag mit einander vertaufcht; 
was offenbar darin begründet liegt, daß in dem einen Verhaͤltniſſe 
der Nachſatz eben fo viel Mal fräfer als der Vorſatz fein muß, als wie 
oft im anderen Werhältniffe gegentheilig der Nachſatz ser ald der 
Vorſatz ift, weßwegen erſt nad) der Umkehrung eines Berhältniffes 
in beiden die Vorfäge Gleichvielfache ihrer Nachſaͤtze find. So fteht 
j. B. die Anzahl der zu einer beftimmten Arbeit anzuftellenden Ar: 
beiter mit der Arbeitszeit in umgelehrtem Verhältniſſe; denn wer 2, 
3,4, +... Mal „are Arbeiter anflellt, wird diefelbe Arbeit im 2, 
8, 4,... Maler Zeit vollenden. Vollbringen demnach 20 
Arbeiter eine Arbeit in 11 Zagen, fo wird man, wenn nur 4 Dial 
weniger oder ber vierte Theil der Arbeiter, d. i. 5 zu Gebote flehen, 
ert in 4 Mal mehr, d. i. in 44 Tagen fertig werben. Die hier mit 
einanber verglichenen Arbeiter find 20 und 5, ihr Verhältniß 20:5, 
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die ihnen zugehörigen Tage find in berfelben Orbnung 11 und 44, 
ihr Verhältniß daher 11:44. Sm erſten Berhältniffeift der Nachfag 4 
Mal kleiner, im zweiten dagegen 4 Mal größer ald der Vorſatz; kehrt 
man aber eines der Werhältniffe, etwa das letztere, um, wodurch es 
44 : 11 wird, fo find die Nachſaͤtze beider Verhältnifie 4 Mal Hei 
ner ald tie Worfäge, daher beide Verhältniffe gleich, nemlich 

20 :5=44 : 11. 

Steben demnah zwei zufammengehörige Arten 
von Größen in „m Verhältniffe mit einander, fo iſt Dad 
Verhaͤltniß jeglicher zweier Größen ber einen Art dem „Haze ge⸗ 
nommenen Verhältniffe der ihnen entfprechenden Größen ber andern 
Art gleich ; folglich bilden diefe Verhältniffe oder diefe zwei Paare von 
Größen, oder vielmehr, wenn die Brößen von derfelben Art durch einer- 
lei Einheit gemeffen ‚find; die fie vorſtellenden Zahlen «ine Proportion 


$. 194. 


Wären nun in einer folhen Proportion nur8 Glie— 
der befannt, fo läßt fi (nach $. 183) auch das fehlende vierte 
finden. 3. 3. e8 wäre tie Frage vorgelegt: wenn 8 Ellen Tuch 10 
51. Eoften, wie viel koſten 9 Ellen von diefem Luce? fo bezeichne 
man die noch unbelannte Anzahl Gulden, welde 9 Ellen koſten 
müffen, mit z. Dann ift dad Verhältnig der Ellen 3:9, jenes ber 
entfprechenden Gulden 10:2, folglich findet, weit 5 Mal fo viel 
Ellen auch mit 5 Mat fo viel Gulden bezahlt werden, alfo Ellen und 
Gulden mit einander in geradem Verhaͤltniſſe ftehen, die Proportion 


9.10 
Statt, 3:9—=10: 2, woraus man (nad) 8. 188) z= —— = 


8 
:80 Fl. erhält. 

Die Regel, nach welcher man bei einer Rechnungsfrage zu drei 
gegebenen Gliedern das vierte Proportionalglied findet, wird bei der 
Anwendung auf die benannten Zahlen von ten NRechenmeiftern die 
Regel Detri genannt: und zwar heißt die gerade Regel Detri, 
wenn die zwei ungleichnamigen Größen, welche in der Rechnungdfrage 
vorkommen, (nach $. 198) im geraten Verhältniffe ftchen; im Ger 
gentheile aber, wenn diefe zwei Größen im umgekehrten Verhältniſſe 
fiehen, fo heißt fie die umgelehrte Regel Detri. 
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Zur Regel Detri gehören demnach zwei Berhältniffe, wo In 
dem einen beide Glieder, in dem andern aber nur ein Glied be- 
Iannt, und das zweite noch unbekannt ift. | 

Anmerkung. Uebrigens muß bei einer Rechnungöfrage, welche 
durch Die Anwendung der Regel Detri beantwortet wird, aus der 
Beſchaffenheit der Sache befannt fein, daß die zwei ungleihramigen 
Srößen in cinem richtigen, entweder geraden oder umgelehrten Ber- 
hältnifje flehen Cin ter Bedeutung des $. 193); fonft läßt fich die 
Regel Detri nicht anwenden. 3. B. wenn ed befannt wäre, daß in 
2 Minuten durch ein im Boden eines Faſſes gelohrted Loch 5 Eimer 
Bein ausfließen, und wern dad Faß nicht durch Zufluß immer voll 
erhalten wird, fo fönrte man keineswegs fagen, daß in der boppelten 
Zeit von 4 Minuten auch doppelt jo viel, nemlich 10 Eimer Wein 
aus diefem Loche fließen werden; weil der Wein immer mit einer 
Pleineren Geſchwindigkeit herausfließt ; in jeder folgenden Minute fließt 
demnach weniger heraus als in der vorhergehenden. Man kann daher 
die Menge des Weines, welche in 4 Minuten aus diefem Loche fließt, 
nicht durch bie Regel Detri finden, obwohl es bekannt ift, daß in 2 
Minuten 5 Eimer ausfliegen Hiedurch wird zugleich Mar, daß 
man fich des fonft gewöhnlichen Ausdruckes: »Je mehr, deſto mehr, 
ober je weniger, deflo weniger? enthalten müffe; denn ſchon an dies 
fem Beifpiele ſieht man, daß zwar deflo mehr Wein ausfließt, je län- 
gere Zeit das Faß geöffnet ift, daß die aber keineswegs noch berech⸗ 
tigt zu fliegen, die Menge des auögefloffenen Weines fei der Zeit 
direct proportional, und zwar offenbar aus dem Grunde, weil in der 
safachen Zeit nicht a Mal fo viel Wein ausläuft ald in der einfachen. 


$. 196. 

Um nun bei den Rechnungsfragen, wo eine Proportion wirk⸗ 
lich Statt findet, ſowohl die gerade ald auch die umge 
Pehrte Regel Detri jederzeit richtig enzuwenden, ver: 
fahre man folgender Maßen. 

1) Man fchreibe die zufammengehörigen Größen von verfchie 
dener Art gerade unter einander, und die Größen von berfelben Art 
in Seftalt eined Verhältniffes neben einander, ftelle dabei 
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2) die unbefannte Größe durch einen Buchſtaben, etwa durch 
x, bar; und drüde 

3) die auf verfchiedene Einheiten, (3. B. Pfunde, Lothe, 
Quintel) ſich beziehenden benannten Zahlen in beiden Gliedern des 
felben Werhältniffes durch einerlei Einheit (z. B. durch Pfunde, 
Lothe oder Quintel) aus, fo daß das Verhältnig diefer gleichnamigen 
Größen durd jenes der fie vorftellenden Abfolutzahlen erfeht wer- 
den kann. 

4) Man unterfuche, ob die zwei ungleichartigen Größen ber 
Rechnungsfrage im geraden oder umgekehrten Verhältniſſe fteben, 
nemlich ob es eine gerade oder umgekehrte Regel Detri fei, inbem man 
fich frägt, ab, wenn ber Größen der einen Art 2, 8, 4,... Mal 
mehr werden, der zugehörigen Größen der andern Art 2, 3, 4,... 
Mal mehr oder weniger werben müffen. 

5) Stelle man die zwei Berhältniffe entweder gerade jo wie 
fie da ftehen, einander gleich, wenn die beiden zufammengehörigen 
Größen ſich im geraden Verhältniffe befinden, oder kehre vorher das 
eine Verhältniß um, wenn diefe Größen im umgefehrten Verhäͤlt⸗ 
niffe fliehen. 

6) Berechne man die unbelannte Zahl, indem man (nad) 
$. 183), wenn fie ein exe Glied der Proportion ift, dad Product 
der beiden Auferen Glieder durch das bekannte Mr: dividirt. Man wird 
biebei wohl thun, die Multiplicationen nur anzuzeigen, und das 
Refultat in Form eine Bruched darzuftellen, bei welchem man, fo 
weit es angeht, die Factoren des Zaͤhlers und Nenners duͤrch gemein. 
fchaftliche Theiler divibirt. 


Beifpiele. 


1. Frage. Wenn 3+ Ellen Tuch 16 FI. Foften ; wie viel Een 
von diefem Zuche befommt man für 100 $1.? 
Vorbereitung. 3; Ellen: z Ellen 
16 Fl. :100 Fl. 
‚Rechnung. 3:2=16 : 100 
7100 7 25 3 
eurer 4 7 175:8=21,. 
Antwort, 215 Ellen. 
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Denn für 3 Mal fo viel Gulden kauft man 3 Mal fo viel El⸗ 
len; folglich tft bier eine gerade Regel Detri anzuwenden (vermög 
$. 198 und 194). 

3. Frage. Eine gewifie Anzahl Patronen wird in 8 Wagen 
von 150 Mann verfertigt,; man will aber diefe Munition in 6 
Tagen fertig haben; wie viel Mannfhaft muß hiezu angeftelt 
werden? 





Vorbereitung. Rechnung. 
:8 Tage: 6 Rage *) 150:2=6:8 
150 Mann: z Mann. 8.150 
e= 6 =8,35=200, 
Antwort. 200 Mann. ir 


Denn fann man zu derfelben Arbeit 2 Mal fo viel Tage ver- 
wenden, fo braucht man nur 2 Mal weniger Mansfchaft;; folglich 
ift bier eine umgekehrte Regel Detri anzuwenden (vermög $. 193 
und 194). 

8. Frage. Wie viel koſten @ Pf. 24 Loth von einer Ware, 
wenn man 1 81.30 Kr. für 5 Pf. zahlen muß? _ 


Vorbereitung. Rechnung. 


2 8.:1 81.30 8r.= 2:5 3__59,_ 
9 Pf. 24 8.:5 Pf.—:5 2:77: 
15.830 8. = 1:5. =3$J1. 3.39 
9P.UL= EP. | 265 


= 117:0=2%. 
Antwort. 2% 51. oder 2 $l. 35t Kr. 


4. Frage. Wenn 100 Mann in einer Nacht eine Tranſchee von 
160 Klaftern verfertigen koͤnnen; wie viel Mannfchaft muß ange: 
ftelt werden, wenn in ber nemlichen Zeit eine Tranſchee von 400 
Klafter verfertigt werben fol! 


*) Der minder geübte Lernende wird gut thun, we. er die umzukehrenden 
Verhaͤltniſſe auf eine beliebige Weife, etwa wie hier durch Vorfegung 
eines Doppelpunctes bezeichnet, welcher gleichſam andeutet, daß durch 
das umzufehrende Berhältnig die Einheit dividirt werde. - 
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Vorbereitung. Rechnung. 
100 Mann: ⸗ 100: z== 160: 400 
160 Kl.: 400 100.400 on 
1e=- ng I. 25=250. 


Antwort. 250 Mann. | 

5. Frage. Wenn der jährliche Lohn eines Dienftbothen 36 Ft. 
beträgt, wie viel gebührt ihm für 8 Monat und 12 Tage? 

Vorbereitung. 360 age: 8 Monat 12 Tage — 360: 252 


sH. := 
Rechnung. 860 :352 —=36:2 
252.36__252% 
ae Tr 7352. 


Antwort. 25,2 ZI. oder 25 FL 12 Kr. 

6. Frage. (Einfache Interefjen- oder Zinsrechuung.) 

Wenn hundert Gulden Gapital jährlich 84 FL. Intereffen bringen, 
wie groß muß das Capital fein, wovon man jährlih 1000 FI. In- 
tereflen haben kann ? 

Antwort. 285717 Sl. 

7. Frage. Eine Rikofchetbatterie in einer Zranfchee ift- mit 
Patronen fo verfehen, daß fie durch 24 Stunden jede Stunde 20 
S chüffe geben kann; man hat aber 32 Stunden lang feine frifche 
Munition zu hoffen, und muß daher die vorhandenen Patronen 
für diefe Zeit eintheilen; wie viel Schüffe können in jeder Stunde 
gemacht werden ? 

Antwort. 15 Schüſſe. 

8. Frage. Es befinden ſich in einer Feftung 6000 Mann Be: 
ſatzung, welche für 2 Monat mit Proviant verfehen find; nun 
wird die Feftung mit einer Blokade bedroht; der Commanbant er: 
hält Ordre ſich durch 3 Monat und 10 Tage zu halten; es tft bie 
Frage, wie viel er von der Mannfıhaft aus der Feflung fortfcht- 
cken muß? 

Auflöfung. Er {hide æ Mann fort, fo bleiben 6000 —z 
Mann; folglich fteht die Rechnung fo: 

6000: 6000— 2 —3;:2 
6000 :2—=3::14, (nad $. 187.IV) 
Daher z = 4.600=2400. 


Einfache Regel Detri. 221 

Antwort. 2400 Mann. 

9. Frage. Nun fege man den Sal, die ganze Mannfchaft 
müßte in der Feflung bleiben; dann entfteht die Frage, wie viel 
Zwieback einem jeden Manne täglich zu geben fei, wenn fie für 2 
Monat dergeftalt mit Proviant verfehen find, daß jeder Wann täglich 
2 Df. Zwieback erhalten könnte? 

2:7—3;:2 





Antwort. 1,2 Pf. oder 1 Pf. 6,4 Loth. 
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Die Regel Detri findet auch vorzüglich ihre Anmenbung bei 
ber Verwandlung (Reduction) der Gewichte und Maße 
eined Orted in jene eines andern, wenn bad Verhältnig, welches fie 
gegen einander haben, befannt iſt. 3. B. wenn e3 befannt ift, daß 
ein Söner Pfund fich zu einem alt Parifer Pf. verhält, wie 48 zu 
45, nemlich daß 45 Eölner Pf. 43 Parifer Pf. ausmachen, und es 
würde gefragt: wie viel 94 Parifer Pf. nach dem Cölnet Gewichte 
betragen, jo findet folgende Regel Detri Statt: 


45 Eölner Pf.: ꝓ C. Pf. 45:27-43:94 
. 48 i “ .. 94 f} * 94.45 
Parifer Pf P.Pf. get, 


daher find 94 Par. Pf. 98 Cöl. Pf.= 98 Pf. 11,9 8. Cölnifch. 
Eben fo, wenn e3 befannt ift, daß fich eine Prager Ele zu einer 

. Wiener Elle verhält wie 16 zu 21, oder daß 16 Wiener Ellen 21 

Prager Ellen ausmachen, und ed wird gefragt, wie viel 80 Wiener 

Ellen in Prager Ellen verwandelt betragen, fo iſt 

16 Wiener Ellen: 30 Wiener Elen=21 Pr. EU.:x Pr. Ellen; 


39: Pr. €. 


.21 


aljo = 16 
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IV. Abſchnitt. 
Vergleichung einiger Maße und Gewichte. 


Wir wollen bei dieſer Gelegenheit einige zuverläffige Verglei⸗ 
chungen ber Gewichte, Längen- und Hohlmaße einiger Länder und 
Drte hieher feben. 

$. 198. 


Frankreich. 

Bon befonberer Wichtigkeit find die Franzöfiſchen Maße und 
Gewichte, weil mit ihnen gewöhnlich die übrigen verglichen werden. 

Die Srundeinheit der alten Franzöfiihen Längenmaße 
war ber Parifer Fuß. (Pied du rot), eingetheilt in 12 Zoll zu 13 
Linien und jede biefer in 12 Scrupel oder Puncte. 6 Fuß machten 
eine Toiſe oder Klafter — Schnittwarenmaß die Parifer Elle 
= 8 Fuß 7 Zoll 19 Linien 10 Puncte. — Flähenmaße hatte 
man: Perche des eaux- et- for&ts, Quadrat von 23 Fuß Seite = 
484 Duabratfuß, Arpeni des eaux- et- forets zu 100 Perches von 
323 Fuß Seite = 48400 QDuadratfuß, Perche de Paris, ein Qua 
brat von 18 Fuß Seite = 824 Quabratfuß, Arpent de Paris 
zu 100 Perches von 18 Fuß Seite = 82400 Quabratfuß = 900 
Quadrattoiſen. — Das Parifer Markgewicht (Poids de marc) 
batte ald Orundeinheit das Pfunb (LZivore) = 2 Marcs = 16 
Onces = 128 Gros = 9216 Grains. Einen Parifer Cubikfuß de- 
ſtillirten Waſſers bei feiner größten Dichte (4 Grad der hundertthei⸗ 
ligen Thermometerſcale von Celſius) fand Zefsore-Gineau wiegen 
70 Pfund 141 Graind, und bei der Temperatur des ſchmelzenden 
Eifes (0° C.) 70 Pf. 180 Sraind. — Das alt Parifer Hohl maß 
für Zlüffigkeiten war das Muid de vin = 2 Feuillettes — 36 Veltes 
==144 Pots=288 Pintes; 1 Pinte= 48 alt Parifer Cubikzoll nach 
Picard; jened für trodene Waren der Setier = 12 Boisseaux = 
192 Litrons; 1 Muid de bie = 12 Setiers; \ Boisseau = 656 alt 
Parijer Cubitʒol. (Circulaire du Ministre de U Interieur 29 mars 








- 
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1806). Das feit bem Jahre 1795 eingeführte neue franzöfifche oder 
metrifche Maßſyſtem hat folgende Anordnung. 

Die Grimdeinheit des Längenmaßes heißt Mesre (Meter), 
die ber Flächenmaße Are = 100 Quadratmeter, jene der Kör: 
permaße Stere, Metre cube, die der Hohlmaße Zäre (kiter) 
—= 0,001 Kubitmeter, endlich die der Gewichte Gramme (Gramm). 

Die Eintheilung und Vervielfachung gefchieht durchaus nach der 
Zahl 10 (dekadiſch, decimal), und man bildet die Namen des zehnten, 
hundertſten, taufendften Theils einer der genannten Grundelnheiten, 
indem man dem Namen biefer die Sranzöfifchen Sylben dect, centi, 
milli vorfebt, fo wie man ihm, um ihr Zehnfaches, Hundertfaches, 
Zaufendfaches, Zehntaufendfaches auszubrüden, die Sriechifchen Syl⸗ 
ben deca, hecto, kilo, myria vorzufegen hat. Won biefen abgeleite- 
ten Einheiten find folgende im Gebrauche: 

Decametre = 10 Metres, Hectometre= 100 Metres. 

Kilometre (Begmaß, Mille) = 1000 Metres. 

Myriametre Meile, Lieue) = :0000 Mötres. 
Decimetre=0,\ Metre, Centimetre = 0,01 Metre. 
Mälemetre= 0,001 Metre. 

Hectare—= 100 Ares, Myriare=:10000 Ares , (Beldmaße). 
Centiare=0,01 Are. 

Desistere—=0,1 Stere. 

Decalire=10 Lüres, Hectolitre= 100 Litres. 
Aüolitre=1000 Litres = Metre cube. 

Myriallire = 10000 Lüres. . ’ 
Decilüre=0,1 Lätre; Centilitre=0,01 Lüre. 

Millilitre —0,001 Lüre. 

Decagramme = 10 Grammes, Heclogrumme — 100 ‚Grammes. 
Allogramme — 1000 Grammes. 

Decigramme —=0,l Gramme, Centigramme — 0,01 Gramme. 
Milligramme = 0,001 Gramme. 

Der Meter fol der 10millionſte Theil des nördlichen Qua⸗ 
dranten des Erdmeridiand, und das Gramm dad Gewicht eines 
Gubikcentimeters des dichteften beftillirten Wafferd (4°C.) fein. 
Anfänglich wurde proviforifch der Meter zu 0,518248 Toiſen, und 
dad Gramm (Gravet) zu 18,841 Grains angenommen, Nachdem 
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aber fämmtliche Meffungen und Berechnungen auf dad Sorgfältigfte 
ausgeführt waren, wurde (2. Nov. 1801) der Meter zu 0,513074 
Toiſen und dad Gramın zu 18,82715 Grains definitiv feſtgeſetzt, da⸗ 
her ift gegenwärtig, wenn irgend ein metrifhes Maß ohne Zuſatz 
genannt wird, immer dad definitive gemeint. 

Außer dieſem in wiffenfchaftlihen und ämtlihen Verhandlun: 
gen gebräuchlichen metrifchen Maßſyſteme find feit 1812 für den bür- 
gerlichen Verkehr noch folgende mit den metrifchen in leicht faßlichen 
Berhältniffen ſtehende Maße gefeglich geftattet. Längenmaße: Die 
Toiſe, eingetheilt in 6 Fuß ( Pieds) zu 12 Zoll (Pouces) von 12 Zinien 
(Lignes), haltend 2 Meter. Schnittwarenmaß: Die Elle 
(Aune) = 12 Decimeter, eingetheilt in 4, 4, 3, 5, unds, 5, = 
Zrodene Hohl maße für den Kleinhanbel. Das Boisseau = 
2 Bectolitre, eingetheilt in & und Z, auferdem noch berboppelt, 
Double boisseau =; Hectoltre. ueberdies kann der Liter inz 
„ und z abgetheilt werden. Als naſſes Hohlmaß für den Aus: 
ſchant von Getränken kann der Liter int, +, 75 untergetheilt werden. 
Gewichte: Das Pfund (Zivre), gleich einem halben Kilogramm, 
eingetheilt in 16 Unzen (Onces) zu 8 Gros bon 72 Grains, 
wobei noch jede dieſer Gewichtdeinheiten in 3, &, + untergetheilt 
werden kann; der Quintal (metrifhe Zenmer) = 100 Kilogramm; 
ber Millier, (poids du tonneau de mer, Schiffötonne) = 1000 
Kilogramm. 

Dem Obigen und den ämtlich publicirten Reductionstafeln Coom 
29. März 1806) gemäß ift 1 alt Parifer Fuß=0,3248394 Meter, 1 
. alt Parifer Quadratfuß = 0,105521 Quadratıneter, 1 alt Parifer 
Eubiffuß = 0,03427727 Cubikmeter, 1 alt Parijer Pfund —=489,5058 
Sramm, 1 alt Parifer Muid = 268,220 Kiter, 1 alt Parifer Setier 
= 156,100 Liter. 

Uebrigens haben einzelne Städte auch noch befondere, geſetzlich 
erlaubte Localmaße, ald: 

Bordeaux. Dad Ochoft Bordeaur:- Wein = 228,06 Liter; 
1 Tonneau — 4 Barriques (Ozhoft) — 6 Tiergons = 128 Veltes. 

. Calais. 50 der hier gebräudplichen Haͤringmaße follen,, nach 
dem Gefebe vom 8. October 1810, gehäuft die Vollhaäringswrak⸗ 
Laft von 12 Tonnen (le lest de douse barils en vrac.) betragen. 
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Dieppe. Das Maß zur Abmeffung der frifhen Häringe ent- 
bält, nach dem Decret vom 8. Oct. 1810, 15 Kilogramm, iſt ein 
abgekürzter Kegel von 330 Millimeter Höhe, 370 Millim. unterem 
und 8310 Millim. oberem Durchmeffer, alfo von 80,039 Liter In⸗ 
halt. 

Marseille. Das Pfund = 0,408 Kilogramm; die Del- und 
Bein - Millerole = 60 Liter; die Mitlerole Babrilsdl = 64 Liter. 

Troyes. Diefe Stabt befigt in Bezug auf dad Markge⸗ 
wicht eine Berühmtheit, in fo fern von ihr die Franzöſiſche, Hol⸗ 
ländifche und Englifhe Zroys-Markihren Ramen erhielt. In Frauk⸗ 
reich war die Zroys- Marl = 8 Onces = 64 Gros = 160 Este- 
lins = 192 Deniers = 320 Mailles = 640 Felins — 4608 Grains 
= 110593 Primes. In Sellaud, wo fie im Jahre 1529 von 
Carl V. in der nemlihen Größe wie die damalige Franzöfiiche einge 
führt wurde, war die Troys-Mart — 8 Unzen = 160 Engeld = 
1280 Troyguins — 2560 Deusquins — 5120 As; dieſe Holländi- 
ſche Troys-Mazt ift zum Theil jet noch der gewöhnliche Maßſtab 
zue Vergleichung anderer Gewichte. In England iſt die Troys- 
Mart = ı Pound Troy- Weigth = 12 Ounces = 240 (Dis) 
Penny Weights = 5160 Grains = 1152300 Mites. 


Defterreich. 


Zu der, bereit3 in $. 46 auseinandergefehten, Eintheilung ber 
Wiener oder Niederöfterreichiichen Maße und Gewichte find noch 
folgende Bergleichungen beizufügen. | 

Längenmaße. Die Parifer Klafter fand (1760) der Aftro- 
nom Lieöganig = 1,02764 Wiener Klafter; ferner fand Profeflor 
Stampfer (1829) die halbe Koife = 36,99707 Wiener Zoll; daher 
ift der Wiener Fuß nad) Liedganig, defien Vergleihung auch in dem 
auf allerhöchften Befehl in der k. k. Staatödruderei zu Mailand 1818 
aufgelegten Werke: „Münz-Xariffe und Zabellen zur Vergleichung 
u. fe m.” angenommen wurde, — 0,3161023 Meter, nad Stampfer 
= 0,316085 Meter. Der in der Artillerie vormals gebrauchte Nürn- 
berger Fuß, eingetheilt in 12 Zoll zu 10 Linien zu 10 Puncten be: 
trug (nad) Vega's Angaben inter 1. und 3. Auflage dieſes Lehrbuches 

Vega Vorleſ. I. Br. 15 


+ 


J 
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12984 
v. 1782 u.1802)0°927378, oder ————- = 0.9267, oder endlich 151 — 


1401 
09265 Wiener Fuß. 

Nach den von Pater Zofeph Franz S. J. (1756) ausgeführten 
und in den Geſetzen (1756 u. sg.) anerkannten Vergleihungen ift 
bie Wiener Ele — 2,465 Wiener Fuß, der Wiener Metzen — 
1,9471 Wiener Cubikfuß, ber Eimer = 1,7920 Cubikfuß, die Maß 
= 0,0448 Cubikfuß. — Der Stübich, Kohlenmaß, iſt nad) der 
fon unter Marimilian II. erfloffenen Verordnung vom 1. Dec. 
1570 = 2 Metzen; das Kalkmüthel nad der Verordnung vom 
31. März 1755 und 29. Augufl 1772 = 23 Meben. 

Im Bergmwefen benüst man ald Längerteinheit die Schem- 
niter Bergflafter eingetheilt in 10 Schub —= 100 Zoll = 1000 
Linien = 10000 Puncte. Das bei dem k. Nieder -Ungarifchen Dir 
flrictual-Berggerichte aufbewahrte Original der Schemniger Berg- 
after hat gemäß dem Decrete der hoben Hofftelle vom 15. Juni 
1822 bei 18,50%. 6 Schuh 4 Zoll 10,92 Linien Wiener Maß. Das 
Grubenfeld maß wurde durch die Patente vom 28. Sept. 1804, 
dv. 23. März 1805 und vom 26. Auguft 1817 auf ein liegenbes recht 
winfeligeö Prisma von 1254400 Cubikklaftern feftgefebt. 

Hohlmaße. Zufolge der von Kaifer Franz I. am 16. März 
1817 fanctionirten Zimentirungsamts-Inſtruction, im Einklange 
mit ber gefeglichen Beflimmung vom 21. Juli 1762, hält der Wie- 
ner Bein-Eimer40 Wiener Maß mit einem Calo von einer Maß, 
daher im Ganzen 41 Maß; ferner fowohl nach biefer Inftruction, 
ald auch nach den Iandeöherrlichen: Verordnungen vom 16. Aug. 
1775, 3. Mai 1805, und 12. Dec. 1812 faßt der Wiener Bier: 
Eimer 425 Maß, (2; Maß Calo), und vermög eben diefer Inſtruc⸗ 
tion der Maifh-Eimer 42 Maß (2 Maß Calo). — Das aus 
maſſiv gegoffenem Meffing im Jahre 1826 bergeftellte Original 
des Wiener Wein:Eimerd von 41 Maß hält, nach der von Zädel, 
Oberbeamten des Wiener Zimentirungsamtes, vorgenommenen Un- 
terfuchung, bei + 16° Reaumur, an beitillirtem Waffer 18551279 
Diener Richtpfennige, fomit 58,0845 Liter und die Maß, 1,4167 
Liter. Der Wiener Eimer zu 40 Maß, der jedoch nur in Rech⸗ 
nungen, nicht aber wirklich eriftirt, beträgt demnach 56,668 Liter, 


+‘ 
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Gewichte. Vega (Vorlefungen S. 549, 1. Bd. 3. Aufl., 
Wim 1802, und Natürlihes Maßſy ſtem, Wien 1803 $. 2) fand 
durch unmittelbare Wägung Franzöfifcher Gewichts⸗Etalons das 
Sramm im Mittel = 13,714 Wiener Apothelergran. Hierauf fügt 
fi) das Paiferlihe Münzbdecret vom 1. Nov. 1823, indem es bie 
Wiener Marl = 280,644 Gramm, und das Kilogramm — 233520 
Biener Richtpfennig erflärt. Sonach ift bad. Pfund des Wiener 
 Handelögewichtd = 560,012 Gramm, dad Wiener Apotheker: 
pfund =: Wiener Handelöpfund = 98080 + Wiener Richtpfen- 
nig = 420009 Gramm. — Das Nenngewichts Pfund der vollen 
eifernen Artillerie» Sefhüäfugeln beträgt, nach den von ber k.k. 
Oberfeuerwerkömeifterei audgeführten Rechnungen, im Mittel 0,817 
Wiener Pfund. 

Außer den Wiener oder Nieberöfterreichifchen Maßen, welche 
gefeßlich vorgefchrieben find, werben in den Provinzen aud noch 
eigenthümliche geduldet. 

Böhmen. Nach den von P. Franz (1756) ausgeführten 
Vergleihungen und den gefeßlichen Beflimmungen (vom 14. April 
1764 und 1765) ift die böhmifche Klafter — 6 Buß = = 5,626 Wie⸗ 
nee Zuß, die Prager Elle, eingetheilt in}, =, 5,5, = 1,879 
W. Fuß; ein Strich Ausſaat beträgt 800 Quadratklafter Acker⸗ 
land; der böhmifche Strich, Getreidemaß, = 4 Viertel = 16 
Metzen = 192 Seitel = 1,5220 Wiener Meben; die alt Böh- 
mifche Maß (Pinte) = 4 Seitel = 1,850 Wiener Maß, daher 20 
alt Böhm. Pinten = 27 Wiener Maß, der Eimer = 30 Maß kla⸗ 
ren und — 33 Maß trüben Getränkes, das Faß — 4 Eimer; das 
Böhmische Pfund = 32 Loth = 128 Uuentchen== 0,91847 Wie⸗ 
ner Pfund — 29391 Wiener Loth, der Zentner = 6 Stein= 120 
Pfund. 

Galizien. Die Lemberger Elle, eingetheilt in 3, 4, 3, ur 
iſt = 2 Fuß = der Prager Elle == der Bredlauer Elle = 263,287 
alt Parifer Linien nach Adel oder = 2634 alt Parifer Linien nad) 
Vega, die Salizifhe Klafter = 6 Fuß = 8 Ellen, die Lemberger 


Kine = (7=1}) Lemberger Elle = 83 Lemberger Zoll (nad) 
bem Lemberger Hauskalender); ber Aorsec, Getreidemaß, =82 
15 * 
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Garniec = 138 kwart = 2 Wiener Meben; der Korsec wirb noch 
ind, 75, der Garniec und bie kKwart aber in + und 4 unter 
getheilt ; dad Bierfaß (Becska), eingeteilt in + und !, faßt nach ber 
Saliz. Subern. Verord. vom 15. Sept. 1829) 36 Garniec = 144 
Awart = 2; Diener Meben. Bei einer in Lemberg vorgenommenen 
commiffionellen Unterfuchung der Galizifben Seträntmaße fand 
man ben Wiener Wein⸗Eimer von 41 Maß=—15 Garniec 14 Kıraterka 
(Biertelquart). Darauf geftügt erklärte die k. k. vereinte Cameral⸗ 
Gefällen-Berwaltung für Galizien in ihrem Eirculare vom 30. Oct. 
1835 und in ihrer Verordnung von 23. Auguft 1889 die Nie 
beröfterreichifche Maß volllommen = 1-2 *) Galiziſche Quart, 
und die Salizifhe Quart volllommen = 33 Nieberöfterreichifche 
Map. Sofort ift die Salizifhe Quart = 1,4; Boͤhmiſche Halbe 
Chalbe Maß). Das Lemberger Handelspfund = 82 Loth = 128 
Duent = dem Breölauer Handelöpfund = 945414 Wiener Richt 
pfennig (nad) Vega) = 0722957 Wiener Hanbelöpfund, baher 1 
Wiener Pfund = 1'38832 Lemberger Pfund, womit die Angabe des 
Lemberger Haudfalenders: 1 Wiener Zentner = 138 Lemberger 
Pfund ſtimmt. ı Lemberger Stein = 323 Lemb. Pfund. 
Käruthen. Im Lavant-Thale ift dad Schaff ald Kohlen: 
maß — 4 Wiener Metzen, der Eimer = 35 Wiener Bein-Eimer, 
der Tagbau, ein Flächenmaß, = 1200 Wiener Quadratklafter, 
die Weberelle oder fogenannte fünfipännige Ele = 14 Wiener Elle. 
. Zombardifch » Benetianifches Königreich. Die Grund⸗ 
lage des feit 1803 angenommenen metrifhen Maßſyſtems 
ift der auch ald Schnitimarenmaß dienende Metro = 10 Palmt 
= 100 Dii = 1000 Atomi — dem Stanzöfifhen Meter. Die 
Einheit der Hohlmaße ifl die Soma melrica = 10 Mine = 
100 Pinte = 1000 Coppi = dem Hectoliter. Die Gewichtdeinheit 
ift die Zibdra metrica = 10 Once = 100 Grossi = 1000 De- 
nari = 10000 Grani = bem Kiiogramm, 1 Hubo = 10 Lib- 
dri, 1 Centinafo = 10 Rudi. — Im gewöhnlichen Verkehr 
" bedient man fich jedoch meiftens noch der alten Maße. Im 
*) So muß der dafelbft fehlerhafte Zähler 632 verbefiert werden, was id 


im April 1846 in einer eigenen Zufchrift an diefe k. k. Behörde erwies 
fen habe. M. 
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Mailandiſchen Gonteruement iſt das Getreidemaß die Mailaͤnder 
Moggia — 8 Stari = 33 Quartari = 1,462548 metrifche Some, 
das Getraͤnkmaß, die Mailänder Zrenta — 96 Boccali = 0,155544 
metrifche Some. Nach einem Decrete vom J. 1808 iſt die Ziddrz 
di peso grosso Handelsgewicht = 28 Once — 888 Dinari — 
8064 Gran! = 762,5171 Gramm, die Zaböra di peso soltile — 
12 Once = 288 Dinari = 6912 Grani = 326,7931 Gramm; 
ferner nach dieſem Decrete und einem ämtlichen Berichte der Trie⸗ 
ſter Börfe- Deputation 1 Liböra peso grosso —= 1,3616 Wiener 
Pfund, Lidöra peso sottile = 0,5835 Wiener Pfund, die Lbbra 
peso medicinale = 13 Once —= ı Wiener Apothelerpfund, Im 
Beuetianiſchen Gonvernement ift bie Seiden-Zraccho, Schnitt. 
warenmaß, — 283 alt Parifer Linien; nah dem Werke: 
Tasole di ragguaglio fra le misure e € pesi nuovi ec. Milano, 
1810, dalla stamperia reale ift die Wollen, einen und Baums 
wollen Braccio = 0,680981 Meter; bie Klafter (Pertica lineare) 
= 6 Zuß (Piedi) = 73 Once = 864 Line = 2,0864091 
Meter; der Stafo, Setreivemaß, = 81,8603 Liter; die Biconsia, 
Weinmaß, =; Amphora = 2 Const = 138 Boecali — 158,609 
Biter; die Zebra grossa ,„ Handelögewicht, = 2 Marchi = 12 On- 
ce = 48 Quarli = 2304 Carati = 9216 Grani = 476,9987 
Gramm, bie Zebra sottile = 12 Oncè — 48 Quarä = 1455 
Carati = 5820 Grani = 801,2297 Stamm; bie Marco, Sold- 
Silber» und Jumwelengewiht, = 8 Once — 89 Quarti = 192 
Denari = 1152 Carati = 1608 Grani’— 238,4994 Gramm; 
bie Libbra meitictnale, Arʒnei · Gewicht, S 12 Once = 96 Dramme 
= 285 Scrupoli = 5760 Grani = 1 Libbra soltile. 

Mähren. Nach 9. Franz (1756) die Klafter = 5,617 Wiener 
Suß, der Metzen S 1,1482 Wiener Metzen, die Maß = 0,756 
Diener Maß, das Pfund = 0,99992 Wiener Pfund. 

Schlefien. Nah P. Fran; (1756) bie Klafter = 5,498 Wiener 
Fuß, die Elle = 1,880 Wiener Zug, der Scheffel = 4 Viertel — 16 
Megen= 64 Maßel= 1,2419 Wiener Megen, der große Troppauer 
Scheffel 2 Wiener Metzen (Hoflanzleidecret vo:n 23. Nov. 1820), 
bie Quart =2 Seitel= 0,496 Wiener Maß, der Eimer— 80 Quart, 
das Pfund = 82 Loth = 138 Quintel = 0,94619 Wimmer Pfund. 
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Siebenbürgen. Die Ele — 0,8 Wiener Ele, ber Ki: 
bei = 4 Viertel = 1,6 Wiener Meben, der Eimer (Ur) = 8 
Wiener Maß, dad Hanbelögewichtöpfund — 2 Wiener Marl 
GJaͤckel's Angaben), das Pifet zur Wägung des Waſchgoldes = 
1216 Wiener Nichtpfennig (Vega's Angabe). 

Steiermark. Das Steirifche, oder Gräber Viertel, einge 
theilt in 8 Maßel, iſt nach dem im October 1836 von bem Graͤtzer 
Zimentirungdamte erflatteten Berichte — 64 Wiener Maß, der 
Startin, Getraͤnkmas, eingetheilt in + und z, nach der Gubernial- 
Verorbnung vom 26. Iänner 1808, — 400 Wiener Maß ober 
10 Wiener Eimer. 

Tyrol. Nah P. Franz (1756) die Klafter = 6,842 Wiener 
Fuß, die Ele eingetheilt in 5, 2,3, 3, 5, = 23,544 Wiener 
Fuß, der Kom-Star = 0,4972 Wiener Meben, die Maß — 
0,573 Wiener Map, dad Pfund — 1,00516 Wiener Pfund, 

Ungaru. Srundeinheit des Hohlmaßes ift gefehlich die Un⸗ 
garifche Halbe (Media, Ice) — 23 Seitel (Messely) = 4 Rim- 
yel CFEI messely). Cine beglaubigte Copie des Originals, aus 
Weißblech verfertigt, enthielt nach Jaͤckel's Unterfuchungen (3. 1827) 
bei + 15° 2. 194688 Wiener Richtpfennig (= 833,71 Stamm) 
deftillirten Waflerd, daher die Ungar Halbe = 838,71 X 
0,001001567 = 0,8356 &iter. Der Ungarifche (Prefburgern) 
Merten ſowohl ald der Eimerift nach dem Reichötagsbefchluffe vom 
Jahre 1807, feit 24. Juni 1808, = 64 Halbe. Außerdem ift ber im 
Biharer Comitate Üblihe Debrecziner große Cseder = 100 
Halbe, der Eleine Cseder = 50 Halbe, der Dedenburger Wein: 
Eimer (Ako) = 84 Halbe, der Peſther Megen = 96 Halbe, 
ber Peſther Kübel zu Knoppern — 3: Wiener Eimer. Das To: 
Taier Weinfaß (nach dem Reichötagsgefehe von 1807) — 25 Preß: 
burger Eimer = 176 Halbe, das kleine Tolaier Weinfaß (Antalux) 

== 88 Halbe; und in 

Slavonien, die Alla, Setreidemaß, — 224 Halbe. 

Baden. 

Nach dem Geſetze vom 10. Nov. 1810 iſt der Fuß = 3 De . 
cimeter, unb wird in 10 Zoll zu 10 Linien von 10 Puncten einge . 
theilt. Die Klafter hält 6, die Ruthe 10, und bie Ele 2 Zu. ; 
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Der Morgen, Flächenmaß, — 4 Viertel = 400 Quabratruthen. 
Der Zuber, Getreidemaß, — 10 Malter = 100 Sefler = 1000 
Meſtlen = 10000 Becher = 15 Hectoliter. Das Fuder, Flüſſigkeits⸗ 
maß, = 10 Ohm = 100 Stüßen = 1000 Maß == 10000 
Glas — 15 Kiloliter. Das Pfund = 10 Zehnling = 100 Centaß 
= 1000 Pfennig = 10000 Aß = + Kilogramm; 1 Bentner = 
10 Stein = 100 Pfund. Im Handel wird das Pfund in 82 Loth 
zu 4 Quint getheilt. 
Baiern. 


Seit dem erſten Jänner 1810 iſt nach dem Geſetze vom 28. Fe⸗ 
bruar 1809 der Fuß—129, 88 alt Parifer Linien, daher = 0,291859 
Meter, und wird fowohl decimal ald auch duodecimal in Zolle, 
Linien und Puncte getheilt; die Klafter hält 6, die Ruthe 10 Fuß, 
die Elle 84; Duoderimalzol, Das Tagwerk, Yuchert oder ber 
Morgen, Flächenmaß, — 400 Quabratruthen. Die Einheit bed 
Hohlmaßes ift die Maßkanne zu 43 Decimal-Eubilzoll = 1,069027 
Liter. Der Scheffel, Getreidemaß, — 6 Metzen = 208 Maßkan⸗ 
nen. Der Eimer, Seträntmaß, — 64 Maßkannen. Das Pfund, 
Hanbelögewicht, = 16 Unzen = 32 Loth = 128 Quint = 512 
Pfennig = 7680 Gran 560 Stamm; ber Sentner = 100 Pfund. 
Das Medicinalgewichts Pfund ift nach dem kön. Decrete vom 
30. Jänner 1811 = 860 Gramm, und wird in 12 Unzen = 96 
Drachmen = 288 Scrupel = 5760 Srän zertheilt. 


Englaub. 


Kraft der Parlaments-Acte vom 17. Zuni 1824 iſt die Grund: 
einheit des Längenmaßes die Elle Chnperial Standard Yard), 
eingetheilt in 8 Zuß CFooss) zu 12 Zoll Cinches). Die Klafter 
(Fathom) hält 2, die Ruthe (Pole oder Perche) 5+, ber Fur- 
long 230, und die Mile (Meile) 1760 Yards. Nach Prony’s, Legen- 
dre's und Mechain’s Bergleichungen iſt der Meter = 39,371 Engl. 
Zoll, nad eier Meflung Kater's = 39,37079, nad) einer an- 
dern = 89,87062 Engl. Boll; daher der Englifche Fuß im Mittel 
= 0,304794 Meter. Der Acre of Land, Flächenmaß, = 4 Roods 
of Land Ruthen Sande) — 160 Quabdratruthen (Squarres 
ches) = 1210 Quabratllafter = 40,467 Zranzöfifche Ares. 
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Grundeinheit des Hohlmaßes iſt der Mmperiul Standard Galion 
= Quarts = 8 Pints, er enthaͤlt 10 Pfund Anosr- das- pots 
deſtillirten Waſſers in ber Luft bei 62° F. und 30 3. Barometerftand, 
ift Daher = 4,54846 Liter 1 Pick hält 2; 1 Bushel 8 Gallons; 
1 Sack = 3 Busheis, \. Quarter = 8 Bushels, 1 Chaldron = 
12 Sacks. Srundeinheit des Gewichts ift dad Pfund Troygewicht 
CiImperial Troy Pound) = 12 Ounces = 240 Penny -weigihs 
— 5760 Grains. (Bergleihe Troyes S. 225). Nebftbei gebraudyt 
man noch dad Pfund Anoir- du- pois = 16 Ounces = 356 
Drams = 7000 Imperial Troy Grains. 1 3entner (‚Quintal) = 
112 Pfund Avoer - du - pois, 1 Zonne = 20 Zentner. Das 
Troy-Pfund iſt nach einer Vergleichung in Paris — 373,338, nach 
Weber — 373,2484, nah van Moll = 373,2531, nach Haßler 
== 872,2223 Gramm. 


SDanuover. 


Nach dem Geſetze vom 19. Aug. 1836 und ben vom Minifter 
rium publicirten Vergleichungen ift die Grundlage des Längen-, 
Slähen- und Körpermaßes der Fuß, eingetheilt in 12 Zoll zu 13 
Linien, = 11: Zoll Englifhen Maßes — 0,2920947 Meter; die 
Elle hält 2, die Klafter 6, die Ruthe 16, und bie Meile 25400 
Zug. Der Morgen, Feldmaß, = 1230 Quadratruthen = 26,2101 
Are. Der Himten, trodened Hohlmaß, = 1; Eubilfuß = 31,15166 
Liter; 1 Malter = 6 Himten, 1 Lafl = 96 Himten. Der Anter, 
naffes Hohlmaß, = 10 Stübdhen = 40 Quartier = 13 Himten 
= 88,9396 Liter; der in Oflfriesland geltende Vierup = 16 Krug 
— 1! Himten = 49,84266 Eiter. Das Pfund, Hanbelögewicht, 
eingetheilt in 32 Loth zu 4 Quentchen, in dem Preußifchen Pfunde 
oder 467,711 Gramm gleich ; der Bentner fol 100, die Schiffälaft 
4000 Pfund enthalten. Die bei dem Münzmefen geltende Cölnifche 
Mark fol einem halben Pfunde gleich fein. Die Mark wird zum 
Waͤgen der edlen Metalle in 288 Gran eingetheilt; das Medicinal⸗ 
gewichts-Pfund = 1% Unzen = 96 Drachmen = 288 Scrupel = 
5760 Stan = ? Handeldgewichtd » Pfunt; das Karat Juwelen⸗ 
gewicht — 3: Apothelergran’ == 205,587 Milligramm. 





sinn 
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Seſſen⸗Darmſtadt. 

Seit 1821 iſt dar Fuß = 10 Zoll = 100 Linien = NMeter, 
die Klafter — 10 Fuß, die Ele = 24 Zoll = 0,6 Meter, wird 
in 4, :, 3,... eingetheilt. Zlähenmaß, der Morgen = 4 Bier: 
tel = 400 Quabratllafter = 25 Are. Brennholzmaß, der Stedien 
== 100 Eubiffuß. Die Mag, Flüſſigkeitsmaß, hält 2 Eiter; Vie 
Ohm = 20 Bintel = 80 Maß = 820 Schoppen = 160 Mer. 
Das Sefcheid, Fruchtmaß, ift der Getraͤnkmaß glei; der Mater 
== 4 Simmer = 16 Kumpf = 64 Geſcheid = 256 Mäßchen — 
128 Liter. Die Kallbütte = 10 Cubikfuß. Das Pfund = 32 Loth 
== 128 Quentchen — 5123 Rihtpfennig — 500 Gramm; ber 
Zentner = 100,Pfund. Bei feinen Bägungen wird die Grundein⸗ 
heit bed Gewichts, das Loth, in 10000 Theilchen getheilt. Das 
Münzgewicht, die Coͤlner Mark zu Darmflabt, wiegt, nach ber 
Darmftädter Amtözeitung vom 16. Juni 1820, 14,9670 Loth ober 
238,8594 Gramm. 


Neapel. 


Nah Luigi di Ruggieros Mittheilung vom 12. Geptember 
1826 (Jaͤckel's Münze, Maß: und Gewichtskunde 2 Bd. S. 151) 
ift der Fuß (’Pakmno) = 0,26363 Meter, die Braccio (Ele) hält 
22, die Canna (Klafter) 8 Palmi. Das Fruchtmaß, der Temealo 
== 2 Mexseli = 4 Quari = 8 Stopellii = 24 Misure wurde 
durch das Edict vom 19. Mai 1811 für 55,2341 Liter erklärt. 
Das Weinmaß, die Caraffa, iſt 0,727027 Liter; der Carro = 2 
Bott = 24 Barili = 14140 Carafe. Die Unze (Oncia) iſt im 
ganzen Königreiche — 26,73012 Gramm ; allein ber Rotiolo, 
Handeldgewicht, ift verfchieden nach den einzelnen Städten. Der 
gewöhnfichfte, der Neapolitanifche Aotolo von 88: Once ik = 
891,004 Gramm. Der Cantaro (Sentner) = 100 Rotiokt. As 
Juwelengewicht wird bie Oncia in 520 Grant eingetheilt. 
Die Libbra wird als Gold, Silber, Münz und Seidengewicht 
in 12 Once = 360 Trapesi = 7200 Acini, ald Medicinalgewicht 
aber in 12 Once = 120 Dramme = 860 Scrupoli = 71200 Acini 
getheilt und enthält, nach dem Gefebe vom 20. April 1818, 


.. 820,7614 Gramm. 
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Niederlande. 


Seit dem 1. Jänner 1821 ift kraft der königl. Verordnungen 
vom 21. Auguft 1816 und 29. März 1817 daB metrifche Maßſyſtem 
im Gebrauche. Die Längeneinheit ift die Niederländer Elle (Elle), 
welche dem Meter ganz gleicht; fie wird in 10 Palm zu 10 Dusm 
von 10 Streep getheilt; 1 Roede = 10 Elle, 1 Mil = 1000 Ele. 
Der Bunder, Zlächenmaß, hält 10 Vierkante roede = 100 
Vierkante elle ober 1 Hectare. Das Holzmaß ift Wisse =1 Kubiek- 
elle = ı Stere. Die Einheit der Hohlmaße ift der Cubikpalm, 
gleich dem Liter, und heißt bei trodenen Waren Kop, bei naffen 
aber Kan. 1 Last = 30 Mudden ; 1 Mudde = 1 Zak = 100 
Scheppei = 1000 Koppen = 10000 Maatjen. 1 Kan = 10 
Maatjen = 100 Vingerhoed; 1 Vat = 100 Kan: Die Gewichts: 
einbeit, dad Pond = 10 Ons = 100 Looden = 1000 Wigtjes 
— 10000 Korrels, ift dem Kilogramm glei. Das Medicinalge- 
wicht& Pfund, Medicinal Pond, wiegt laut den kön. Verordnungen 
vom 80. Nov. 1817, und 21. Oct. 1819, 375 Wiglfes (Gram- 
mes), und wirb in 13 Medicinale Oncen = 96 Dramen — 
288 Scrupels = 5760 Greinen eingetheilt. — Bon bem vormaligen 
Hollandiſchen Troy⸗Gewicht (Vergl. Troyes ©. 225) wurde bie 
Mark in 8 Unzen = 160 Engeld = 5120 A3 getheilt, und das 
Hanbelöpfund, welches in-16 Ungen oder 82 Loth getheilt wurde, 
enthielt nach Vega's Abwägung (3. Aufl. 1802, ©. 204) 10280 
Holländifche Ad, das Apothelerpfund = 12 Unzen = 7680 As. 
Zu Folge des Geſetzes vom 1. Zebr. 1809 wiegt das Kilogramm 
2 Pfund 2 Loth 4,95 As, alfo 20805,8875 As oder 2,0239190 
Pfund des , Holländifgen Troy⸗Gewichts; hieraus folgt die Hollaͤn⸗ 
bifche Troy⸗Mark = 246,0842 Gramm. Nach I. H. van Swinden 
»Verhandeling over volmaakte maalen en Gewichlen, Amslerdam, 
1802,” iſt diefe Marl = 4633,057 Grains poids de marc de Pa- 
ris, alfo = 246,0840 Gramm. 


Preußen. 
Nach der königl. Maß- und Gewichtsordnung vom 10. Mai 


1816 iſt feit 1. Jaͤnner 1820 das Grundmaß der Bängen ber be⸗ 
reits feit 28. Det. 1778 eingeführte fogenannte Rheinländifche Werffug .- 
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von 139,18 alt Darifer Linien oder 0,31385354 Meter, welcher in 12 
Zoll zu 12 Linien getheilt wird. Die Ruthe beträgt 12, der Faden 
beim Seeweſen 6 Fuß, die Preußifche Meile 2000 Ruthen. Das 
Lachter beim Bergbau — 8 Achtel = 80 Lachterzoll — 800 Pri⸗ 
men = 8000 Secunden = 80 Preuß. Zoll. Die Ele hält 35; 
Zoll. Der Morgen, Feldmaß, = 180 Quabratruthen. Die Grund« 
einheit der Hohlmaße ift dad Berliner Quart = 64 Cubikzoll — 
1,1450318 Liter; der Scheffel, Getreivemaß, — 16 Metzen = 48 
Duart; ber Eimer, Seträntmaß, — 2 Anker, = 60 Quart; 1 
DOrhoft = 3 Eimer, 1 Ohm = 2 Eimer, ı Biertonne = 100 
Quart; die Zonne zum Meffen ded Salzes, Gypſes, u. dgl. = 4 
- Scheffel; die Leinfaat- Tonne — 113 Quart. Das Preußifche 
Pfund ift der 66ſte Theil des Gewichts eines Preußifchen Cubik⸗ 
fußes deftilieten Waffers im Iuftleeren Raume bei der Temperatur 
bon +15 Sr. Reaumur, fomit = 467,7110 Gramm, e8 dient als 
Danbeld- und Krämergewicht und wird in 32 Loth zu 4 Quent⸗ 
chen getheilt. 1 Zentner = 110 Pfund, ı Schiffslaſt = 4000 
Pfund. Das Gold-, Silber- und Münzgewicht ift die Preußifche 
Mark, oder das halbe Handelögewicht3:Pfund von 283,8555 Gramm, 
welches mit ber, bei dem Preußifchen Münzwefen früher gebrauch- 
ten Eölner Mark genau übereintommt; diefe Mark wirb bei Gold» 
und Silberproben in 288 Grän getheilt. Juwelen werden nad) Kas 
raten gewogen, von denen 160 auf 9 Quentchen gehen, und welche 
in 5, 2, .. . getheilt werben. Das Mebdicinalgewichtd = Pfund 
= 12 Unzen = 96 Drachmen — 288 Scrupel = 5760 Stan = 
34 Preußifche Loth bed Handelsgewichts. 

Bon der gegenwärtig unter Preußifcher Herrfchaft ſtehenden 
Stadt GColu führt die, von Kaifer Carl V. im Jahre 1524 als all« 
gemeines Münzgewicht des Deutfchen Reiches eingeführte und dar 
felbft zur forgfältigften Aufbewahrung deponirte, Cölner Mark ihren , 
Beinamen. Da jedoch dieſes Srundmufter im Laufe der Zeit verlor 
ren ging, und bie von ihm abgenommenen unb ben verfchiebenen Deut⸗ 
hen Münzftätten mitgetheilten Eopien, tro& ihrer Beglaubigungen, 
mitunter namhaft von einander differiren, fo bleibt Die vergleichungs⸗ 
weife Beflimmung des Gewichts ber wahren Cölner Mark ein Außerft 
ſchwieriges, und nur durch Ermittlung des Gewichts der in ben 
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verfchiebenen Städten noch vorhandenen fogenannten Gölner Mar- 
Een, annaͤherungsweiſe zu löfendes Problem. Bon diefen beträgt nun 
dem Obigen gemäß die Gölner Mark zu Berlin 238,856, jene zu 
Darmfladt 233,859 Gramm. Die Cölner Mark zu Wien ift, nach 
ber von Kaifer Ferdinand I. am 1. Aug. 1560 erlafienen Münzorb- 
nung, —= + Wiener Mark, welche, laut des Faiferlichen Münzdecretes 
vom 1. Nov. 1823, = 280,644 Gramm ift, daher die Colner Mark 
zu Wien — 233,870 Stamm. Tillet fand im Jahre 1766 durch 
wirkliche Abwägung die Cölner Mark = 4408 alt Parifer Gräns, 
daher = 283,864 Gramm. Am 16. Sän. 1799 fand die zur Pru⸗ 
fung und Vergleichung der Maße und Gewichte bed Ruhrbeparte- 
ments zufammengefegte Commiſſion durch eine genau angeſtellte 
Unterfuchung die Cölner Mark = 28869 proviforifche Centigram- 
mes, demnach S 233,862 Gramm, welchen Werth auch daB Gefek 
vom 9. Frimutre an VIII (80. Nov. 1799) angibt. Vielleicht dürfte 
man das letztere Verhaͤltniß ald das richtige anfehen. 


Rußland. 


Der Fuß ift dem Englifchen gleich, und wirb wie biefer 
in 12 Zoll getheilt; ber Faden (Saſchen) = 7 Fuß; bie 
Werſt, Wegmaß, — 500 Saſchen; die Arſchin (Elle), ein- 
geheilt in 4, & und in 16 Werfhot = } Safchen. Die Defä- 
tine, Feldmaß, — 3200 Quadratfafhen. Dad Getreibemaß, der 
Tſchetwert (Kuhl), eingetheilt in 4 Osmin = 16 Pajof, ober in 8 
Tſchetwerik = 64 Garnitzen, enthält nach ältern und neuern Beob⸗ 
achtungen 209,782 Liter, alfo 3,41031 Wiener Meten; allein im 
Handel zu Zriefl, wo man eine Menge Getreibeladungen von 
Dvefla erhält, wird der Zfchetwert zu 25 Siaja ober 3,38693 Wie- 


ner Metzen berechnet (Heußerung der Trieſter Börfebeputation vom 


12. Oct. 1832 in Folge der Hoffanzlei-Berorbnung vom 24. Aug. 
1860). Der Wedro (Eimer), Getraͤnkmaß, eingetheilt in 10 Stoof, 
=. 760 Cubikzoll. Das Pfund, Handeld-, Gold», Silber- und 
Münzgewicht, eingetheilt in 96 Solotnit oder 9216 Doli, wiegt, 
nad) 208 Vergleichungen einer Copie des Ruffifchen Normalpfundes 
im Münzhofe zu Peteröburg und einer Copie des parlamentarifchen 
Englifhen Zrop-Pfundes, 6319,9623 Engl. Xroy-Grain; 1 Pub 
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= 40 Pfund. Das in Rußland gebräuchliche Nürnberger Medi⸗ 
cinalpfund enthaͤlt 5522,507 Engl. Troy⸗Grain. (Dove's Reper⸗ 
torium 1837). 

$. 199. 


I. Mittels der angeführten Wergleihungszahlen der Gewichte 
und Längenmaße verfchiebener Orte iſt ed nun leicht, eine ges 
gebene Anzahl Pfunde, wie auch Klaftern und Fuße eines Or- 
tes in eine gleichgeltende Anzahl eined andern Ortes zu verwan⸗ 
dein; 3. 3. da der Londner Fuß 0,304794 Meter, und ber Bier 
ner Fuß 0,316102 Meter beträgt, fo ift der Wiener Fuß länger, 
als der Londner; und zwar bergeftalt, bag ein Wiener Fuß zu 
einem Londner Fuß fi verhält, wie 0,316102: 0,804794, ober wie 
816102: 304794; eben fo verhält fi) auch der Wiener Zoll zum 
Londner Zoll, nach der zwölftheiligen Eintheilung: es find dar 
ber 303794 Wiener Fuß oder Boll = 816102 Londner 
Buß oder Boll (vermög $. 182); was man den Reduction 
fa für das Wiener und Londner Fußmaß zu nennen pflegt. 

Wäre nun eine gewiſſe Länge, welche, im Londner Fußmaße aus⸗ 
gebrüdt, gegeben ift, in dad Wiener Fußmaß zu verwandeln; fo muß 


man die gegebene Zahl mit dem Bruche multipliciren. Waͤre 
hingegen ein gegebenes Wiener Fußmaß in das Londner zu verwandeln, 
ſo muß man die gegebene Zahl mit rn multipliciren. Wenn 
mehrere gegebene Längenmaße mit einem Bruche zu multiplicieen 


wären, fo kann man einen folchen Bruch, oder ein ſolches Ver⸗ 
bältniß . (nach $. 112) in einen einfachen Ausdruck, ohne 
merfliche Veränderung des Werthes, verwankeln Auf diefe Art fin- 


816102 | 16102 _ 
bet man, daß — 804794, fehr nahe = — = feiz benn es if 504798 — 


1,08710, dagegen 77 = =1ı ‚08704 ‚ folglich beträgt ber — nur 
0,00006. Es find daher nahe 27 Wiener Sup = 
Londner Fuß. 


I. Die Lehre von der angenaͤherten Abkürzung ber Brüche 
mit Hilfe der zufammenhängenden Brücke (nach $. 132) findet 
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auch noch ihre Anwendung bei der Vereinfachung ber Verhaͤlt⸗ 
nifte ober Reductionsſätze von Maßen und Gewichten, fo wie 
auch verfchiedener anderer Verhaͤltniſſe. 3. B. In unferer Artillerie 
war ehebem feflgefeßt, daß fich der Durchmefler einer eifernen Vol: 
kugel zum Durchmefler der Bohrung ber fie fehießenden Kanone fo 
verhalte, wie fich der Durchmeffer einer 7pfündigen Kugel zum Durch» 
meffer einer Spfündigen verhält. Nun lehrt die Geometrie und Me⸗ 
chanik, daß die Durchmeffer gleichförmig dichter Vollkugeln von dem- 
felben Stoffe (Eifen) fi wie bie dritten Wurzeln aus ihren, durch 
die nemliche Einheit gemeffenen, Gewichten verhalten; folglich ift 
Durchm. der 7pf. Kugel: Durchm, ber Spf. Kugel = v7 : v8, 
daher auch 
Kugeldurchmeſſer: Bohrungsdurchmeſſer = v7: v8. 


Erwägt man nun, daß das Verhaͤltniß 77: v8 auch in ber 
3 


Form F geſchrieben werden kann; ſo hat man nur mehr den 
7 


3 
v8 2 
Bruch vr oder 1,9129812 mittel& der Kettenbrüche abzukuürzen, 


was bereits in $. 112, 3. Beiſpiel gefchah, wo ber angenäberte 
Werth 2 gefunden wurbe. Daher ift jenes Verhaͤltniß auch noch 


gleich 11 ober 22:28; nemlich 
Kugeldurchmeifer : Bohrungsdurchmeiler = 22: 23. 

Es ift demnach das Verhältniß des Durchmefferd der Kugel 
zum Durchmeffer der Bohrung bei unfern alten Kanonen dem Ver⸗ 
bältniffe der zwei Abfolutzahlen 22 zu 23 gleich, d. i. wenn man den 
Durchmeffer der Kugel bei einer folchen Kanone in 22 gleiche Theile 
theilt, fo ift der Durchmeffer der Bohrung um einen folchen Theil 
größer, fo daß daher der Unterfchieb zwifchen dem Durchmeſſer Der 


Kugel und der Bohrung (ber Spielraum) = 2 des Kugel» 
durchmeffers iſt. 





AZufammengefehte Regel Detri. 239 
Eben fo findet von den Spielraum bei unfern älteren metallenen 


Bombenmörfern= = des Bombendurchmeſſers, weil es feſtgeſetzt 


iſt, daß bei dieſen —* der Durchmeſſer der Bombe ſich zum 
Durchmeſſer des Fluges verhalte, wie der Durchmeſſer einer 20pfün⸗ 
digen Kugel zum Durchmeſſer einer 23pfündigen, nemlich wie 
v20: V3=1: 1: —— — =1:27—31:22. 
Endlich ift bei den eifernen (Stein-, Cöhornifchen und AL 
larm-) Mörfern Kugeldurchmeffer : Slugdurchmefler = Durchmeffer 
einer bpfündigen Kugel: Durchmeffer einer 6pfündigen Kugel der» 


felben Materie = v5: v6 = 16:17. 


V. Abſchnitt. 
Von der zuſammengeſetzten Regel Detri. 


$. 200. 


Die Rehnungsfragen, w welche wir bisher durch die Regel Detri 
aufgelöft haben, waren alle fo befchaffen, daß in denfelben nur 
zwei eigentliche Werhältniffe in Betrachtung gezogen wurben, 
weil alle übrigen Umftände vollfommen einerlei waren. Es fommen 
aber fehr oft Rechnungsfragen vor, wo mehr ald zwei Verhältniffe 
in Erwägung gezogen werben müſſen. 3. B. Es würbe gefragt: 
wenn 100 Sl. Capital in 12 Monaten 5 Fl. Zins brin« 
gen; wie viel Gulden Zins bringt ein Capital von 
836 FI. in der Zeit von 16 Monaten? Hier fieht man wohl 
ein, bag in diefer Frage drei verfchiebene Werhältniffe vor- 
kommen, nemlich dad Verhaltniß der Zeit, des Capitald, und 
bes Zinſes. Ingleihen: Wenn gefragt würde: 5 Mann verfer- 
tigen in 6 Tagen 600 Faſchinen, wenn fie täglidh 8 
Stunden arbeiten; wie viel Faſchinen werden 150 
Mann in 8 Bagen verfertigen, wenn fie täglich 12 


246 & Haubiud. 5. Abſchnitt. 


Stunden arbeiten? fo kommen in biefer "rage vier Verhaͤlt⸗ 
niffe vor, nemlich dad Verhältnig der Mannfchaft, der Tage, ber 
täglichen Arbeitöftunden, und der Anzahl der Fafchinen. 

Die Auflöfung folcher Rechnungsfragen, worin mehr ald zwei 
Verhältniffe vorlommen, pflegt man die zufammengefehte 
Regel Detri zu nennen, fo wie jene, worin blos zwei Ver⸗ 
hältniffe vorkommen, die einfahe Regel Detri genannt 
wird. 

Jede (einfache ſowohl, als zufammengefegte) Kegel Detri kann 
aus zwei Abtheilungen beftehend angefehen werben, von benen jene 
Abtheilung, in der alle Glieder befannt find, der befannte Fall, 
und bie andere, in der fih die noch unbelannte Zahl befindet, der 
unbetannte Fall genannt wird. So ift im erſten der gegebenen 
Beifpiele der befannte Fall, daß 100 51. Capital in 12 Mona- 
ten 5 Fl. Zins bringen; und im zweiten Beifpiele iſt der be- 
kannte Fall, daß 5 Mann in 6 Tagen 600 Faſchinen ver 
fertigen, wenn fie täglih 8 Stunden arbeiten. 


Anmertung. Die praktiſchen Rechenmeifter pflegen indbe: 


fondere jene zufammengefegte Regel Detri, worin breißerhält- 
niffe vorfommen, die Regula guingue zu nennen, weil eigentlid) 
5 Zahlen gegeben find, wozu bie fechfte gefunden werben fol. Aus 
gleichem Grunde nennen fie die aud vier Verhaͤltniſſen zuſam⸗ 
mengeſetzte Regel Detri die Regula septem, jene mit 5 Berhältniffen 
Regula novem, U. |. w. 

$: 201. 

Jede zufammengefegte Regel Detri kann burd 
eine wiederholte einfahe Regel Detri aufgelöft wer- 
den, indem man jedesmal nur zwei verfchiedene Werhältniffe in die 
Rechnung nimmt, und alle Übrigen Umflände für vollfommen einer: 
lei anficht. 3. B. die oberwähnte Frage: wenn 100 FIl. Capital 
in 12 Monaten 5 $. Zins bringen; wie viel ZI. Zins 
bringt ein Capital von 836 Fl. in 16 Monaten? kann 
folgender Maßen aufgelöft werden: Man fuche zuerft durch Die ein- 
fache Regel Detri, wie viel dieſes Capital von 836 ZL in eben ber 
Beit von 12 Monaten Zins bringt, das ift, man laffe die Zeit gänzlich 
außer Acht, und ziehe nur das Verhaͤltniß des Capitald und der Zinfen 
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in Betrachtung; fo if’100 Fl. C.: 836 $1. €. = 5 81.3.:93L.3., 
dar y= I = = ABB. 
Da es nun bekannt ift, wie viel dieſes Capital 836 FI. in ber 
Zeit von 12 Monaten Zins bringt, fo läßt ſich wieder Durch die Re⸗ 
gel Detri finden, wie viel e8 in der gegebenen Zeit von 16 Mona⸗ 
ten Zins trägt, nemlich 
12M.: 16 M. = 41} Fl. 3.: 2 Il. 3., 
demnach = I = 5541 Fl. 3, | 
Shen fo kann auch das zweite oben ($. 200) erwähnte Beiſpiel 
mit vier Verhältniffen durch bie dreimal wiederholte einfache Regel 
Detri aufgelöft werben, indem man jedesmal nur zwei Berhältniffe 
in Erwägung zieht, und die übrigen außer Acht läßt; nemlich man 
fuche zuerft die Anzahl der Fafchinen (8), welche die 150 Mann 
in eben ber Zeit verfertigen werden, in weldher 5 Mann 600 $a- 
ſchinen zu Stand bringen; fo it 5 M.: 1350M. = 600 F.: s F., 


® 
alfeg= ——7— = 30. 600 18009, Da ed nun befannt ift, wie 


viel Faſchinen diefe Mannfchaft in 6 Tagey verfertigt, fo läßt fich auch 
finden, wie viel Faſchinen (y) eben dieſe Mannſchaft in den gegen. 
benen 3 Tagen verfertigen werben, wenm®man die täglichen Arbeits⸗ 
ftunden noch außer Acht Täßt, nemlih 6 8.:3%.—= 18000 F.: / F., 
daher y= zn = 9000 $. j 

Endlich ziehe man aug noch die täglichen Arbeitsftunden mit 
in die Rechnung; fo ift 8 St.: 12 5t.=9000$.:25., mithin z— 
12 . 9000 | 
m = 1125 . 13== 13500 $afchinen, weldye von 150 Mann 
in 3 Zagen verferfigt werben, wenn biefe täglih 12 Stunden 
arbeiten. - 
Auf dieſelbe Art Fönnte jede aus noch fo viel Verhältniffen 
zufammengefegte Regel Detri aufgelöft werben. 

| $. 202. 

Um aber auch zu zeigen, wie jebe zaufammengefegte 

Regel Detri an fich, folglich Fürzer, als durch die wiederholte 
Bega Vorleſ. I. Br. 16 
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einfache, aufgelöſt werden könne, wollen wir bie erſte oben 
erwähnte Frage allgemein fo ftelen: Wenn c Fl. Capital in m 
Monaten s Fl. Zins bringen (ald der befannte Sal); wie 
viel Zins (ZU) trägt ein Capital von CFl. in AMo— 
naten (als der unbekannte Fall)? 

Bilden wir zu dieſen zwei Reihen oder Gruppen zufammen- 
gehöriger Größen noch eine britte, zwifchen jene beiden einzufchal- 
tende, dadurch, daß wir von ber erfleren Reihe bie Monate M, 
von ber zweiten aber dad Capital C annehmen, und ben entfpre- 
chenden Zins Z yennen, folglicy eigentlich vorausfegen, daß das 
zweite Capitel C in den erfleren m Monaten einen eigenthämlichen 
Bind 3 trage. Dann find biefe drei Reihen sufammengehöriger Grö- 
Sen folgende: 

s 81. Zins, e Fl. Capital, m Monate, 

3⸗ ⸗ C = ⸗ | m = 

Ze » C=: = M : 
und ſonach iſt wie oben 

s:3=e:C, wenn bie Zeiten, gleich und die Gapitale verhßichen 
d; . 
8:Z=m:M, wenn bie Cayitale gleich, und bie Zeiten verfchieben 
find; folglid) auch 
s:Z=cm:CH, oder _ J 
5:25 c: ec 

wenn man fich vorftelt, daß bi ie e und einander flehenden Zahlen 
mit einander zu multipliciren find. Es verhalten fich nemlich, wenn 
die Capitale und Zeiten verfchieden find, bie betreffenden Zinfen wie 
die Producte aus den Eapitalen in die Zeiten; oder wie man zu far 
gen pflegt, die Zinfen flehen mit ben Capitalen und Beiten im zur 
fammengefehten Berhältniffe, d. h. bad Werhältnig der Zinfen, 
3:2, ift dem zufammengefesten Verhältniffe au jenem ber Gapi- 
tale ce: C, und dem der Zeiten, m: M, Cbeibe letztere Verhaͤltniſſe 
gerab genommen) gleich. Segen wir nun flatt der allgemeinen Zah⸗ 
Ien wieder die oben gegebenen Werthe, fo ift 


« 
® 
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5:2=100:836 
12: 16, daber 
5:Z=100.12:836.16, oder 
5.16.8386 886 
12.100 8.5 


Um noch ein anderes Beifpiel zu geben, ſtellen wir 
bie zweite oben angeführte Frage allgemein, wie folgt: m Mann 
verfertigen in Tagen, wenn fie täglih s Stunden 
arbeiten, /Faſchinen; wie viel Faſchinen Fwerden M 
Mann in Tagen, wenn fie täglih S Stunden ar 
beiten, verfertigen? 

Benennen wir die Anzahl Safchinen, welche dieſe M Mann 
verfertigen würden, wenn fie ebenfalls zTage, und täglich s Stunden 
arbeiten, mit f; die Anzahl Faſchinen, die fiein 7 Tagen verfertigen 
würden, wenn fie täglich s Stunden arbeiten, mit F, und endlich 
jene, die fie in 7 Zagen verfertigen würden, wenn fie täglih S 
Stunden arbeiten, mit F; fo ergeben fich hier 4 Reihen zuſammen⸗ 
gehöriger Größen, nemlich 

f Sofhinn, m Mann, LE Rays, s Arbeitöftunden, 


f ⸗ M =: I =: 8 ⸗ 
F M € 7 8 8 
F ud M = 7 ⸗ 8 e 


und ſomit iſt 


f:f=m:M, denn 3 Mal fo viel Mann verfertigen bei einerlei Um⸗ 
ftänden 3 Mat fo viel Faſchinen; 

f:3= 1:7, denn in 4 Mal. fo viel Tagen werden unter denfelben 
Umftänden 4 Mal fo viel Faſchinen fertig ; 

#:F= s: S, denn wenn der täglichen Arbeitstunden 2 Mal jo viel 
find, jo werden unter einerlei Umftänden auch 2 Mat fo 
viel Faſchinen erzeugts folglich auch 

f: F=mis : MTS (vermög $. 190), oder 


f:F= m:3 
> t:7 
5: 8, 


wenn man die Bedingung feſt hält, daß die untereinander lebenden 
Zahlen zu multipliciren find. 
Es fleht demnach die Anzahl der Faſchinen mit der Anzahl ber 
oo. 16* 
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Mannſchaft, der Arbeitötage, und ber täglichen Arbeitsftunden im 
zufammengefegten Werhältniffe, ober dad Verhaͤltniß der Anzahlen 
ber Safchinen gleicht dem zufammengefeßten Verhaͤltniſſe aus den ge- 
raden PVerhältniffen der Anzahlen der Mannſchaft, ber Arbeitdtage, 
und ber täglichen Arbeitöftunden. 


Danach findet man die verlangte Faſchinenzahl F= f * 


$. 208. 


Es kommen aber in manchen Rechnungdfragen auch Größen 
vor, weiche mit den Größen derjenigen Art, von welcher bie ge⸗ 
fuchte Größe ift, einzeln betrachtet, nicht, wie in ben vorſtehenden 
beiden Beifpielen, in gerabem, ſondern in umgetchrtem Ber- 
hältniffe flehen. Zum Beifpiel, ed wäre bie Frage: Wenn m 
= 100 Mann in s=5 Ragnk —= 250 Klafter von einer Schanze 
verfertigen; wie viel Mannfchaft müßte angeftellt werden, wenn man 
bie ganze Länge der Schanze von X = 1000 Klaftern in 7’ = 2 
Lagen fertig haben will? 

Benennt man nun die Anzahl der Mannfchaft, welche biefe 
K Klofter ins Tagen zu Stande bringen würde, mit M, und bie 
Anzahl der Mannfchaft, welche dieſe Arbeit in 7 Tagen ausführt, 
mit M, fo finden fich hier drei Reihen von zufammengehörigen Groͤ⸗ 
Ben vor, nemlich 

m Mann, k Klafter,  Zage, 


M * Ä ⸗ | = 
M € K s T s 


daher ift 
m: M x: A, denn 3 Mal fo viel Mann verfertigen in der- 
felben Zeit eine 3 Mal längere Schanze, 
M:M = T:t, und benöthigen zu einerlei Arbeit 8 Mal we 
niger Tage, folglich 
m: M = KkT:Kkt($. 190), oder 
m: M=k:K 
T:t, 
mkt __1000.100.5 _ 


und M= u 7 um 7 17 WO = 1000 Menn. 
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Nemlich das Berhältniß der Mannfchaft ift dann erft dem 

zufammengefegten Berhältniffe aud der Anzahl der Klaftern und ber 

Anzahl der Tage gleich, wenn man vorher dad Werhältniß ber Zage 

umkehrt, d. b. dad Verhaltniß der Mannfchaften gleicht dem zu: 

fammengefegten Berhältniffe aus dem geraden Werhältniffe der An⸗ 
zahlen von Klaftern und dem umgekehrten der Tage. 


AS zweites Beifpiel diene folgendes: Eine Feſtung, de: 
ren Befakung m = 6000 Mann beträgt, ift dergeflalt mit Proviant 
verfehen, daß buch = 90 Rage jedem Manne täglih ↄ⸗ 2 Pf. 
Brot verabreicht werben können, nun werben 1000 Mann fortge: 
fhidt, und bie übrigen M = 5000 Mann follen durch 7 = 180 
Tage ernährt werben; wie viel Pfund Brot können jedem Manne 
täglic) gegeben werden? 


Benennen wit die Anzahl Pfunde, die jevem Manne gegeben 
werben Tönnten, wenn fie mit dem Proviant nur # Rage auskom⸗ 
men bürften, mit P, und jene, bie man jebem Manne geben kann, 
wenn fie 7 Tage auskommen müffen, mit ?, fo hat man bier gleich 
falls drei Reihen zufammengehöriger Größen, 
nemlih p Pf. Brot, m Mann, t Tage, 

9 8 j M 0 Et ® 
P = ⸗ M = T « 
und deßwegen iſt 
p:P = M: m denn man kann 4 Mal fo viel Brot täglid) jedem 
Manne geben, fowohl wenn durd die nemlicdhe 
Zeit 4 Mal weniger Mann zu verproviantiren 


mdP:P=T:t find, als aud wenn diefelbe Mannfhaft während 
4 Mal weniger Tagen zu verpflegen ift; 


folglich 
p:P = MT:ms (vermög $. 190), ober 
p:P= M:m 
T:t, 
_pmt__2.6000.90___2.6.9 _ 43 
und P=TuT 500010 5 5 De 


= ı Pf. 22 Loth beinahe. 
Es fteht hier nemlich die Menge Brote umgekehrt im zufam- 
mengeſetzten Verhaͤltniſſe mit der Anzahl der Mannfchaft, und mit. 
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der Zeit, oder dad Verhältniß der Mengen Brotes gleicht dem zu- 


fammengefegten Berhältniffe aud ben umgekehrten Verhaͤltniſſen 
der Mannfchaften und der Tage. 
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Schon aus den hier behandelten Beifpielen, mehr noch aber aus 
dem fogleich zu gebenden allgemeinen Beweiſe, wirb man bie Rich: 
tigkeit des folgenden Satzes erfennen. 


Steht eine Art von Größen mit mehreren an 
bern Arten, einzeln verglichen, theils im geraden, 
theil8 im umgekehrten Verhältniffe; fo ift das Ver 
hältniß jeder zwei Größen der erften Art gleich dem 
zufammengefegten Verhältniffe aus den Verhält— 
niffen der zugehörigen Größen aller übrigen Arten, 
wofern diefe VBerhältniffe in der nemlichen oder in 
umgelehrter Ordnung genommen werben, je nachdem 
die betreffenden Größen mit jenen der erften Artim 
geraden ober umgelehrten. Verhältniffe eben. 

Um biefen Sat allgemein zu beweifen, feten 

4;B,C,.....A, 2; M,N,...T,U m 

6; db, C,.:. >. k, Ij m, n,...:16,Uu 
zwei Reihen zufammengehöriger Größen verfchiebener 
Arten von der Beſchaffenheit, daß die erfien Größen A, a, mit den 
nachfolgenden Größen 2, db, dann C, c, u. f. w. bis L, 2imge 
raden; mit den Größen A, m, dann N,n,u.f.f. bis U, u, aber 
im umgekehrten Verhältniffe ftehen. Denkt man ſich nun noch 
andere Reihen zufammengehöriger Größen 

B,0,.-....K, Li M, N, .. .. TU, 
ferner d, ce, - +... K,ZL;M,N,....1,U, 
u. f. w., von denen jede zwei unmittelbar nach einander folgenden 
aur in den Beträgen einer einzigen Art von Größen unterfchiehen 
find; fo müffen biefen Reihen gewiſſe Größen der erften Art, 
welche 83, y, ·.. x, A; B, Id, -- «7, 
heißen mögen, jugebören , wonad) die Gefammtheit der bier zu ber 
trachtenden Reihen folgende Zufammenftellung zuläßt. 
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4;B,C,-..: KL MN...]Z, 
P;85,0,.... KB Lrʒ MN...s, 
Y; b, Ge. 6 L; A, N...Z 


. ISSS 


5; 6, c, .... x, L M NM . . . 
A; B, c,... . x, ljz M M.. · 7, 
PB; b, c,.... x, Ij m, N ...Z, 
v3 DB, Cl, 2::+Kh,l; MN,» . T 


8888 


r; B, cc,» . A, II m, .c, V, 

a; B, c, .... k, I m, n, ... t, lu- 

Vergleicht man nun die erſten zwei Reihen mit einander, ſo 
zeigt ſich, daß blos die erſten zwei Arten von Größen verſchieden 
ſind. Da aber der Vorausſetzung gemäß dieſe zwei Arten zuſam⸗ 
mengehöriger Größen, einzeln verglichen, ober wenn alle übrigen 
Umflände die nemlichen find, mit einander im geraden. Verhaͤlt⸗ 
niffe ftehen, fo hat man 

A:ß=B:b 

Aehnlihe Proportionen ergeben fih aus ber Vergleichung 
jeder zwei andern unmittelbar nach einander folgenden Reihen, 
daher im Ganzen nachflehende Proportionen: 


A:ß=B:b 
PB:y=C:e 
ı:i=L:l 
A:p=m:M 1) 
n:v=n:N 
T =yu:U. 


Multiplicirt man nun bie gleichvielten Glieder biefer Propor⸗ 
tionen, und kürzt bie erflen Verhaͤltniſſe (nach $. 187, VI.) durch 
Divifion ab, fo erhält man die Proportion 
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A: a= BC... KL.mn...u:be...Kl.MN...U, 
welche den aufgeftelten Lehrſatz in Zeichen ausdrückt. 
Für wirkliche Ausführungen von Rechnungen ift e& bequemer 
und überfichtlicher , diefe Proportion in der Geftalt 
A:a=B:Db 


zu fchreiben, da hier die einzelnen Verhältniffe abgefondert darge 
ftellt find , wobei man ſich jeboch immer zu benfen hat, baß bie 
unter einander flehenden Zahlen mit einander multiplicirt werben 
ſollen. 

Bedenkt man endlich noch, daß in dieſer Proportion 
(vermög $. 182) dad Product der innern Glieder 

| a,B,(G,..A, L, m, n, u 
jenem ber aͤußern “ 

A, b, c, .· k, , A N...Ü 
gleich ſein muß, oder ſtellt man vor obige Proportionen noch die aus 
einerlei Verhaͤltniſſen beſtehende 
a:A=a:4f, | 

woburd das aus ten erften Verhältniffen zufammengefekte in 1 : 1 
übergeht, folglich auch das aus den zweiten Berhältniffen zufammenge:- 
feßte feine Glieder gleich haben muß und fomit die unter einander 
ftehenden Doppelpuncte durch’ einen verticalen Strich zufammengezo- 
gen werben können; fo fann man ſich auch bed folgenden für die An⸗ 
wendung noch bequemeren Anfaßes (der fogenannten Reesiſ chen 
Reg el 


. 
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a A — 





bedienen. Dabei ſchreibt man nemlich die Glieder des erſten Per⸗ 
haͤltniſſes in umgekehrter, jene der Übrigen aber in derſelben Ordnung 
wie in ber Proportion vor und: hinter einem vprticalen Strihean, 
fo daß eigentlicy vor den Strich alle innern, hinter denſelben alle äu- 
Bern Glieder der Proportion zu flehen kommen‘, folglich das Product 
der vor dem Striche befindlichen Zahley/ jenem der hinter bem 
Striche ſtehenden gleich fein muß, 

Sind fonach alle Größen mit Augnahme einer der zwei Größen 
ber erften Art befannt, fo kann myarı dieſe Unbekannte finden, indem 
man (nach $. 183), wenn fie sit laut Glied ber Proportion if, daß 
Product aller Futzen Gisbert burch jenes ber bekannten 33 Glieder 
dividirt, oder indem man, wenn fie beider zuletzt afgeführten Schrei⸗ 
bung 3%., dem Striche ſteht, daB Proͤduct der bute dem Striche ber 
Aindficen Zahlen burch jengs dei übrigen befannten ver. dem Striche 
ftehenben Zahlen dividirt. 





u $. 205. 

Nun läßtfic eineallgemeineNege!geben, nah der jede, 
aus noch fo viel geraden, und umgekehrten Berhält- 
niffen zufammengefeste Regel Detri, ganz einfach 
aufgelöft werden kann. Man fchreibe nemlich 

1) alle Glieder des bekannten Falles nach was immer für einer 
Drbnung gerade unter einander, die Glieder des unbelannten Falles 
aber ſchreibe man fo neben die vorigen, daß die gleichartigen Glieder, 
welche man nöthigen Falls noch gleichnamig macht, neben einander 
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zu ſtehen kommen, und dort, wo die gefuchte Zahl hintrifft, fege man 
das Zeichen z. 

3) Man prüfe dad Verhaltniß derjenigen Art von Größen, 
von welcher bie Unbekannte a ift, zu jeder einzelnen der ihr 
zugehörigen Arten von Größen indbefondere (nad; $. 193) , ob ed 
nemlich gerade oder umgekehrt ſei. 

6) Man ſchreibe das mit der unbekannten Zahl behaftete Ver⸗ 
bältniß vor das Gleichheitszeichen, hinter badfelbe aber und gerade 
unter einander die Verhältnifje der übrigen Größen, und zwar jedes 
derſelben entweder gerabe fo, wie ed angefchrieben fteht, oder in um⸗ 
geehrter Ordnung, je nachdem bie betreffende Art von Größen mit 
jener des erſten Berhältniffes in geradem oder umgekehrtem Verhält: 
niffe fleht, wobei man die unter einander ftehenden Zahlen ald mit 
einander zuimultiplicirende anfieht. 

4) Iſt bei diefer Anordnung die unbelannte Zahl z ein mas 
Glied der Proportion, foerhält man ihren Werth, indem man das 
Product aller Glieder durch das Product aller bekannten fuer 
Glieder tHeilt. — Daß man hiebei immer ein aͤußeres und ein inne- 
sed Glied, fo oft ed angeht, und für nothwendig erachtet wird, ent⸗ 
meber durch Multiplication mit einem gemeinfchaftlichen Nenner beive 
von ihren Nennern befreien, . ober mittel8 Divifion durch einen ge⸗ 
meinfchaftlichen Theiler abkürzen könne, leuchtet aus den bereits vor: 
getragenen Lehren ein. 

Statt des in 3) und a) enthaltenen Rednungsverfahren mit 
ber Proportion kann man aber auch folgendes nach ber Rees’ifchen 
Hegel anwenden. Man fee bie Glieder des die Unbefannte z enthal- 
tenden Verbältniffes in umgekehrter Ordnung vor und hinter einen 
gezogenen verticalen Strich, die Glieder der übrigen Verhältniffe 
aber, in der nemlichen, ober in umgekehrter Ordnung vor und hinter 
diefen Strich, je nachdem bie betreffenden Größen mit jener des erften 
Verhältniffes im geraden, oder umgekehrten Verbhältniffe ftehen. 
Hierauf befiimme man bie Unbefannte, indem man durch da8 Pro- 
duct der mit ihr auf der nemlichen Seite des Striches ftehen- 
ben Zahlen dad Product der auf der andern Seite desſelben 
befindlichen Zahlen dividirt. Uebrigens kann man bei dem Anfchrei- 
ben die Zähler der gebrochenen Zahlen auf bie diefen zulommende, 


Zufammengejebte Regel Detri. 2351 
die Nenner aber auf die entgegengeſetzte Seite des Striches 
feßen, und vor der Ausrechnung ber Unbefannten, da, wo e® angeht, 
zwei auf verfchiebenen Seiten ded Striches ftehende Zahlen Durch einen 
gemeinfchaftlichen Divifor abkürzen. 

1. Beifpiel. Wenn 100 Mann in 8 Tagen einen Tranfchee 
graben von 250 Klafter Länge, 7 Schuh Breite und 3 Schuh Xiefe 
verfertigen; im wie viel Tagen werben 800 Mann eine Zranfchee, 
die 600 Klafter lang, 8 Schuh breit und 4 Schuh tief werben fol, 
verfertigen ? 


Vorbereitung. 
:100 Mann: 300 Man bedarf nemlih A Mal fo viel 
8 Tage : 2 Rage, wenn man, unter übrigens gleichen 


2350 Klafter lang :600 Umfländen, entweder 4 Mal weniger Ar 
7 Sch. breit : 8 beiter hat, ober die Länge, ober die Breite, 
3 Sch.tief : 4 oder endlich die Tiefe bed Grabens 4 Mal 


fo groß iſt. 
Rechnung mit der Proportion. . 
3.100.600.8.4 48.4 128 


8:2=300:100 md ze =————_ — 
250:600 son.s0. 7.3 Bu T kun 85 
7:8 — 8 25 Tage. 
8: 4 
Rehnung nad der Rees'iſchen Regel. 
4.8.4 128 
z| 3 oder abgekürzt za und — =— = 8 — Rage. 
800100 5/8 35 35 85 
2501600 74 
7 8 
33 4 - ‘ 


2. Beifpiel. Wenn 20 Weber in 8 Wochen, indem fie we: 
hentli 5 Tage, und täglich 10 Stunden arbeiten, 100 Stüd Lein⸗ 
wand verfertigen, wo jedes Stüd 30 Ellen lang, und + Ellen breit 
ift; wie viel Stüd Leinwand werden 80 Weber in 15 Wochen ver- 
fertigen, wenn fie wöchentlich 6 Tage, und täglih 12 Stunden ar- 
beiten, und jebes Stüd 40 Ellen lang, und 1 EBe breit fein fol! 
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Borbereitung. 

20 Weber : 80 Denn ed werben 3 Mal mehr Stüde 

8 Wochen : 15 verfertigt, wenn, bei übrigens gleichen Um⸗ 

5 Rage : 6 fländen, entweder ber Weber, ober ber Arbeits- 

10 Stunden: 132 wochen, ober ber wöchentlichen Arbeitätage, 
100 Stüd : = ober der täglichen Arbeitöflunden 8 Mal mehr 
: 80 EU. lang: 40 werben, ober wenn bie Stüde 8 Mal weni: 
: 15 EU. breit: 1 ger lang, ober breit erzeugt werben. 


Proportion. 
100; — 20 80 * _100.80.15.6.12.50.5 _ 8.3.3.3.100 


8:15 20.8.5.10.404 24 
5:6 8100 
10:2 => 1012 ; Stüd. 
40 : 30 ? 
4:59 
Rees'iſche Regel. 
3.3.8.3.100 8100 
zi100 abgekürzt z|100 e = =, 7 101235 &t. 
20 80 8 
8 15 4 83 
251 6 23 3 
10} 12 8 
40| 80 
4 6 


Abänderungen in dem Anfabe der Proportion, 
oder Rees'iſchen Regel, welche zuweilen von Bortheil fein kön⸗ 
nen, find folgende: 

a, Anftatt des die Unbekannte enthaltenden Verhältniſſes kann 
man auch jebed andere an bie Spike ifolirt (vereinzelt) ftellen, wenn 
dadurch die Bergleichung der Größengattungen in Abficht auf Pro: 
portionalität erleichtert wird. 3. 3. 


1. Beifpiel. 2. Beifpiel. 
M. 10:30 0= zz: 3%. 80|20 Wo. : 
250 : 600 Kl.l. 15| 8 Web. 
7:: 8 Sch.br 6) 58 
' ae 12/10 St. 
s: 4 Sch. t. 100 | z Stu. 
30 40 E.l. 


15| 1€.br. 
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b. Die Holirung (Vereinzelung) eines Verhaͤltniſſes im Pro⸗ 

portiond:Anfage ift unnöthiger Zwang, man kann daher, anflatt 

ein Verhaͤltniß umzukehren, es aus ber zweiten Verhaͤltnißreihe Cin 

ber es umgekehrt fliehen follt gerade fo, wie es ift, in die erſte 
ſetzen. 3.8. 


1. Beifpiel. 2. Beifpiel. 


2. 3: z2=2350:6008.1. Sti.100:2=20: 80 Web. 
M.100 : 300 7: 8Sch.br. EN.L. 30:4 8:15 Wo. 
3: 4Sch.l. E. br. 13: 5: 6 Tag. 
10: 12 St. 
e. Demgemäß kann man port, wo mehrere Gattungen von 
Größen wegen einer. gemeinfamen Befchaffenheit mit einander 
zugleich zu mehreren ander direct proportional find, fowohl 
die geradehin genommenen Verhaͤlmiſſe der erfteren Gattungen unter 
einander, ald auch die eben fogenommenen Verhältniffe ber anderen 
Gattungen wieder für fi) unterwinander flellen. 3.38. Im erften 
Beifpiele find nicht nur die Magen, fogbren auch die Tage ber Länge, 
Breite und Ziefe des Graben proportional; im zweiten Beifpiel 
find den Webern, Wochen, Tagen und Stunden die Zahl, Sänge und 
Breite der Etüde direct proportionirt, und man bekoͤmmt wieber bie 
beiden letzten Proportiond-Anfäbe. 2 
Die Nichtigkeit diefer Borgäige erhellet daraus, daß — wie 
man fich leicht überzeugt — bie Mögen, weiche urfprünglic, gleich. 
namige (äußere und innere) Glieder Der Proportion waren, auch nach 
folcher Veränderung noch gleichnamig find. 
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Die zufammengefebte Regel Detri findet aud) ihre Anwendung, 
wenn das Verhältniß zweier Größen nicht unmittelbar bekannt, 
fondern erſt durch bekannte Zwifchenverhältnifie befiimmt werben 
muß. 3.8. Ed würde gefragt: wie verhält fich der Wiener Fuß 
zum Berliner, wenn ed bekannt ift, daß fich der Wiener zum Pa- 
rifer Fuß wie 1401 : 1440; ber Parifer zum Turiner wie. 
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% 
720 : 1139; ber Xuriner zum Bonbner wie 2277 :1351; und ber 
Sonder zum Berliner wie 6756 : 6866 verhält? 

Bezeichnen wir einen Wiener Zuß mit W, einen Parifer mit >, 
einen Turiner mit 7', einen Sonbner mit Z, und einen Berliner mit 
B, fo ift nach den Angaben der Aufgabe 

V: P= 1401: 1440 
P:T= 720: fıs9 
T: L= 22377: 1351 
L: B= 6756 : 6866. 

Suchen wir zur leichtern Ueberficht des Vorgangs nmacht nur 
das Verhaͤltniß des Wiener Fußes zum Turiner, indem wir bedenten, 
daß vermög des erfien Verhältniffes, der 1401te Theil bed Wiener 
Zußes einem 1440ften Theile des Pariſer Fußes, und zu Folge des 
zweiten Verhältnifjes der 720fte ZH des Parifer Fußes bem 1389- 
ſten Theile des Turiner Zußes gleicht, Folglich 

— und. "F_— _T_ 
1401 1440 « 730 1139 
ift. heilt man daB erfte Paargpiefemgleicgen Brühe durch 720, dad 
andere Paar burd) 1440, fo wird 
WW _._»p P _ IT 
1401 .720 1440. 720° 720.1440 1440. 1189” 
alfo auch e 
. WM T _ 
1401 . 720. Ti. 1440 . 1189 
Schreibt man diefe gleichen Briche wieber in Geftalt einer Propore 
tion, fo hat man 
W: T= 1401. 720 : 1440. 1189, 
over auch 
W: T=1401 : 1440 indem man immer die unter einanber ſte⸗ 
730 : 1139, | henden Zahlen ald mit einander zu multi- 
j plicirende anfieht. ’ 
Es iſt daher geftattet, die Proportionen 
W: P= 1401 : 1440 
P:7= 720 :1139 
gerade fo zufammen zu fegen, als wenn bie Buchſtaben W DT 
nicht Größen, fondern unbenannte Zahlen vorftellen würden. . 


v 
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Sollen nun die obigen 4 Proportionen zufammengefeht werben, 
fo liefert die Zufammenfegung ber zwei erfien, wie gefunden wurde, 
W: T= 1401: 1440 
720 : 1139. 
Wird hiemit 
T: L= 2277: 1851 
verbunden, fo ergibt ſich auf dieſelbe Weiſe 
"  W: L= 1401: 1440 


\ 720: 1139 
2277: 1851, 
und wenn damit aud) noch k 


vereinigt wird, 


woraus erfichtlid 
zahl von folchen 
werden fönne, ı 
ftänden. 

Man kann 
folgende Weife I 
niffen gemäß ift 

1401 
Ww= Tl 


1401 720 
daher auch zunähft W= Tgap 57 


_ 1401 720 297, 
ann W= ago" 1180 "7 


1401 720 228 6756 


und endlich W445" T1as "1s51 "ano" 
was mit ber Proportion 
W:B=1401 :1440 
720 : 1189 
2277: 1851 
6756 : 6866 


—J— 


übereintommt. 
‘ 
% 


256 4. Hauptftiht, 5. Abſchnitt. 

Als Endrefultat diefer Aufgabe findet man nahe genug (nad 
8. 112) 

. W:B= 51:50, 

ober s>W=51B. 

Dies ift eigentlich der Grund der fo berühmten Kettenregel, 
deren fih die Kaufleute bei ber Vergleichung der Gewichte, Maße 
und Münzen, wie auch, bei Wechfelreductionen, u. dgl., mit Bor 
theil bebienen. Wir wollen den Gebrauch derſelben durch ein Bei- 
fpiel erläutern, 


tabanter Ellen 
260 iſcher Gulden 
= en, 1 Hollän- 
der wie viel koſtet 
ein Ehen = 100 
Br 
ener Courant, 
wel jaben ber Auf · 
gab 
n 
ur. 
"EHB Cur. — 1 B. Ce 
Fee 100 
1 W. Ele = gg Br. Elle 
— 260 
At = 7, HU. 81. 
1 Holl. Fl. = a Stüver 
1 Stier = zug Hol. Dur. 


Pr 
1 Hl. Du. = E88. 6. 





4A 


L 


. Rettenregel. 
Sofort iſt offenbar 


257 


100 260 


100 
a gl.W.. i B. MM. =1.— BE. =1.5.59 8 
106 260 20 100 260 20 1 


=1.5' 9.78= vIKßꝶg 50 0 1 7049-2 


100 260 20 1 4 
— — — —— — 62 
— 1 89 [ } 30 ® 1 6 104 1 Fl. B. Cour. 


100 200 20 1 4% 
alſo 2*21. 5 · 575 775 *. 
Dieſer Werth von — läßt ſich aber auch als aus der Pro: 
portion 

z:1 = 100: 89 

260 : 80 

20: 1 

1 : 104 

2.04 


beflimmt anfehen, daher man ihn nad) der Rees iſchen Regel finden 
wird, wenn man alle zühzen Glieder der Proportion Hinter ben 
vertifalen Strich fhreibend, folgenden Anſatz bildet. 
z| ı 
. 891100 
80 260 
14 20 
1041 1. 
ı| 4 j 
Zu diefem Refultate gelangt man auch durch Auflöfung meh: 
verer einfacher Regel Detrien, indem man fich die Fragen, wie folgt, 
ſtellt. 
Wie viel (4) Brabanter Ellen beträgt 1 Wiener Elle, wenn 
100 Brabanter Ellen 89 Wiener Ellen ausmachen ? 
Bie viel (u) Hol. Gulden koſten g Brabanter Ellen, wenn 
um 260 Hol. Gulden 80 Brab. Ellen gekauft werben? 
Wie viel (9) Stüver machen u HoU. Gulden, wenn 1 Hol. 
Gulden 20 Stüver enthält? 
Wie viel (m) Hol. Ducaten betragen » Stüver, wenn .104 
Stüver 1 Hol. Ducaten ausmachen? 


Bega Borlef. I. Wr. 17 
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Wie viel (2) Fl. Wiener Courant machen dieſe w Holländer 
Ducaten, wenn 1 Hol. Ducaten 255 1. ®. Cour. gibt? 

Man erhält auf dieſe Weiſe nachflehende Proportionen: 

Br. EU: 100 Br. EU.=1ı W. €U.:89 W. EN. 

u H. Fl.: 260 9.5. = Br. EU.:80 Br. EN. 

v Stüver : 30 Stüver Su H. 5. : 19. Fl. 

vH. Duc.: 1H. Duc. =r Stüver : 104 St. 

z3.B.0.:EBVB.C=rHD : 1H. D. 

Schreibt man diefe Proportionen, was geftattet ift, mit Be: 
feitigung ber vortommenden Einheiten von Größen blos in Abfolut- 
zahlen, und vertaufcht die mittleren Glieder, fo erhält man 


2:ı = 100: 8 
u: 1= 260: 50 
.v:u= %: 1 
v:v= 1: 104 
ze= 42: I 
und hieraus z : 1 = 100 : 89 ober = 1 
. 260 : 30 89/100 
20: 1 80260 
1:10 _ 1] 20 
42: 1 104| 1 
wie früher. Ä ı| 4 


Man kann daher die vorliegende Aufgabe auf folgende Weile 
anfeten und ausrechnen. 








Fl. W. Cour. z| ı Wien. Elle z 
Wien. Ellen 89100 Brab. Ellen 89100 
5! 36 
Brab. Ellen 301260 Hol. Fl. 6) 5 
Hol. Fl. ı| 230 Stüver 60268 
' * 
Stüver 1094| 1 Hol. Ducaten m 100 
8 
Hol. Ducaten 1455 Wien. Cour. 12.268 


ferner 89.8.3. 267.100, nemlich 801. 2=6700; und enblich 
2=6700:801 = 8 fl. 213 Kr. 


Theilrechnung. 259 
- Der Rechnungsanfat iſt demnach allgemein folgender: Man 
fängt mit ber unbefannten Bahl an, indem man fie 
oben anfest, und neben ihr rechts hinter einen ab- 
wärtd gezogenen Strih fest man jene Größe, ber 
fie im Werthe ‚gleich. fein foll; fodann kommt links 
biejenige Zahl, welche mit ber zuletzt (vechtd) ange- 
fhriebenen gleichartig ifl, unb rechts neben ihr 
fege man bie Zahl, weldhe in ber Angabe mit ihr ei- 
nerlei Werth hat; ferner wird wieder zur Linken 
jene Zahl gefegt, die mit ber lebt geſchriebenen 
gleihnamig iſt, und neben ihr zur Rechten jene, 
weldhe mit ihr einerlei Werth hat; und fo weiter 
bis man endlich rechts eine Zahl erhält, die mit ber 
Unbekannten einerlei Namen führt. Uebrigens wird 
wie bei der Rees'iſchen Regel Cim $. 205) verfahren. 


VI. Abſchnitt. KLIZ/Z 


Don der Theiltechnung. 


$. 207. 


Wenn ein Ganzes in mehrere ungleiche Theile getheilt werben 
fol, die ein beftimmtes Verhaͤltniß unter einander haben müflen, 
fo wirb die Art, wie dies gejchieht, die Thei lrechnung oder 
Theilregel genannt. 

I. Insbeſondere nennt man fie Befelifhaftsrehnung, 
wenn fie bei Handlungsgefellfchaften angewendet wird, um ben Ge⸗ 
winn und Verluft der einzelnen Perfonen nach einem beſtimmten Ver- 
haͤltniſſe zu berechnen. 3.3. Drei Kaufleute treten in eine Hand⸗ 
hungbcompagnie; ; ber erſte legta 4090 F1., der zweite 5 6400 $l., 

17 ® 


.” 


260 4. Hauptfiäd. 6. Abſchnitt. , 
der dritte c=5600 Fl. ein; fie gewinnen mit biefer ganzen Einlage 
y= 12000 Fl.; wie viel gebührt nun einem jeden von ihnen ? 

Hier iſt es Har, baß der ganze Gewinn verhältnigmäßig nach 
ben Einlagen getheilt werben muß, nemlich, daß fich die entfallen: 
den Gewinne wie bie gemachten Einlagen verhalten, ba berjenige 
2,8, 4,.. . Malmehr gewinnen muß, welcher 2, 3, 4,.- - - 


Mal mehr als ein Anderer eingelegt hat. 


Benennen wir ben noch unbekannten Gewinn bes erften mit , 
jenen des zweiten mit 2, und ben des britten mit z, fo ift 
ab=r:y, bie=y:s, c:a=s:z, 
alfo aud), wenn man die inneren Glieder biefer Proportionen ver⸗ 
taufcht (5. 187, D. 
a:z=biy, b:y=c:s, c:s=a:z, 
oder - 
a:o=b:y=c:s, unbbaher(nadh$. 191) 
(atb+ro):(zryts)=a:z=db:y=c:z. 
Es ift aber a+d-+c die fämmtlihe Einlage, und æ 
der fämmtliche Gewinn = g, (weil alle drei Gewinne zufammen 
ben ganzen Gewinn ausmachen milffen); folglich verhält ſich 
dit, Janze Einlage zum ganzen Gewinn, wie bie 
Einlage eines jeden einzelnen ſich zu feinem einzel 
nen Gewinn verhält. 
Sehen wir nun wieber flatt der Buchſtaben a, d, c, g ihre 


Werthe, fo iſt 

IGOOO: 120002 4000: æ, nemlich == 8000 Fl. Gew. d. Iten 
—=6400:y, y= 4800 $1. Gew. d. 2ten 
=5600:5, 2 4200 $1. Gew. d. sten. 


Und eben fo koͤnnte man auch verfahren, wenn mehr Perſonen 
in ber Geſellſchaft wären. 

II. Diefelbe Auflöfung kann auch angewendet werben, wenn eine 
Mifhung von verfhiedenen Ingrebienzen gemacht wer: 
den fol, wo die Berhältnifie der Ingredienzen gegen einander Befannt 
find. 3.8. Zu einem guten Schießpulver gehören 16 Theile Salpeter, 
3 Theile Schwefel, und 8 Xheile Kohlen; wenn nun 600 Gentner 
von biefem Pulver erzeugt werben follen, wie viel muß von jebem 
inöbefondere genommen werben? - 


Theilrechnung. 261 
Da bei jeder Menge Pulver die Menge (=) Salpeter, die 
Menge (y) Schwefel, und die Menge (3) Kohlen fich gegen 
einander verhalten müffen wie 16:2: 8, fo ift auch bier 
(16 +2 +83=21):60= 16:2; z = 457: Cent. Salpeter; 
= 2:y; y= 57: Ent. Schwefel; 
= 8:5; s= 85: Cent. Kohlen. 


$. 208. 


Es innen bei einer Geſellſchaftsrechnung nicht nur die Einla- 
gen, fondern auch die Zeiten, durch welche jeber fein Geld in ber 
Handlung liegen läßt, verfchieben fein. 3. B. Zwei Perfonen treten 
in eine Handlung; ber erfle legt E = 6500 Fl., und läßt dieſes 
Seld durch Z = 6 Monate in der. Handlung liegen; ber andere 
aber legt e = 5400 Fl., und läßt diefed Gelb durch s = 5 Monate 
in der Handlung liegen; und fie gewinnen damit a = 12000 Fl. 
Wie viel fol num jeder befommen? 

Hier müffen fi die Gewinne fo gegen einander verhalten, wie 
die Probucte aus ben Einlagen in bie Zeiten; nemlid ber Gewinn 
fteht mit der Einlage und der Zeit im zufammengefeßten Verhält- 
niffe; weil ber Gewinn mit der Einlage insbefondere im geraben, 
und mit ber Zeit insbeſondere ebenfalls im geraden Werhältniffe 
fteht. Benennen wir daher den Gewinn des erften mit G, und den 
Gewinn des andern mit g, fo ift 

G:y=E:e 
2: 8 
oder 6:9 = E.Z:e.s; 
daher ZH es: EZ = 6 +9: 6 
und Z+ra: es = ae §. 187, II. 
or EZ+ra&: @ + m: $. 187, 1. _ 

Es ik aber 6 + g = a der fämmtlihe Gewinn; folglich 
verhält fi hier die Summe der Prodbucte aus den 
Einlagen in bie Beiten zum ganzen Gewinn, wie 
jebes einzelne Product zum betreffenden Gewinn. 
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Setzen wir in unferm Beifpiele flatt Z, e, Z, s, ihre Werthe, 
fo iſt 
6. 6500-+5 . 5400: 12000 = 6.6500: 6; &= 70904 $i. 
| = 5.5400: 9; 9 = 4909 El. 


Es ift übrigens leicht einzufehen, daß dies auch Statt findet, 
wenn mehr Perfonen unter biefen Umftänden in Geſellſchaft 
wären. 


Anmerkung. Bir übergehen bier mit Stillſchweigen alle 
noch übrigen, in den praktiſchen Rechenbüchern vorfindigen Rech⸗ 
nungsregeln, ald: Regula Alligationis, Falsi, Coeci, u. dgl., weil 
dergleihen Rechnungsfragen durch die Algebra ungemein faßlicher 
und kürzer, als bier gefchehen kann, beantwortet werben Fünnen, 
wie es in der Zolge zu erfehen fein wird. 


Fünfted Hauptftüd. 


Bon den Gleichungen des erften und zweiten 
Grades nebft ihrer Anwendung auf die Auflö- 
fung verfchiedener Aufgaben, 


1. Abſchnitt. 
Bon den Gleichungen und ihrer Auflöfung. 
$. 209, 


J . de algebraiſche Größe kann auf mannigfaltige Art ausgedrückt 
ober vorgeſtellt werden; z. B. die Größe 64 kann entweder durch 


2 2 
9a+ Tr — 50, oder durch 4 . 9a — ne u. ſ. w. vorgeftellt 
werben; und es iſt 4 4 V — 34 =4.9a 28, 
20 14a 1/28ab 40 180 
Eben fo iſt — -7 ter), 


4 
weil jedes nach vorgenommener Reduction die Größe 5 + — 
zum Vorſchein bringt. Eine ſolche Bezeichnung, wodurch eine 
Größe auf doppelte Art audgebrüdt wird, 3. 3. 
2 

9a+ MT _s=4, 9a— “2°, nennt man eine Gleich ung. 
Die Groͤßen, zwiſchen welchen das Gleichheitszeichen ſteht, nennt 
man Theile der Gleichung; und jene Größen, bie auf einer 
ober der andern Seite bed SGleichheitszeichend mit ben Zeichen + 


264 5. Hauptſtück. 1. Abſchnitt. 
ober — verbunden find, heißen Glieder der Steihung. Im 
legt angeführten Beifpiele befteht der eine Theil ber Steigung aus 
8, und der andere auß 2 Gliedern. 

$. 210. 

Solche Gleichungen, deren Richtigkeit durch den blofen An 
blick, oder burd die Rebuction der Glieber gleich in die Augen 
fällt, ohne daß es nöthig wäre, in Erwägung zu ziehen, was für 
Werthe die darin vortommenden Buchflaben haben, oder wie felbe 
von einander abhängen müfjen, werben identifhe Gleichun⸗ 
gen genannt. Zumeilen aber ift ed aus andern Umflänben befannt, 
baß zwei algebraifche Austrüde einander gleich fein müffen, ohne 
daß beide die nemlichen Buchſtaben führen, wo dann die Gleich— 
beit der zwei algebraifchen Ausdrüde auch keineswegs Durch eine 
blofe Reduction der Glieder, ohne auf ihren Werth zu fehen, ein 
leuchten kann. 3. B. Das Gewicht einer Kugelpatrone fei a Pf; 
die dazu gehörige Kugel wiege 5 Pf., dad Pulver hiezu fei c Pf., 
und ber Sad fammt Bindfaden wiege d Pf.; fo ift offenbar, daß 
a=b-+rc+d fein muß, weldyes nicht durch einen blofen Anblid der 
Gleichung, ſondern erft aus der Bedeutung der Buchflaben a, d, 
e und d folgt. 

Eine folde Bezeihnung, wo zwei auf verſchie⸗ 
dene Art ausgedrückte algebraiſche Größen einander‘ 
gleich find, in fo fern man den barin vorkommenden 
Buchftaben gewiffe Werthe beilegt, heißt eine wirt. 
liche algebraifche Gleichung. 

So iſt bei ben angeführten Umfländen a =drc+d eine 


wirkliche algebraifche Gleichung. Eben fo kann aud) sa = 


atrb-+rc eine wirkliche algebraifche Gleichung fein, falls die Größen 
a,b, co von einander abhängen, daß diefe Gleichung Statt findet. 
$. 211. 

‚Die vorzüglichfien Eigenſchaften ber Gleichungen find folgende. 

i) In jeber Steichung kann man jedes Glied aus einem 

Theile der Sleihung in ben andern [haffen, wenn 

man es in den andern Shell ber Öleichung mit veränbertem Zeichen 
überträgt. 


— — 


Bleihumgen und ihre Siukäfung, 265 

8.8. In ber Gleichung de — SB =m-+re kann das Glied — 0 

auf Die andere Seite des Gleichheitbzeichens gefchafft werbem, indem 

man [hreibt da m+c+55, und fo auch de m=ctbb; Ger⸗ 
mög $. 16 und 22, Geunbfah D. 

Man kann demnach au zwei ganz gleiche Größen, 


welche auf verfhlebenen Seiten bed Gleichheitszei⸗ 


hend Reben, gänzlich hinweg laffen. 

2) Wenn men alle Glieder der Gleihung mit einer und ber 
nemlichen Sröße multiplicirt, oder dividirt, fo bleibt die Gleichung 
noch richtig (vermög $. 29 und 89, Grundſatz D. Wan kann dem- 
nach in einer Steigung jeden beliebigen Nenner eines 
Gliedes hinweg fhaffen, wenn man alle Glieder der Glei⸗ 


- hung mit diefem Nenner multiplicirt, fo wie man auch was immer 


für ein Slied von einem Eovefficienten (oder Factor) 
befreien Tann, wenn man alle Glieder der Gleichung durch diefen 
Coefficienten (oder Factor) bividirt. | 

BR Fuer. 


eine Gleichung ‚und fol man darin das erſte Glied * von 
dem Nenner ©, fo wie auch von dem Coefftcienten 5 befreien, jo iſt 


6 
indem man alle Glieder mit e multiplicirt und durch 5 dividirt, ober 
mit — multiplicirt. 

Aus dieſem erhellet auch, daß eine Gleichung noch richtig 
bleibe, wenn man bie Zeichen aller Slieder verändert, weil man 
ſich vorftellen kann, man habe die ganze Gleichung mit — ı mul- 
ai wenn alſo da — de = e+d ik, foift au 

Kc—-d= —c—-d 

3) Eben fo bleidt eine Gleichung auch noch richtig, wenn man 
beide Theile auf Die nemliche Potenz erhebt, oder 
aus beiden Theilen diefelbe Wurzel zieht Germög 
6, 185, Grundſatz I und D. Dadurch find wir im Stande, jebed 
Glied in einer Gteihung von feinem Erponenten, oder Wurzel⸗ 


8 
zeichen zu befreien. Sol z. B. in ber Gleichung a + 7 =6 


206 5. Hanpitüd. 1. Abſchuitt. 
5 bom Gosfficienten, Nenner und. Erponenten befreit werben; fo ift 


“= =c—a mad Nr. 1); und 55° — 4c — 4a, daher 


# = — (verm. Nr. 2); und endlich Yen. 
Sol in der Gleichung F — Vbe=c das Glied Ybe vom Wur⸗ 
zelzeichen befreit werden, fo iſt — Vb=c— 7 , und 

a® 
vb) = ( 8), nemlih de=.c? —ac+7: 


$. 212. 

Cine Größe aus einer vorgelegten Gleichung fin- 
ben, ober vielmehr den Werth einer Größe aus einer gegebenen 
Gleichung beftimmen, heißt diefe Größe durch die andern in der 
Gleichung vorkommenden Größen fo ausdrüden, daß, wenn man bie, 
fen gefundenen Ausdruck flatt der Größe in der vorgelegten Gleichung 
fubflituirt, eine identiſche Steichung zum Vorſchein fomme. 3, 8. 


Aus der Gleichung ⸗ : = ac— 5 den Werth von 5 finden, 


heißt: d durch a und c fo ausbrüden, daß, wenn man ben gefun- 
benen Werth von 5 in diefer Gleichung fubflituirt , eine identifche 
Sleihung zum Vorſchein komme. 

Diefer Werth iſt = ee ai man erhält ihn, wenn 
man (nad $. 211) trachtet, 5 ganz allein auf eine Seite bes 
Gleichheitszeichend, und zwar pofitiv zu erhalten, und e8 vom Coeffi⸗ 
cienten, vom Nenner und von dem etwa noch vorfindigen Erponen- 
ten befreit, was fich ſtets thun laͤßt, wenn nur & nicht in der Glei⸗ 
hung mit zwei verfhhiebenen Erponenten erfcheint, ——— erſt 
ſpaͤter betrachtet werben wird. Wäre nun in der vorgelegten Sleihung 
a und einBahlen bekannt, 5. B.a=7, e—=4, und don 5 wüßte man nur 
aus gewiffen Umftänden, 5 hänge von a und e fo ab, daß die an- 


geführte Gleichung a + * = ac—5 Statt finden müffe, ohne noch 
eigentlich zu wiſſen, was 5 in Zahlen gelte, ſo iſt durch dieſe Ope⸗ 
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ration auch d in Zahlen beflimmt, wenn man in bem gefundenen 
N 

Werthe von „ee ftatt a und c ihre Werthe 7 und 4 


4 
fubflituirt ; es ift aldbann >= — =. In ſol⸗ 
hen Faͤllen wird 5 die unbekannte Größe genannt, und die 
Dperation, felbe zu finden, heißt die Sleihung aufiöfe: en. 


$. 218. 


Benn die Größe, welche aus einer Gleichung beftimmt werben 
ſoll, nur in der erflen Potenz erfcheint,, fo wird die Gleichung eine 
einfache, oder eine Gleichung vom erſten Grade, auch eine 
erfigrabige genannt; die Gleichung heißt eine quabratifche, 
ober eine Öleihung vom zweiten Grade, auch eine zweitgra- 
bige, wenn ber höchſte Erponent der zu beftimmenden Größe 2 ift; 
jede andere Gleichung, in welcher der höchſte Erponent der Unbelannten 
größer als 2 ift, wird eine höhere genannt. So ift bie Gleichung 
8a°d—c’ = db +ac’+c eine Gleichung vom erften Grade, wenn d, 
und eine quabratifche Gleichung, wenn a daraus zu befliimmen wäre. 

Eine Gleichung heißt rein, wenn die zu beflimmende Größe 
nur in einer einzigen Potenz in ber Gleichung erfheint. Befindet 
fi aber die zu beflimmende Größe in der Gleichung zu verfchieber 
nen Potenzen erhoben, fo ift diefe eine vermwidelte Gleichung. 
So ift die Gleichung a’d—a’— 45° eine reine Gleichung, wenn « 
daraus zu beflimmen ift; wäre hingegen 5 daraus zu fuchen, fo iſt 
fie eine verwidelte quabratifche Gleichung; weil a, obwohl in zwei 
Gliedern, doch nur in eben berfelben Potenz, d hingegen in ber 
zweiten und erſten Potenz in ber Gleichung erfcheint. 


$. 214. 


| WW aus einer einfachen, ober auch aus einer reinen, höhern 
Steihun die unbelannte Größe gefunden wird, ift bereits (im 
$. 212) gefagt worden; nur kommt noch zu erinnern, baß, wenn 
bie zu beſtimmende Größe in mehreren Gliedern erfcheint, alle Slie- 
der, worin fie fich befindet, auf die eine Seite des Gleichheitszei- 
dens, unb bie übrigen auf die andere gefchafft werden müſſen 
(nad $. 211); ſodann zerlege‘ man fie in Zactoren, und befreie 


308 5. Hauptſtũck 4. Abſchnitt. 


enblich bie zu fuchende Größe von ihrem zufammengefehten Bactor 
(rad $. 39, Grundfak I). 


Beifpiele 


I1. Son a aus der Sleihung 2ab =b—ac-+d gefunden werden, 
fo iſt 
246b raa=brad (nad 211, Nr. 1), und " 
ad + = =b+rd durch Zerlegung in Factoren, und endlich 


2. Sol c aus der Gleichung „dc—cd+5 = d—2c gefunden 
werben; fo ift 
arbc—cd+2c=d—5 durch Uebertragung ber Glieder, und 
c(a®d—d+3) = d—5° durch) Zerlegung in Zactoren, endlich 
do J 
der Pau durch Diviſion. | 
3. Sol = aub ur +be = de + x gefunden werden, fo if 
a = de—bc durch Uebertragung ber Glieder, und 
z(a—1)=c(d-b) durch Zerlegung in Factoren, enblich 


. — 
= — durch Diviſion. 


4. Iſt y aus berd+, zu finden, fo iſt 
ab=bey+dy+i durch die Multiplication mit y, und 
ab—1l=y(be+d) durch Zerlegung in Factoren, endlich 


ab—1 . 
* durch Diviſion. 





zu ſuchen, ſo iſt 


6. Iſt æ aus aꝰ —* 
b(a-+rz) 
‘c 


ab+bz 
€ 





(a+t2)(a— 2) = durch Zerlegung in Factoren, und 


o- = ® durch die Divif. mit (a+z), endlich 


sn 2 durch Uebertragung ber Glieder. 





— 
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G. Iſt s aus as’—de--1=35-4-d3? zu fuchen, fo ift 
a tbc—1 durch Uebertragung ber Slieder, und 
%a-W=84-4be durch Zerlegung in Factoren, ſodann 





84 
"= re durch Divifion, endlich 
84 
s=tV re durch Audziehung ber zweiten Wurzel. 





7. Sol z aus ao" +5= br” 18— 2" gefunden werden, 

fo iſt 
az"—bz"+2"—=18—5 durch Uebertragung ber Sieber, dann . 
zra—IH1)= 18-5 durch Berlegung in Zactoren, ferner 


18— 
= Sr durch Divifion, endlich 


= v 7 * durch Ausziehung mit ber mten Wurzel. 
$. 315. 
Wäre aber aud einer verwidelten quabratifhen Glei⸗ 

hung die unbetannte Größe zu finden, fo orbne man 
die Gleichung dergeſtalt, daß bie zweite Potenz der unbefannten Grö⸗ 
Be mit dem pofltiven Zeichen, ohne Nenner und Coefficienten, und 
—— *— Größe in der erſten Potenz (die was immer 
fü ‚Eoefftcienten und Nenner haben Tann), in den einen Theil 
der Gleichung, und alle übrigen Glieder, worin fich die unbekannte 
Größe nicht mehr befindet, in ben andern Theil zu ſtehen kommen. 3. B. 
Wenn aus der Gleichung d—bz=d—ar" 
bie Größe z zu fuchen wäre, fo kann die Gleichung Cal $. all, 
Nr. ı und 2), wie folgt, geordnet werben: 


Tat a 
Eben fo kann die Gleichung 


br—az’+d=cr —de’—b, 
wenn 2 baraus beflimmt werden fol, wie Tolgt, georbnet werben: 
dze’— az’ +Hbr—-cz=b—d, und 
2’(d-a) + (b-c)z=b—d, endlich 
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Man fieht daraus, daß jebe verwideite quabratifche Gleichung 
ſich duf die Form 2° + Ar = B bringen läßt, wo = big zu fuchenbe 
Größe, A und 3 aber jede pofitive ober negative Größe vorftellen 
kann, in der fih 2 nicht mehr befindet. Betrachtet man nun biefe 
Gleichung, fo fieht man fogleih, daß der erfle Theil derfelben ein 
vollfommened Qua brat von (2+44) wäre, wenn er noch bad Qua⸗ 
drat diefes zweiten Gliedes (54) enthielte, und daß man bann bie 


Gleichung durch Ausziehung der zweiten Wurzel auf eine einfache re= - 


duciren Einnte. Man addire Demnach bei einer, nad) der 
angeführten Art. geordneten, verwidelten quadra— 
tifhen Sleihung das Quadrat des halben Coeffi— 
cienten der unbefannten Größe in der erſten Potenz, 
zu beiben Theilen der Sleihung, und ziehe dann 
beiderſeits die Quadratwurzel, fo ift die Gleichung auf 
eine einfache gebracht, aus der ſich die gefuchte Größe finden läßt. 
Die allgemeine Form für jede georbnete quadratiſche Gleichung iſt 


nemlich z*+4r=B, 

abbirt man hiezu 4 ati, 

fo wirb a’ +Arr ( D’—iA’+B, 

und vIle+4As+EN1=VGA+B), 
folglich n. Aus; d. W. z+34=4V GA’+D), 
endlich ift die Unbelannte s=—44tV GA’+B). 


Aus einer, nach obiger Vorfhrift, geordneten verwi— 
delten quabratifhen Gleihung findet man demnach 
beide Werthe der U nbelannten, indem man den mit ent- 
gegengeſetztem Zeichen genommenen halben Zactor ber erſten Potenz 
ber Unbelannten um die zweite Wurzel aus der Summe ber zweiten 
Potenz von diefem halben Factor und des zweiten Theils ver Glei⸗ 
hung einmal vermehrt, und ein zweites Mal vermindert. . 


Daß das Zeichen + gefetzt werben müffe, erhellet daraus, weil ſo⸗ 
wohl eine pofitive,, als negative Wurzel ein pofitive8 Quadrat gibt. 
: Welches Zeichen von beiden aber bei ber Entwidlung genommen 
werben foll, müſſen andere Umftände entfcheiden, wie es weiterhin 
bei der Auflöfung der Aufgaben gezeigt werben wird. 


( 


mu mm u 


| 








a2" +ex*=a*b durch Uebertragung ber Glieder; 
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Beiſpiele. 
1. Sol z aus der Gleichung S2!— 14462 gefunden wer⸗ 
den, fo iſt 
32°—62—144 (nad $. 211, Ne. 1), 
z’—22=48 durch Divifion, und fofort 
z=1+V49=14+7=8 oder — 6. 
2. Iſt z aus der Gleichung dar—bz’—=dr—c zu beftinmeg, 
ſo iſt 
—bz’-4ar—br=—c durd uebertragung der Glieder, 
bz’+ br—A4ar=c durch die Multiplication mit — 1, 
bz’+(b—-4a)z=c durch Zerlegung in Factoren, 


— PR . 
=’ 2. =; - durch die Divifion mit d, und ſonach 


„um + | J —8 


8. St y aus der Sleihung ay by ey” —a geſucht 
werden, ſo iſt 


ay durch Uebertragung ber Glieder, 
ra tab=e durch Zerlegung in FJactoren, 


y+— —y= = u, durch Divifion, baher 
_ —* V a-bN\’, c 
YTg(0—e) * (GE) + | 
4. Um aus der Gleichung ar"—ab— cr" die Otdße z zu fin 
den; fo iſt 














"+, -z"’—ab durch die Divifion mit a; 


= z 65) — +), Ergänzung des Quadrateg, 


z’+ Fr =+ V( ab +) )’ Ausz. der Quadratwurzel, 


_ Fr + V (e+23) a uebertragung der Glieder, 


z=V |- Fr + V (+ 5 Ausz. der mten Wurzel. 


873 | 5 Haupifiäd.. Abſchaitt. 

Man fieht aus dieſem letzten Beiſpiele, daß alle höheren Glei⸗ 
dungen, in welchen bie Unbelannte nur in zwei Potenzen von 
folhen Erponenten erfcheint, daß der eine Erponent die 
Hälfte des andern iſt, ald quadratifche Sleſchumgen behan⸗ 
delt werden koͤnnen. 


-» 





IT. Abſchnitt. 
Von der Auflöfung algebraiſcher Aufgaben. 


8. 216. . 


Eine algebratfche Aufgabe iſt das Verlangen ; aus einigen fchon 
befannten Größen andere unbekannte, bie unter gewiſſen Bedin⸗ 
gungen von jenen abhängen mäfien, durch die Rechnung zu: finden. 
3. 8. Dos Bellangen, eine Zahl zu finden, die am ihre 
eigene Hälfte vermehrt, die Zahl 19 zum Vorſchein 
bringt, tft eine Aufgabe, worin bie Zahl 18 bekaunt, und eine 
andere von ber verlangten Gigenfchaft erſt gefucht werben muß. 

Eben fo ift das Verlangen, zwei Zahlen zu finden, bie 
zuſammen abdirt die Summe 17, und. von einander 
abgezogen, die Differenz 7 zum Borfdein bringen, 
eine Aufgabe, worin zwei Bahlen 17 und 7 bekannt find, und zwei 
andere gefunden werben follen. Erfiere heißt eine Aufgabe mit einer 
unbelanntn Größe, weil nus nach einer Größe gefragt wirb; die 
andere aber iſt eine Aufgabe mit 2 unbekannten Größen, weil zwei 
Zahlen gefunden werden follen. Ueberhaupt heißt es eine Aufgabe 
mit 1, 2, 8, 4, ... unbefannten Größen, ivenn in ihr nad 
1, 2, 8, &, . . . unbelannten Größen gefragt wird. 


$. 217. 


Eine Aufgabe heißt befiimmt, wenn nur ein einziger Westh 
für jede zu fuchende Größe gefunden werben kann, welcher den Ber 
dingungen der Aufgabe Gmüge leiſtet; fünnen aber deren mehrere 
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gefunden werden, welche die verlangten Eigenfchaften haben, fo ift 
e8 eine unbeftimmte Aufgabe. So 3. B. find beide oben ange: 
führten Aufgaben beftimmt; denn in der erſten kann die geforderte 
Zahl nur 8 fein; und in der andern find bie gefuchten Zahlen nur 
12 und 5, weil außer diefen Feine anderen von ber verlangten Eigen: 
fhaft gefunden werben Eönnen. Hingegen ift folgende Aufgabe: 
Zwei Zahlen zu finden, die mit einander multiplis 
cirt das Product 12 zum Vorſchein bringen, eine unbe: 
flimmte Aufgabe, weil verfchiebene Zahlen diefe Tigenfchaft haben, 
als 3. 4, 2.6,1.12, 24.5 und fo unendlich viele Brüche. Eine 
Aufgabe hingegen, wo gar kein möglicher Werth gefunden werben 
kann, welcher der Aufgabe Genüge fciftet, heißt eine unmöglide 
Aufgabe. 
$. 218, 

Um eine algebraifche Aufgabe aufzulöfen, off man bie Grö⸗ 
gen, die noch unbekannt find, mit den legten Buchflaben des Alpha- 
bet 5, y, 2, - . . und öfters auch, um bie Auflöfung allgemein 
zu machen, die fchon bekannten Zahlen mit a, d,c, . . . zu be 
zeichnen; dann tft es nothwendig, daß man die Bedingungen, wie 
bie unbefannten Größen von ben bekannten abhängen müffen, wohl 
überlege, und felbe durch Gleichungen auszubrüden fuche, wonach 
bie unbelannten Größen aus den Gleichungen leicht nach ben vor: 
bergehenden 88. zu entmwideln find. Es laßt fich aber keine allge: 
meine Regel aufftellen, wie aus den gegebenen Bebingungen der 
"Aufgabe, oder aud dem Zufammenhange, den bie befannten und unbe 
kannten Größen unter einander haben müffen, die Gleichungen zu bilden 
find ; dazu wird ein gewiffer Grab von Scharffinn erfordert, den man 
durch fleißige Hebung erhöhen kann. Es wird aber fehr dienlich fein, 
bie Auflöfung verfchiedener Arten von Aufgaben hier. aus einander 
zu fegen, wodurch ein fleißiger Anfänger in den Stand gefegt wird, 
verfchiedene dergleichen, und auch andere vorfommende Aufgaben ges 
ſchickt aufzuldfen. 


Auflöfung von Aufgaben mit einer unbefanntenGröße. 
$. 219. 
1. Aufgabe. Eine Zahl zu finden, die um ihre eigene Hälfte 
vermehrt, 12 zur Summe bringt. 
Vega Vorleſ. I. Br. 18 


2374 5. Hauptſtuͤck. 8. Abſchnitt. 
Auflöfung. Die geſuchte Zahl feiz, fo ik 5 die Hälfte, 


alfo muß laut Bedingung = + Fr = 12 
fein, weraud 28 folgt ($.212). 


3. Aufgabe. Eine Zahl von der Beſchaffenheit zu finden, 
daß, wenn man fie durch 8 dividirt, eben fo viel erhalten werbe, 
ald wenn man 30 von ihr abgezogen hätte. 


Auflöfung. Die Zahl ſei =r, biefe durch 8 dividirt gibt 


5; zieht man aber von ihr % ab, fo bat man z — 30, 


alſo iſt laut Bedingung 20 
daraus findet man z==45 (nach $. 212). 

8. Auf gabe. E3 wurde Jemand um feine monatliche Ein- 
nahme befragt, und er antwortete: Die Hälfte, bad Drittel und 


das Viertel zufammen genommen, überfleige die Einnahme ſelbſt 
um 2 Fl. Wie viel hatte er monatliche Einnahme? 


Auflöfung. Die monatliche Einnahme fei = Fl., fo if 
bie Hälfte 5, das Drittel 5 ,‚ und das Viertel 7, zuſammen alſo 
— 


+5+7 - Da bied um 2 ZI. größer fein fol, als die 
ganze Einnahme =, fo ziehe man 2 davon ab, und ed wird ber 
Net der ganzen Einnahme gleich fein mäfl lien; alfo iſt laut Be 
dingung 


s+ s+7 —3=3; worauß 224 folgt ($. 212). 


4. Aufgabe. Es wurbe Semand gefragt, wie alt er fei, und 
et antwortete: Waͤre ich noch einmal fo alt, als ich wirklich bin, fo hätte 
ich eben fo viel über 100 Jahre, als mir jebt noch hievon abgehen. 
Wie alt war diefer Mann? 


Auflöfung. Die Anzahl feiner Jahre fi = z; alfo gehen 
ihm von hundert noch ab 100-2; wäre er noch einmal fo alt, fo 
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hätte er 22; dann hätte er über 100 Jahre 22—100; alfo iſt 
100 z=27—100; 
woraus man findet 2=667-Iahre. 
5. Aufgabe. Ein Vater bemerkte, daß er jet dreimal fo alt 


ſei als fein Sohn, und daß er nach 20 Jahren nur noch einmal fo 
alt fein werbe. Wie alt war jeder von beiben ? 


Auflöfung. Des Sohnes Alter fei z Iahre; fo ift der 
Vater 3z Jahre alt; in 20 Sahren wird der Eohn z-+20, und 
der Vater 352 20 Sahre alt fein; da aber der Vater dann noch 
einmal fo alt ald der Sohn fein fol, fo ift 


38c+20=2(2 +20), 


woraus z = 20 folgt; es ift daher der Eohn 20, und ber 
Vater 60 Jahre alt. 


6. Aufgabe. Es wurde Jemand von- einigen armen Leuten 
um ein Almofen gebeten: er wollte jebem 5 Kr. geben, hatte aber 
um 3 Kr. zu wenig in feinem Beutel; darauf gab er jedem nur 4 
Kr. und da blieben ihm 2 Kr. Übrig. Wie viel waren arme Leute, 
und wie viel Kreuzer hatte der Mann? 


| Auflöfung. Die Anzahl der Armen fi =; hätte jeder 
5 Kr. belommen, fo würde er 5x Kr. ausgetheilt haben ; ba ihm 
aber 8 Kr. dazu fehlten, fo war fein Geld 52 — 3; ferner hat er 
jedem 4 Kr. gegeben; . alfo kat er ausgetheilt 42 Kr., und es 
blieben ihm 2 Kr. übrig; folglich war fen Selb uh=4r-+2. 
Es iſt demnach 50—3=4r-42; 

daraus folgt z=5=—=der Anzahl der Armen, und se I=N= 
feinem gehabten Gelde in Kreuzern. 


7. Aufgabe. Es bat Jemand einen Bedienten gedungen, 
mit Dem Accorbe, daß er ihm jährlich eine Livree nebft 150 Fl. 
geben will; der Bebiente blieb nur 8 Monat im Dienfle, und ber 

Herr gab ihm nebit der Livree noch 86 Fl. Wie theuer ift die Livree 
gerechnet worden ? 


Aufldfung. Die Lioree koſte z Fl., fo gebührte dem Be⸗ 


dienten auf ein ganzes Bahr oder auf 12 Monat 150 Fl. P z Fl.; 
18 * 


⸗ 
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daher auf 8 Monat (1604). 75; und ba er ihm nebſt ber Livree 
nur 86 Fl. gab, fo muß 


z-+86 =(150+z). — rn 
fein; woraus 2—42 Fl. folgt. - 

8. Aufgabe. Einem Courier, der vor 3 Tagen fort ift, und 
täglid) 10 Meilen macht, wird ein anderer nachgefchickt, der täglich 12 
Meilen macht. In wie viel Tagen wirb er den erften einholen? 

Auflöfung. Um diefe Aufgabe allgemeiner zu maden, fei 


die Anzahl der Tage, die der erfle Courier voraus hat, =a, 
die Anzahl ber Meilen, die er täglich macht, —=b, 
die Anzahl der Meilen, die ber zweite täglich macht, =c, 
die Anzahl der Tage, nach denen er den erften einholt, =g; 


fo hat der erfte fehon voraus «.d Meilen, und während der = Tage 
macht er noch 5. z Meilen; alfo ift fein ganzer Weg, bis ihn der 
zweite einholt, = ab+bz; der zweite aber macht in z Zagen cz 
Meilen; und weil er den erften eingeholt haben fol, fo müffen 
ihre zurüdgelegten Wege gleich fein, nemlich es iſt ad +br=ecz, 
ab | 

woraus z =z folgt. 

In unferem Beifpiele iſt a=3, 5=10, c= 12, alfo 

. 10 

3 —=15 Rage. 

Nach diefer Kormel können verſchiedene Aufgaben aufgelöft wer⸗ 
den. 3. B. Es wurde Jemand gefragt, wie viel Uhr eö 
fei; und er antwortete: Ich Tann die Abtheilungen 
der Minuten nicht mehr genau unterfheiden, nur fo 
viel bemerke ich, daß der Minutenzeiger den Stun 
denzeiger zwifhen 7 und 8 Uhr dede Wie viel Uhr 
war es wohl?! 

Hier iſt unfere Formel a=17; weil um 7 Uhr der. Stunden⸗ 
zeiger fich fchon 7 Stunden lang von 12 hinweg .bewegt hat, ber 
Minutenzeiger aber um 7 Uhr genau auf 12 Uhr wie; =1, 
weil ber Stundenzeiger i in einer Stunde nur eine Stundenabtheilung 
zurüdlegt; e = 12, weil der Minutenzeiger i in jeber Stunde ganz 
berum läuft; dh Hr = — Stunden. Es war demnach 7 uhr 
= 7 Uhr 887: Minuten. 





zZ 
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Ein feindlihes Corps ift vor zwei Tagen aufge 
brohen, und macht täglich 3 Meilen: man will dem- 
felben nahfegen, um es in 6 Lagen einzuholen; wie 
viel Meilen müſſen täglich gemacht werden? 

Hier ift in der Sormel a=2, d=3, z=6, baher findet 

_ Ka+2) )__8.8 
man c T == =4 Meilen. 

9. Aufgabe. Zwei Regimenter, welche a = 80 Meilen von 
einander entfernt find, brechen zugleich auf, und marfchiren gegen 
einander, um ihre Sarnifonen zu wechſeln: das erſte macht täglich 
d= 4, und das zweite täglih ce —=3 Meilen; in wie viel Tagen 
werben fie einander begegnen ? 

Auflöfung. Die Anzahl der Sage fi=z;i in dieſer Zeit macht 
das erſte Regiment dr Meilen, und dadzweitecz Meilen. Da fie aber 
einander begegnen, fo haben beide zufammen ben ganzen Weg ger 
macht, folglich iſt &r-ter=e, woraus 


8 
<_—_ > 113 folgt. Sie werten alfo den zwölften Tag 


einander begegnen. 

10. Aufgabe. Vormals mußte jeder Hauseigenthlimer einer 
Stadt jährlich das 7tel feines BZinderträgniffes als Zinsſteuer contri- 
buiren; ba er aber jetzt das 6ſtel hievon jährlich zahlen muß, um wie 
viel muß er feine Snmwohner fleigern, damit er fein voriges Einkom⸗ 
men behalte? 

Auflöfung. Es fei der jährliche Ertrag eined Haufes = a‘ 


EL gewefen; Denn bat er Zinsſteuer entrichtet 2 Fl., folglich if 





z = 


| ihm verblieben - Fi. Er ſteigere nun ſeine Inwohner um z Fl.; 


fo iſt der Ertrag a + =, wovon nad) Abzug der Zinsſteuer - — - 


3 . . 
ibm —— bleibt; und da er das nemliche Einkommen behalten ſoll, 


6a_5a+tbz, ’ 
ſo iſt 7 06 

woraus z = SE folgt. Er muß alfo jeden Anwohner um den 85ſten 
heil des vorigen Binfes fleigern. 
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ı1. Aufgabe. Zwei Compagnien werben zu einer Arbeit an» 
geftellt ; man weiß, baß bie erfle Compagnie allein in a = 26 Ta⸗ 
gen, und bie zweite allein in 5=16 Xagen mit diefer Arbeit fertig 
würde. Wie viel Tage werben beide zufammen damit zu thun 
haben? 

Auflöfung. Da die erſte Compagnie in a=26 Tagen mit 
der Arbeit allein fertig würde, fo macht fie täglich den Theil 

ı -ı 
— *7 von der ganzen Arbeit; und die zweite aus der nem: 
1 

lichen Urſache , = r der ganzen Arbeit. Die Anzahl ber Tage, 
welche fie brauchen, wenn fie beide zufammen arbeiten, fi = =, fo 


macht die erſte Compagnie in z Tagen ben Theil * »und die 
zweite den Theil == von der ganzen Arbeit; beide Theile müffen 


aber die ganze ae ausmachen, folglich iſt =+3 = 1, woraus 
4 16 19 
*77 * folgt; nemlich z = gg TH Bege. 
Auf die nemliche Art findet man, daß 3 Wafferröhren ein 
Behältnig, welches die erſte Röhre allein in a, die zweite allein 
in d, und die dritte allein ine Stunden anfüllen würde, wenn fie 





1 
alle drei zugleich fließen, in 777 oder A Etunden 
—t,+t7 | 
[7 c 
anfüllen Fönnen. - 


/ 12. Aufgabe. Zwei Bombarbiere werfen aus einer Batterie 
verfchiedene Bomben; der erfle hatte fchon 50 Würfe gemacht, ehe 
ber zweite zu werfen anfing, und macht 7 Würfe, während der 
zweite beren 5 macht; hingegen braucht ber zweite zu 2 Wuͤrfen fo 
viel Pulver als der erfie zu 3. Die Frage ift, wie viel Würfe wird 
ber zweite machen, bis er fo viel Pulver verbraucht bat, als ber 
erfte? 
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Auflöfung. Die Anzahl der Würfe, die der zweite machen 
wird, fei = z, fo verhält fich die Anzahl der Würfe ded erſten: z 


7 
=5:7, alſo macht ber erfte en diefer Zeit Warfe, mit⸗ 


bin hat der erſte in Allem 50 +7 — BWähfe. Das Pulver, welches 
der zweite zu einem Wurfe braucht, fi = a, fo braucht der erſte zu 


2 
jebem Wurfe S * Das ganze verwendete Pulver des erftenift demnach 


72\2 | 
(so+22)e, und jene des zweiten az. Beil fie aber gleichviel 


72\2 
Dulver verwendet haben follen, fo iſt (50 +72 = „= ar; wor⸗ 


aus z = 500 folgt. 
18. Aufgabe. Ein Feuerwerksmeiſter, welcher gefragt wurde, 
1 
wie ftarf fein Arbeitd-Perfonale fei, antwortete «5; don feinee Mann 


1 , 2 
ſchaft ſchlage Brandröhren, adjuſtire Granaten, verfertige 


Haubig-Patronen, 4 Mann werden mit dem Verpacken von Mu⸗ 
nition befchäftigt, und 2 Mann feien im Spitale. Wie ſtark iſt dies 
Derfonale? 


Auflöfung. Beeichnet z die Anzahl der Arbeiter, fo find 


= zum Schlagen der Brandröhren, = zum Adjufliren der Sranaten, 


= zur Erzeugung von Patronen angeftellt; daher muß 

2 - 
s+5t7 +4+2=z, und -=60 fein. Demnach beftcht. bie 
Abtbeilung aus 60 Mann, von denen 10 Mann Branbröhren 
fhlagen, 20 M. Sranaten adjufliren, 24 M. Patronen verfertigen, 
«DM, Munition packen, und 2 M. im Spitale find, 
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14. Aufgabe. Ein fierbender Vater vermacht die Verlaſſen⸗ 
Schaft feinen Söhnen auf folgende Art: Der erfigeborne fol zuerft 
1000 Fl., dann den 6ften Theil des Ueberreſtes befommen; von 
diefem, was der erfte übrig läßt, foll der zweite Sohn 2000 Fl. 
nebft dem 6ſten Theile des Weberrefles nehmen; von dem Refte fol 
der dritte 8000 FI. nebft dem 6ften Theile des Weberreftes nehmen; 
und fo fol die Theilung fort geichehen, bis die Berlaffenfchaft erfchöpft 
ift. Es fügte fi aber, daß bei diefer Theilung jeder Sohn einen 
gleich großen Theil befam; wie viel waren Söhne? wie viel erhielt 
jeder ? und wie ſtark war die Verlaffenfchaft ? 

Auflöfung. Die Verlaffenfchaft fe =z FL, 
fo befommt der erſte 1000 +7 = = ee te ; 


alfo ließ er übrig z— AT — Bun > = ; 
bievon nahm der zweite 

52-5000 ‚ve _ 33500052 
2000 4( 23000 — 2000 ):6= zust3z 
Da aber beide gleichviel haben follen, fo ift 

5000+2 __ 55000452 
6 Tg 

woraus = 25000 FI. folgt. Es waren demnach 5 Söhne, und jeder 
erhielt durch die vorgefchriebene Theilung 5000 FI. 

5. Aufgabe. Eine Weibsperfon ging mit Eiern in der Stadt 
baufiren: im erſten Haufe verkaufte fie die Hälfte ihrer Eier, und 
noch 3 Ei darüber; von dem Reſte verkaufte fie im zweiten Haufe 
wieder die Hälfte, mehr + Ei, und eben fo im dritten Haufe, wo⸗ 
nad) fie ihren ganzen Vorrath an Eiern verkauft fab; wie viel Eier 
hatte fie anfänglich ? 

Auflöfung. Die Anzahl der Eier, die fie gehabt, fii = x, 


fo hat fie im erften Haufe verkauft © + 2 , folglich bleiben ihr 


| — . j 
noch —- 3 oder —— - ; bievon verkaufte fie im zweiten Haufe 


1.1 1 
T+,= et, > und ed blieben ihr noch 





> 
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—$ 
—— — = 777; bievon verkaufte fie im dritten Haufe 


= 43 = — ’ alfo war ihre II — eh — =. 
2 fie aber num ger nichts mehr im Korbe hatte, fo ift 
3— 


7 . 
= nemlich — 7 0, und 2=7. 


16. Aufgabe. Ein Vater flirbt, und hinterlaͤßt ein Capital 
von 1100 FI. nebft 4 Söhnen; nach 10 Monaten wurbe bad Te⸗ 
flament eröffnet, und die Kinder hatten in biefer Zeit das Capi⸗ 
tal fammt den betreffenden Intereffen gänzlich verzehrt. Auf eben 
diefe Art haben 3 Kinder ein Capital von .1200 SI. in 15 Monaten 
verzehrt. Die Trage ift, wie lange werben auf biefe Art 6 Kinder 
mit einem Gapital von 1650 Fl. auskommen? 


Auflöfung. Es fei die Anzahl der Gulden, welche 100 Fl. 
in einem Monate Zins tragen, = z, fo find von’ 1100 FI. in 
10 Monaten die Intereffen 1102; mithin haben im erſten Falle 
bie 4 Söhne in 10 Monaten verzehrt 1100+-1102 FI. und jeber 
nr 3. Im zweiten Falle 
haben alle drei Söhne in 15 Monaten 1200-122 . 15 FIl., und 
folglich hat jeder in einem Monate eruz Fl. verzehrt. 
Da fie aber auf gleihe Art gelebt haben follen, fo ift 
1100-1102 1200-12. 15z 

FT — 45 
lich hat in jedem Falle ein Kind in einem Monate 295 FI. verzehrt. 
Nun fei die Anzahl der Monate, während deren 6 Kinder mit 1650 SI. 
ausfommen, = y; diefed Capital trägt monatlich 16:.2= 11 FL 
Bind, alfo in y Monaten 11y Fl.; daher iſt das Capital fammt 
Sntereffen = 1650-+11y 51. Da aber jedes Kind monatlich 295 F1. 
verzehrt, fo brauchen 6 Kinder in y Monaten 176y F1.; ‚und 
weil das Gapital fammt Intereſſen verzehrt fein fol, fo ift 

176y = 1650+11y, 
woraus y = 10 folgt. 


bat in einem Monate verzehrt 


‚woraus =: gefunden wird; folg- 
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17. Aufgabe. &8 ift Jemand 1000 FI. fchuldig, die er 
nach Verlauf von 18 Monaten‘ ohne Intereffen zu zahlen verbun- 
ben ifl; ber Släubiger wünfcht aber fogleich bezählt zu werben; 
wie viel Tann der Schuldner wohl jegt für biefe Schuld geben, 
wenn der Gläubiger, fo wie der Schuldner mit 100 FI. jährlich 
8 ZI. gewinnen fann! 

" Auflöfung Es fei die Anzahl der Gulden, die für diefe 
Schuld jet bezahlt werben können, S z, fo könnte ber Gläu⸗ 


. u . . 8 
biger mit biefen = Fl. in 12 Monaten gewinnen 300 Fl.; denn 


8z . . 122 
100:8 = 2: 750; und in 18 Monaten gewinnt er 100° 
82 18.82 _ 12r 
denn 12 M.:18EM = 10:70 "no; bat ſodann 
12 Lo: 
zs-+ 10 , welches 1000 Fl. betragen fol; folglich ift 


= + 22 7 = 1000; hieraus folgt z = 8998 Fl. 


WIN man dieſe Aufgabe mit Hilfe einer zuſammengeſetzten 
Proportion auflöſen, ſo wird man ſie ſo ſtellen. 

Mit 100 Fl. werden in 12 Monaten 8 FI. gewonnen, und 
mit z Fl. follen in 18 Monaten 1000—z Fl. gewonnen werden. 
Hiernach erhält man der Rees iſchen Regel gemäß 


1000—z| 8 1000211 
- 100| 2 ober abgekürzt 25 2 
12 18 13 


25000 - 2352| = 3z 

‘ z = 25000: 288921. 

18. Aufgabe. (Terminrechunug.) Ein Kaufmann ift in 

mehreren Terminen Zahlungen zu leiften fchuldig, ohne für die Zwi⸗ 

fchenzeit diefe Befräge verzinfen zu müſſen, nemlich nach verfloffenen 

a Monaten u FIl., nach ß Monaten 5 FIl., nad y Monaten c Fl., 

u. ſ. fe; ber Gläubiger aber wünfcht die ganze Summe a+5--c+. .. 

auf einmal zu erhalten; nach wie viel Monaten muß bie Zahlung 
gefchehen ? 

Auflöfung. Man fege das Geld, das der Kaufmann in 
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einem Monate mit 1 51. gewinnen kann, = p, fo fann er, mit 
a 3. in « Monaten «ap, mit 5 ZI. in ß Monaten Adp, mit c 
Fl. in y Monaten yep, u. f. mw. gewinnen; mithin ift ber ganze 
Nusen, den der Kaufmann noch von diefem Gelbe ziehen kann, 
= asp+HPbpt-jept... = plaatfb4ycH...) 

Es fei nun die Zeit, nach welcher die Zahlung der ganzen 
Summe a+ö+c+... auf einmal geſchehen kann, = z Monat, 
. fo ift der Nußen, den der Kaufmann noch in biefer Zeit davon 
ziehen kann, = (atö+c+.. Ipz; und weil er in einem wie in 
dem andern Falle gleichen Nuten haben fol, fo ift 
(a+ö+cH...)pz = (aatßb+-ycH-...)p, 


= «at Pd+7cH ... 

|  atrötcH... ’ 

multiplicirt man nemlich jede einzelne Summe mit ber Zeit, in 
welcher fie zahlbar ift, und dividirt die Summe der Producte durch 
die ganze Schuld, fo hat man die Zeit, nach welcher alle Zahlungen 
auf einmal gefchehen Fönnen. Sol der Kaufmann 3.3. in drei Ter⸗ 
minen folgende Zahlungen leiften, ald: 2832 SI. nad) 3, 2560 FI. 
nad) 9 und 1450 FI. nach 16 Monaten, fo kann er die Geſammtzah⸗ 
2832. 3+-2560.9+-1450.16 
283242560 4+1450 


folglich 


lung von 6842 Fl. auch nach 


Monaten auf einmal entrichten. 

19. Aufgabe. Ein Frauenzimmer wurbe um ihr Alter be- 
fragt, und fie antwortete: Meine Mutter bat mich im 4often 
Fahre ihres Alters geboren; wenn man nun meine Jahre mit 
den Sahren meiner Mutter multiplicitt, fo kommen die Jahre 
Mathufalemd zum Vorſchein, ber 969 Jahre gelebt hat. Wie alt 
war jede ? 

Auflöjung. Die Tochter ſei = Sahre alt, fo ift die Mutter 
z+40 Jahre alt; folglich, ift 

z(z+40) = 969; 
woraus 2=— 20 +// 1869 = 17 (nad) $.215) gefunden wird, weil 
der zweite Werth, — 57, dba z nur poſitiv fein kann, nicht zuläflig iſt. 

20. Aufgabe. Ein Vater flirbt, und. hinterläßt ein Vers 
mögen von a = 70000 Fl., und eine gewiffe Anzäpl Kinder; gleich 


[U U} 
LU 2 
. 
. 
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nach bed Vaters Tode flarben 2 Kinder davon, und durch dieſen 
Umftand befam jebed Kind um 4000 Fl. mehr, ald es befommen 
hätte, wenn keines geflorben wäre. Wie viel waren anfänglid Kin: 
der vorhanden ? 

Aufldfung. Ihre Anzahl fei = @ gemeien; umd da 2 bar 
von geſtorben, blieben noch æ —2. Im erſten Falle hätte joe be» 


Tommen = z 9%, und ba 2 geftorben,, bekommt jebed ——, —; weil 
aber Ichteres um 4000 Fl. mehr fein fol als das er. fo iſt 
— — 

— — 4000 = 
eine verwidelte quabratifche Gleichung, woraus (nad) $. 215) ge: 


funden wird s=14V (ut ı)= 14/86 =7 oder —5, 
wo jedoch nur ber exrfte Werth genommen werben kann, da = nicht 
negativ werben darf. 

21. Aufgabe. Ein Oberfeuerwerkömeifter hatte unter feinem 
Commando 20 Unterofficiete, theild Oberfeuerwerker, theild Feuer: 
werker; er gab jeder Partie 24 Keuerballen zu fehnüren, und es 
ereignete fih, daß jeder Oberfeuerwerker um einen Seuerballen 
mehr, ald ein Feuerwerker fchnüren mußte. Wie viel waren Ober- 
feuerwerter, unb wie viel Beuerwerker ? 

‚ Auflöfung. Die Anzahl der Oberfeuermwerker fei = g, 
ſo it die Anzahl der Beieewerter —20— x. Ein jeder Oberfeuer: 


werfer mußte demnach, — — 2 geuerballen ‚ und jeder Zeuerwer: 


ter Seuerballen "ende. ; weil aber die erfle Anzahl 


— 
20 —z 
der Beuerbalen um 1 größer fein foll ald die zweite, fo ift 
u 1-0 ; hieraus folgt = 84076 = = 844236 = 8 
Oberfeuerwerker. 


Hier fieht man leicht ein, daß das Zeichen — genommen 


werben müfle; denn würde man das Zeichen + nehmen, fo 
wäre z = 84-426 = 60, da doch in allem nur 20 Unterofficiere 
waren. Man muß deßwegen bei algebraifchen Rechnungen bad dop- 


— 
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pelte Zeihen + vor den Wurzeln ($. 119, ID) bis zu Ende der 
Rechnung beibehalten, wo ſich dann erſt entfcheiden läßt, welches 
von. beiden genommen werden kann, um nicht auf falfche Reful- 
tate geführt zu werben. 

22. Aufgabe. Ein Hauptmann des Bombardier » Corps 
murde gefragt, wie viel er bei feiner Compagnie Oberfeuerwerker, 
Feuerwerker und Bombarbiere habe, und wie viel jeder täglich, 
Löhnung erhalte? Er fagte: ich habe dreimal fo viel Bombarbiere, 
und 5 Mat fo viel Oberfeuerwerker als Feuerwerker; jeder 
Oberfeuerwerker hat täglich fo viel Kreuzer, als Feuerwerker, 
jeder Feuerwerker um 4 Kr. mehr, ald OÖberfeuerwerfer , und 
jeder Bombardier nur den dritten Theil fo viel Kr., als Feuer: 
werker find; und bie tägliche Löhnung aller diefer Leute beträgt 
52 31. 48 Kr. Wie viel Dberfeuerwerker, euerwerler und Bom⸗ 
bardiere hatte diefer Hauptmann, und wie viel Löhnung hatte 
jeder täglich ? 

Auflöfung. Die Anzahl der Zeuerwerker fi = z, fo iſt die 
Bahl der Oberfeuermwerter =, und die ber Bombardiere = 3; 


er IE 232° 
folglih haben alle Oberfeuerwerker täglich 3 x=T,, alle 


2 
Feuerwerker z (= + ) * + 42, und alle Bombarbiere 


Ir. 5 = 2? Es iſt demnach 


*4 Be + 42 + a = 52.604 48; 
daraus folgt 
i=— + Ye + se) ($. 215), endlich 236, weil ber 
zweite Werth = — 373 für die vorliegende Aufgabe unzuläffig iſt. 
Er hatte demnach == 36 Feuerwerker, : x = 24 Oberfeuerwerber und 
32 = 108 Bombarbiere ; jeder Oberfeuerwerker erhielt täglich 86, jeber 


. 36 Kr. 
Feuerwerker 24--4=28, und jeder Bombarbier * = 12 Kr. 
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23. Aufgabe. Zwei legen zufammen in eine Handlung 
a = 2000 Fl.: der erfte Tieß fein Gelb durch = 17 Monat 
liegen, und erhielt an Einlage fammt Gewinn 5 = 1710 IL; 
und der andere ließ fein Gelb durch » — 12 Monat liegen, und 
erhielt an Einlage fammt Gewinn ce = 1049 Fl. Wie groß war 
eines jeden Einlage ? 
| Auflöfung. Es fa die Einlage des erſten = Fl., fo iſt 
die Einlage des zweiten = a — z, und der Gewinn bed erſten 
= 5b — 2; ihr gefammter Gewinn aber iſt — 5 Pe — az folglid 
iſt (nach 8. 208) 
metn(a-2) :b+c-a=ne : b—z. 

Es iſt demnach [on + (m — n) 2] do —-z) = mb+tc- az. 
Diefe Sleihung (nad) $ 215) aufgelöft, gibt 

1 bn-+em ön--cm\* 
e=4| mn an) ra |, 
wobei, da das Radical größer ald die beiden erften. Glieder zu: 
fammen in, nur da8 obere Zeichen genommen werben kann; daher 
ift für den angegebenen befonderen Tal z = 1200. 





Auflöfung der Aufgaben mit mehreren unbelann- 
ten Größen. 


$. 220. 


Wenn in einer Aufgabe nach zwei, oder mehreren Größen 
gefragt wird, fo bezeichne man jede unbelannte Größe mit einem 
befondern Buchftaben, und ſuche fobann wicder die Bedingungen 
der Aufgabe durch Gleichungen auszudrüden. Kann man nun aus 
den Bedingungen ber Aufgabe eben fo viel Gleichungen, von benen 
feine weder bie Folge-anderer ift, noch anderen widerfpricht, ablei⸗ 
ten, als man unbelannte Größen angenommen hat, fo ift ed ein 
Zeihen, daß die Aufgabe beftimmt fei; reichen hingegen bie 
Bedingungen der Aufgabe nicht zu, fo viel Gleichungen anfegen 
zu können, ald man unbefannte Größen angenommen hat, fo ifl 
die Aufgabe unbeftimmt. So kann in ber unbeflimmten Aufgabe 
($. 217), zwei Zahlen zu finden, die mit einander 
multiplicirt das Product a = 12 zum Vorſchein 
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bringen, wenn man bie eine geſuchte Zahl mit z, und bie andı.. 
mit y benennt, nur folgende Gleichung angefebt werden, zy = a; 
weiter laͤßt ſich Feine Gleichung aus diefer Bedingung mehr an- 
fegen. Fügt man hingegen zu obiger Bedingung noch die hinzu: 
daß bie zwei gefuchten Zahlen von einander gbgezogen die Differenz 
d=4 zum Vorſchein bringen müffen, fo findet noch folgende Glei⸗ 
Yung Statt, 2-y=d; wo z die größere, und y bie Meinere ger 
fuchte Zahl vorftellt, und die Aufgabe ift dann beflimmt. 
$. 221. 

Hat man nun aus den Bedingungen ber Aufgabe fo viel 
Sleihungen abgeleitet, ald unbelannte Größen vorhanden find, 
fo muß man trachten, mit den Gleichungen ſolche Weränderungen 
vorzunehmen, ımb diefelben fo unter einander zu verbinden, daß 
man zulegt eine Gleichung erhalte, worin ſich nur eine einzige 
unbefannte Größe befindet, die man daraus beflimmen, und durch 
Eubftitution in ben vorigen Gleichungen eine unbefannte Größe 
nach der andern entwideln kann. 

Die Art aber, wie dies geſchehen kann, ift mannigfaltig, 
und es wird am beſten ſein, wenn eine Art nach der andern in 
-wirflihen Beiſpielen gezeigt wird, weil es ohnehin nur auf 
bie Geftalt der Gleichungen felbft ankommt, welche Art zu wählen 
ift, damit der Zweck am kürzeſten erreicht werbe. Aus obigen 
Gleichungen zy = a, und 2—y=d, können die unbelannten 
Größen z und y auf folgende Art entwidelt werben. 

Man ſuche aus jeder Gleichung den Werth von einer und ber- 
felben unbekannten Größe, z. B. von z, ald wenn y ſchon be 


kannt wäre; aus der erften folgt z * * und aus der zweiten 


\ 
\ x 


z=d+ry; 6 if alfo auch ($. 12, Grundf. IT) „md +y, 


2 
woraus y= + V 4 9) folgt; oder wenn man die für 


a und d oben angenommenen Werthe ſetzt, fo iſt y= 2 oder — 6. 
Diefen Werth fubftituire man nun in einer der vorhergehenden Glei⸗ 


ungen, fo findet man z = ‘ * Ye + 9) =6 oder — 2. 
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Auf die nemliche Art Tann man bei der Auflöfung ber Aufgo- 
ben’ mit mehreren unbefannten Größen verfahren. 3. B. Unter 
drei Regimenter, die fih in einem Treffen tapfer 
bielten, find a = 1326 Fl. dergeftalt zu theilen, daß 
von bem Regimente, welches fih am vorzüglichſten 
auszeichnete, jeder Mann einen Gulben erhalten, 
und ber Ueberreft unter die Mannfhaft der zwei 
übrigen Regimenter gleich vertheilt werden ſoll. 
Bird nun diefer Gulden dem erften Regimente zuer 
tannt, fo erhälf ein jeder Mann der zwei übrigen 
Regimenter Fl.; gibt man dieſen Öulden dem zweis 
ten Regimente, fo erhält jeber Mann von den zwei 
andern Regimentern nur + SL; fällt endlid biefer 
Gulden dem britten Regimente zu, fo befommt ein 
jeder von der übrigen Mannihaft nur : FL. Bie 
ſtark ift jedes, diefer drei Regimenter? 

Es fei die Anzahl der Mannſchaft des erfien Regimentes = z, die 
beö zweiten = y, und jene de dritten = 2, fo erhält im erſten Falle 
die gefammte Mannfchaft des erfien Regimented = Fl., weil ieder 
Mann einen Gulden erhält; und die ſaͤmmtliche übrige Mannfchaft 


der zwei andern Regimenter befommt u Fl.; im zweiten Falle 
bekommt vs weite Regiment y Fl.; und bie übrigen beiden 


zufanımen — Tg; ; und im dritten Falle befommt das britte 


Regiment = FIl., und bie fämmtliche übrige Mannfchaft u Fl.; 


alſo iſt, weil jedesmal die ganze Summe von «= 1326 Fl. genau 
aufgehen muß, 





+ = u, (A) 
+ 

y+=a, (3) 

+ Um ' cO 


—— — > 5 Rd 
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Aus der Gleichung (4) folgt «= a — 2*, 
aus der SleiihungD il z—=da—y—s, 

und aus der Gleichung (C) ift s=4a—4sy, 

alfo auch 


„1 = u—Iy-s, (D) 











8a — 83 = da—Is—y. (E) 
Aus der Be Diltiy= : Fa und aud ber Glei⸗ 
8 
hung Diffy= =, alfo ift auch“ = ; 
daraus folgt —— 18 . 78 =: 1014. 


Diefen gefundenen Werth von s fubflituife man in ber 
Steihung CE), fo iſt y= (7 a—a)= Us =11.78= 858. 


Diefe beiden Werthe von y und s in der Gleichung (3) fubflituirt, 


33 18 5 | 
geben z=3a— 74— 7a= 170 =5.78 = 890. Das erfle 


Regiment hatte daher 390, das zweite 858, und das dritte 1014 


Aus den drei Bundamentalgleichungen 


yvtrs_ 
ber vorgelegten Aufgabe können die drei un- str 7 =a, 
+ 





befannten Größen quch auf folgende Art ent- +! Bu 
widelt werben. y 8 9 
+ TV. @. 


Man fuche den Werth von der einen unbelannten Größe, 
z. 8. von , aus ber erſten Gleichung (« iſt =), 


und fubflitwire diefen Werth für z in allen übrigen Gleichungen, 
dadurch verwandeln fich diefe in Sy+s=4a, und 7s+y = da; 
auf dieſe Art iſt auß ben drei gegebenen Gleichungen die eine 
unbelannte Größe z hinweg gefchafft, ober wie man zu fagen pflegt, 
eliminirt, und bie Anzahl der Hauptgleichungen um eine ver 
mindert worden. 

Vega Vorleſ. L Bo. 19 


“ 
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Sobann fuche man wieder aus einer von biefen letztern 
Bleihungen den Werth für die eine unbefannte Größe (im ge: 
gebenen Beifpiele folgt aus der legten Gleichung y = 6a— 7%), 
und fubftituire diefen Werth in allen übrigen von biefen lebtern 
Sleihungen flatt der nemlichen unbelannten Größe (nemlich 


| 1 . . 
304-3532 = 4a, woraus 2 = folgt), fo wird auf Diele 


Art auch die zweite unbefannte Größe hinweg gefchafft (eliminirt), 
und die Anzahl der Hauptgleichungen um zwei vermindert werden. 
Wenn man auf diefe Art fortfährt, daß man nemlich wieder aud 
einer von biefen letztern Gleichungen, wenn deren noch mehrere 
vorhanden wären, den Werth der einen unbekannten Größe ſucht, 
und ihn in allen übrigen diefer letztern Gleichungen flatt ber nem: 
lichen unbekannten Größe fubflituirt, fo wirb man endlich zu einer 
Gleichung gelangen, in der fid) nur eine einzige unbekannte Größe 
befindet ;. man. wirb demnach den Werth diefer unbelannten 
Größe finden können, fo wie im angeführten Beifpiele wirklich 


= 12 gefunden wurde. 
Wenn einmal eine unbekannte Größe gefunden ift, fo wer: 

ben bie übrigen. leicht entwidelt, wenn man ben Rückweg geht, 
das if, wenn man ben gefundenen Werth in einer der vorher⸗ 
gehenden Gleichungen fubflituirt; nemlich, wenn man in ber 


Sleihung y = 6a—73 den gefundenen Werth _ für 2 fest, fo 


. 114 
iſt y= 7° 


Subftituirt man endlich diefe beiden Werthe für y und s in 


einer der vorhergehenden Gleihungen (in z = u), fo 


wird auch z gefunden, nemlid z = Da nun a= 1826 bebeu- 


tet, fo it z=890, y==858, und 2 1014, wie vorher. 
$. 222. 
Diefe letzte Auflöfung der Gleihungen mit mehreren unber 
fannten Größen heißt die Subflitutiondsmethode, und wird 
gewöhnlich nur damals angewendet, wenn bie unbefannten Größen 
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entweder mit einander multiplicirt, oder wenn fie in werfchiebenen 
Gleichungen zu verfchiedenen Potenzen erhoben find. Sollten hinge- 
gen die unbefannten Größen weber mit einander multipficirt, noch in 
verfchiedenen Gleichungen zu verfchiedenen Potenzen erhoben fein, fo 
firmen fie durch die blofe Addition und Subtraction 
der Gleichungen eliminirt werben. Auch bedient man fich zuweilen 
noch anderer Kunftgriffe, theils, um etwad geſchwinder zum Ziele zu 
fommen, bisweilen auch, um höheren Gleichungen auözumeichen, wie 
man aud folgenden Auflöfungen einiger Aufgaben erfehen wird. 

1. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, die zufammen addirt 
die Summe s = 17, und von einander abgezogen die Differenz 

— 7 zum Vorfchein. bringen. 

Auflöfung. Es fei die größere gefuchte Bahl = =z, und die 
Meinere = y, fo ift laut Bedingung 

s4y=s, md — v. 

Um hier die Elimination der unbekannten Größen auszuführen, 

abbire man beide Sleihungen, und jpan erhält 


227 =s-4+4d; alio „ti: ss-+tia; 


dann ziehe man bie zweite von ber erflen ab, wodurch man erhält 
—d 
y=s—d, alio y-= —= is—id. 


Wenn alfo zwei Zahlen bura ihre Summe, und 
durch ihre Differenz beflimmt werben follen, fo 
ift die größere Zahl glei der Halben Summe mehr 
der halben Differenz, und die Fleinere gleich der 
halben Summe weniger ver batben Differenz. 

) 


In unferm Beifpiele ift z = - 7,7 ,= 12, 


2. Aufgabe. Ein Wirth wird gefragt, was er für Weine 
habe? Erantwortete: 2 Maß von der erfien, 2 Maß von ber zwei⸗ 
ten, und 1 Maß von der dritten Gattung Eoften zufammen 1 FI.; 
2 Maß von ber erſten, 3 Maß von der zweiten, und 4 Maß von 
der dritten Gattung koſten 2 Fl.; 10 Maß von ber erfien, 4 Maß 

19 * 
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von der zweiten, und 2 Maß von der dritten Gattung koſten 8 Fl. 
Was Eoftet wohl eine Maß von jeder Gattung? 

Auflöfung. Es fei der Preis einer Maß von der erften 
Gattung = z, von ber zweiten =y, und von der dritten == = Kr., 
fo iſt Laut Bebingung, in Kreuzern, 

2: + y + s= 0 (HM 
22: +8y+4%=190 (9 

102 + 4y + 23 = 180. (0 

Um tie vorhergehende Eliminationd» Methode auch hier an- 
wenden zu Fönnen, muß man trachten, eine, ober bie andere 
Gleichung fo zu verändern, daß durch die Addition oder Sub⸗ 
traction ber Gleihungen eine unbekannte Größe nach ber andern 
weggefchafft werde. Dieſes koͤnnte hier unter andern auch auf fol- 
gende Art gefcheben: Man ziehe die Sleihung (A) von der Glei⸗ 
hung (3) ab, fo verſchwindet z; fktner multiplicire man bie Glei⸗ 
hung (4) mit 5, damit = in felber den nemlichen Coefficienten, 
wie in der Gleichung (0) erhalte, fo iſt 

y-+ 3: = 60 (D durch Subtrac. (A) von (B), 
6y + 33 = 120 (E) durch Subtrac. (C) von5 (A). 

Weil bier 2 fhon in beiden Gleichungen den nemlichen Coeffi⸗ 
cienten hat, fo ziehe man (D) von (EZ) ab, und man erhält Sy= 60; 
alfo y= 12. Diefer Werth von y in der Gleihung (D) fubflituirt, 
gibt = 16; und beide Werthe in (4) fubflituhkt, geben z = 10. 

3. Aufgabe. Iemand ſchuldet 2828 Gulden, und entrichtet 
die 5 percentigen Intereffen für dad folgende Jahr nebft einer theil- 
weifen Rüdzahlung des Sapitald mit 700 Fl. Wie viel zahlt er an 
Gapital zurüd? wie viel entrichtet er an Intereffen in vorbinein ? 
und vie viel bleibt er noch fehuldig? 

Auflöfung. Beeihnet = die Rüdzahlung an Capital, 
y die Anticipando » Intereffen, fo ift zunächft 

z + y = 170. 
Jerner bleibt er noch Tui 28282 Fl.; diefe geben zu 5 von 


Hundert, (2828—2) — _ FI. Intereſſen, alfo ift 


2828— 2 
20 
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Aus der Addition beider Gleichungen folgt fogleich 
2838-2, „700; 





20 
baraus ift 2588, und fomity=112. . 

Er zahlt daher 588 ZI. an Capital zurüd, bleibt noch 2240 SI. 
fhuldig, von denen er in vorhinein 112 Fl. Zinfen entrichtet. 

4. Aufgabe. (AlligationsNechnung.) Bon zwei Stof 
fen derfelben Art folen die Quantitäten a und d, wenn eine Quan- 
titäts » Einheit von dem erften Stoffe den Werth «, und von dem 
zweiten den Werth PB befikt, zu einem Stoffe der nemlidhen Art 
von der Quantität c vereinigt oder gemengt werben, von bem 
die Quantität 1 den zwifchen « unb S liegenden Werth y hat. 
Man fucht den Zufammenhang der Quantitäten a, 5, ce mit ben . 
Werthen oa, ß, y- 

Auflöfung. Nehmen wir, wie died gewöhnlich ſtillſchweigend 
gefchieht, an, daß die Duanten « und 5 zu dem Quantum c ohne 
Bermehrung und Verminderung fi) mengen laſſen, folglich c bie 
Summe von a und 5 ift, fo hat man 

a+b= c. 

Da ferner a ber Werth einer Quantitäts Einheit des erften 
Stoffes iſt, fo muß jener von a Quantitäten aa fein; und auf 
biefelbe Weiſe ergibt fich 66 ald der Werth ded zweiten Stoffes, 
und ye als jener ihres Gemenges. Immerhin aber hält man den 
Werth des Gemenged dem Werthe feiner Beſtandtheile gleich; 
folglich ift as + Pb = ye. 

Aus diefen zwei Gleichungen erpeben jich fofort die Gleichheiten 
der Verhaͤltniſſe 

By ya Bu’ 
welche lehren, daß jede der Quantitäten a, d, ce ber brei gleichartigen 
Stoffe mit dem Unterfchiede der Werthe von den Quantitätd:«Ein- 
heiten der beiden andern Stoffe im geraden Verhaͤltniſſe flehe. 

Mit Hilfe der legten Gleichungen laffen fi 2 der 6 Zahlen 
a, b, ce und a, ß, y berechnen, wenn die Übrigen 4 gegeben 
find. Bir wollen das Gefagte durch folgende SBeifpiele er⸗ 
läutern. 
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1. Beifpiel. Man will von zweierlei Weinen, wenn eine 
Map des erfleren 16 Kr., und eine des andern 36 Kr. koſtet, 250 
Maß mittleren Weines, die Maß zu 24 Kr., bereiten; wie viel 
Maß foll man von jebem nehmen ? 

Hier hat man 


die Quantitäien die Werte allſo bie Differenzen 
| der Preife 
a=z Mu a=16 a i B—y= 118. 
b=y ⸗ B=% ⸗  y-ı — 8 — 
e 2850 - yz4 + ; f-a=W - 
folglich if 
z_y_ 30 
1278 20° 
oder abgekürzt, Cindem man mit 4 multiplicirt) 
z 
>=! =50, 


ſonach it z = 150, und y=100, 
d. b. man wird von dem fchlechteen Weine 150 Maß, und von dem 
beffern 100 Maß nehmen. 

2. Beifpiel. Unter 120 Maß Wein, von dem die Maß 
48 Kr. gilt, fol ein anderer Wein, von bem eine Maß 30 Kr. 
werth ift, gemengt werben, fo baß jede Maß ded Gemenged 36 Kr. 
werth wird. Wie viel foll von Tem zweiten Beine genommen 
werden? 

Nach dieſen Angaben find 

die Quantitäten a = 120, bL = y, 8, 

die Werthe einer Maß a = * B=3, y= 36, 


alfo beftehen bie Gleichungen = 2= = 


oder wenn man mit 6 multiplicirt, = — =, 


fomit ift „= 240, und 2 860; nemlich man wird 240 Maß 
des fchlechtern Weines beimengen, wonah man 360 Maß Ges 
menge erhält. | 
3. Beifpiel. Ein Silberarbeiter hat zweierlei Silber, ein 
10löthiges, und ein 18löthiges; ex ſoll ein 5 Mark fchwered Gefäß 
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machen, welches 18löthiges Silber *) enthält. Wie viel muß er 
von jeder Silberforte nehmen ? 

Hier find die Quantitäten a= a, d=y, e=5 Marl, 
bie Werthe (Silbergehalte) eine Mark a=10, B= 13, y=138oth, 


* 5 
daher s=i=:= 1, und 2=2, y=B3. 


Er wird demnach 2 Mark ıolöthigen Silberd mit 3 Marl 
15löthigen zufammenfchmelzen. 


4. Beifpiel. Man hat zweierlei Brandröhrenfäge ; der erfte, 
in eine Brandröhre von beflimmter Länge gefchlagen, brennt. durch 
45 Secunden, und der andere, in eben dieſe Brandroͤhre geſchla⸗ 
gen, nur durch 20 Secunden. Man will von biefen zwei Sägen 
60 Pfund zufammen mengen, fo daß eine eben fo lange Brand» 
söhre aus dem neuen Gabe verfertigt, durch 80 Secunden brenne. 
Wie viel muß von jedem Satze genommen werben? 

Hier bat man a=z, b=y, c=60 fund, 

a=45, B=20, y=30 Secunden, alfo 


z_y __$9 
10715 25 
= *24 =12, mithin 


2 = 24, und y=86; 
nemlid) man wird 24 Pf. des fchärfern Satzes mit 86 Pf. des 
mattern vermengen. 


5. Beifpiel. Eine ärarifche Salpeter-Läuterungsanftalt fol 
400 Klafter 36zölliges Brennholz beziehen; der Lieferant hat aber 
nur 80: und 40zÖlliged derfelben Qualität; wie viel von jeber Sorte 
hat der Verwalter anzutragen ? 
Haeiftam=z, db= y c=—= 400 Klafte, 
“= 80, 40, r= 36 ol, 


9 


alſo *28 = ‚ fomit 2 = 160, und y = 240; 


*) Man nennt ein Silber 10, 13s, 15löthig, wenn in einer. Mark von 
16 Lothen nur 10, 13, 15 Loth reinen Silbers, folglih 6, 3, 4 Loth 
Zufag an Kupfer enthalten find. 
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nemlich es find 160 Klafter des 30:, und 240 Klafter des 40zÖlligen 
anzutragen. - 

Es wird bem Lernenden nützlich fein, jedes der gegebenen 
Beifpiele auch ſpeciell aufzulöfen. 

5. Aufgabe. Zwei Kanoniere haben zufammen 1000 Ya- 
tronen gefüllt, und gleichviel Pulver verwendet; der erſte fpricht 
zum zweiten: Hätte ich fo viel Patronen, ald du gefüllt, fo hätte 
ih 18 Gentner Pulver verarbeitet; und der zweite antwortet: 
Hätte ich blos fo viel Patronen wie bu gefüllt, fo würde ich nur 
8 Gentner Pulver verarbeitet haben. Wie viel Patronen hat jeber 
gefült, und mit wie viel Pulver? 

Auflöfung, Die Anzahl der Patronen des erften fi = z, 
und die des zweiten = y; fo ift da8 verwendete Pulver bes erften 


18 
nach feiner Ausſage Fr Gentner; und bad verwendete Pulver des, 


zweiten it nach feiner Ausſage Y ($. 196). Da aber beide gleich: 
18r _ 8y 


viel verwendet haben ſollen, ſo iſt — *. 


z+ty=1000, weil beide mit einander 1000 Patronen gefüllt ha⸗ 
ben follen. Aus der erfien Gleichung ift 182° — 8y?, nemlid) 


2 = +4 ; wobei jeboch die Natur der Aufgabe nur den pofitiven Werth 
zuläßt; fubftituirt man diefen Werth in der andern Gleichung, fo 


Ferner iſt 


2 
it 2 +y= 1000, woraus y=600folgt. Alſo ==1000—600=400, 


u 18 
und dad von jedem verwendete Pulver iſt — * = 12 


Sentner. 

Wäre aber die Bebingung ber Aufgabe folgender Maßen ge 
ſtellt: Der erfte fpriht zum zweiten: Hätte ich jede 
Patrone mit fo viel Pulver gefüllt, wie du die 
deinigen, fo würde ih nur a = 5624 Pf. Pulver ver 
wendet haben; und der zweite fagt: Hätte ich meine 
Datronen mit fo viel Pulver gefüllt, wie du die 
beinigen, fo hätte ih 5=1562: Pf. verwendet; fo wäre 
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wieder, wenn man bie Anzahl ber Patronen bes erften mit æ, und 
bie de& zweiten mit y benennt, z+y==1000. 

Berner ift dad Pulver, welches der zweite zu einer Patrone 


verwendet hat =, und dad Pulver, welches der erſte zu einer 
Patrone verwendet bat,» Pf.; Folglich hat der erfte zu allen Patro⸗ 


D 
nen Fri Df., und der zweite = Pf. verwendet; es iſt demnach 


78 weil beide gleichviel Pulver verwendet haben ſollen. 


9 
Aus der zweiten Gleichung iſt & ᷣ. — 25 = 2y, wenn 


man für a und 5 ihre Werthe fest. Hierin ift jedoch, weil z eine 
Anzahl vorhandener Dinge (Patronen) vorftelt, nur dad obere 
Zeichen zuläffig. Diefer Werth in der erfien Gleichung fubflituirt, 
gibt 2yy=1000, woraus y=625 folgt; alfo ift z==1000—625 
=875. , 

6. Aufgabe. Zwei Wafferröhren haben ein Gefäß von a=21 
Eimer mit Wafler angefüllt, indem die erfle >=2 Stunden, und 
die zweite c—=3 Stunden geöffnet war. Ein andered Mal haben eben 
biefe 3 Röhren ein Behältnig von d=51 Einer angefült, da die 
erfte 17, und die andere g=6 Stunden geöffnet war. Wie viel 
Stunden müffen beide zugleich geöffnet werden, damit felbe ein Be⸗ 
häftniß von a=100 Eimer anfüllen? 

Auftöfung. Hier fieht man leicht ein, daß es nur auf bie 
Menge des Waſſers ankommt, das jede Röhre in einer Stunde 
gibt. Es fei darum die Menge des Waſſers, welches die erſte Röhre 
in einer Stunde liefert, = z Eimer, fo gibt fie in 5 Stunden 
br, und in f Stunden fr Eimer. Die Menge des Waffers, das 
die zweite Röhre in einer Stunde gibt, fi—=y, fo liefert fie in 
e Stunden cy, und in g Stunden gy Eimer. Es iſt demnach) 
bz-+cy=a, und fe-tgy=d. Aus der erfien Gleichung if 

—*. 








—, und aus ber zweiten iſt z = 


) 
alfo auh ZH, 


2 = 
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af—bd _21.9—2.51 
woraus y= — orig IE > Eimer, und 
231—3. 
g=775 E 8 Eimer folgt. Beide Röhren zuſammen geben alfo. 
548=8 Eimer in eines Stunde; folglich braudyen fie, um 100 
10 
Eimer zu füllen, —— 12 Stunden. 


7. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, deren Summe von 
der Summe ihrer Quadrate abgezogen bie Differenz a = 178, und 








deren Summe zu ihrem Probucte abdirt die Zahl = = 89 zum 
Vorſchein bringt. 
Auflöfung. Es fei die größere Zahl = z, und die Hei» 
gere = y; fo iſt laut Bedingung 
a’ty’-2-a 72 DD 
tr; m 
Wenn man hier, fo wie biöher gezeigt worben, arbeiten wollte, 
fo würde man auf eine Gleichung vom vierten Grabe floßen; jedoch 
laffen fi) aus dieſen Gleichungen bie unbefannten Größen auf fol- 
gende Art beflimmen. 

Man multiplicire die Sleihung (3) mit 2, abbire fie dann 
einmal zur Gleichung (A), und ziehe fie auch von derfelben ab, fo 
erhält man durch die Addition 

z’+y"—z—yt+22y+22-+2y=2a, 
nemlih (+ y)’+(aty)=20, ° (0 
und durch die Subtraction erhält man 
249-2 —-y—-27y-22—-2y>0, 
nemlich ey —3(z+y)=0, 
oder (e-Y)’=S(z-+Yy). (D) 

Nun fehe man (2) in ber Sleihung (C) für eine einnamige 
Größe an, und ergänze dad Quadrat, fo ifl 
(IN’-Hach4y 92a, woraus 

s4y=—-14vV QaH)=13 oder —13 
ifl. Diefe Werthe fubflituire man die Gleichung (D), fo ift 
(z-y)?=83.12 oder — 89; 
alſo z-y=rV36=46 oder LY89.Y—I1. 
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Da nun +y=12 oder au) — 18, 

und z-y= 6; —65 MVzso. v—-1l; —V89.V—Il, 
fo iſt (vermög $. 222, Aufg. 1) | 

2=9; 8; 3(—134+,/89.V —D; LSV. v-n, 
und y=3; 95 4(—13— 39. —D; 3-13 +89. V —), 
von denen nur 8 und 9 reelle Werthe find. 

Oder auch: man benenne die halbe Summe ber zwei gefuchten 
Zahlen mit z, und die halbe Differenz dieſer Zahlen mit y; fo ift 
(vermög $. 222, Aufg. 1) bie größere geſuchte Zahl =z4ty, und 
die kleinere =z—y ; folglich ift laut Bedingung der Aufgabe 
(IWW —Iz=a, 


nemlih 22?+2y°— 22a, (A) 
und ty) —N-+2r=ia, \ 
nenlih zZ’—y?’+22 5a. (3) 


Multiplicrt man nun die Gleichung (B) mit 2, und oddirt ſelbe zu 
der Gleichung (A), fo erhält man 
42°127=2a, 
woraus man (nach $. 215) findet 
= EAN) TUE a 
Subftituirt man ferner biefe gefundenen Werthe in der Glei⸗ 
hung (3), fo ergibt fich für den erfleren Werth „+3, und für 
den anderen y=-+ Ye -; ; folglich ift die größere gefuchte Zahl 
6 oder 6- 38, und bie kleinere æ 638 
oder 639, wie vorhin, wenn man nur bie reellen Zahlen betrachtet. 
8. Aufgabe. Es find drei Klumpen Metall, jeder aus Gold, 
. Sitber und Kupfer zufammen gefchmolzen: 
im erften find 2 Loth Gold, 4 Loth Silber, 8 Loth Kupfer, 
im zweiten 8 Loth Gold, 9 Loth Silber, 6 Loth Kupfer, 
im dritten. 10 Loth Gold, 5 Loth Silber, 15 Loth Kupfer. 
Wie viel Loth müfjen von jedem Klumpen genommen werben, 
damit man einen vierten Klumpen erhält, worin 4 Loth Gold, 6 
Loth Silber und 9 Loth Kupfer enthalten find? 
Auflöfung. Man nehme vom erften Klumpen z Loth, vom 
zweiten y Loth, und vom britten s Both; 
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fo ift beim eiſten 2 —e, Gold, 2. ©ilber, und 2. Kupfer, 


4 * 8 ® 6y ® 
beim zweiten 75 18 18 
RRFETFUIEE |... Be | „Is = 
und beim bitten „= 50 50 
Es iſt demnach aut Bedingung 
22 |, öy , 108 __ 
3* * 
12 9y 
uttn =. 
15 
24, 


woraus 217, ve, und —— gefunden wird. 

9. Aufgabe, Drei fpielten mit einander Pharo: im erfien 
Spiele hatte der erfie die Bank; die zwei übrigen ſetzten jeber die 
Hälfte ihres Geldes, und fie gewannen; im zweiten Spiele hatte 
ber zweite die Bank; die beiden übrigen fetten die Hälfte ihres Sel- 
bes, und gewannen ebenfalld; hierauf übernimmt der dritte bie 
Ban; die zwei übrigen feßten wieber bie Hälfte ihred Geldes, und 
auch hier verlor der Banquier. Am Enbe bes dritten Spieles zählten 
fie ihr Geld, und fanden, daß jeder 37 Ducaten hatte. Wie viel 
batte wohl jeder im Anfange? 

Auflöfung. Es fei die Anzahl ver Ducaten, welche ber erfte 
beim Anfange des erften Spieles hatte, =z, jene bed zweiten 
=y, und bie beö britten = 2; fo hat am Ende bes erſten Spieles 

y_s_32Y-5 


ber erſte 3 ——— Ducaten, 


der zweite y+! a — = Ducaten ' 


ber dritte s+; 328 = Ducaten, 


Am Ende des zweiten * hat 
2—2 — ⸗2  6r—y 3 
ver erſte J s_ 62 Y 8 
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227 —-y— Ty 22 — 28 


und ber britte = +7 - ==. 
Und anı Ende * dritten Spieles hat 


62-3 8 6.—-3y—-3: 182 — 9- 92 
der erſte eye nn r ’ 
9-2 Wu-222s y—6r—065 
ber zweite ne 
62—-I3y-3s Ty-Ir-I%s 3 —Ir— 
und der dritte I r 4. 
182.—9y— 98 _ 
Es iſt demnach =ı7, (AM) 
21 - 65 - 606 
— — *27, (B) 
35 —IT—4 
—=——I =. (O 


Wenn man die Sleihung (B) mit 8 multipficiet, und zu (A) 
addirt, fo erhält man 


54y—27 
= 1.27.  (D 


Wird ferner die Gleichung (ZB) mit 2, die Gleichung CC) aber 
mit 8 multiplicirt, und dann jene von diefer abgezogen, fo if 


—5 
u _ 97. , (E) 
Endlich gibt die Summe von (D) und (E) 
54 


=” =5.27, woraus 20 folgt. 


Diefer Werth für s in CE) fubflituirt, gibt y=26; und beibe 
Werthe in (A) fubftituirt, geben z—35. Es hatte bemnad) im An⸗ 
fange der erfle 85, der zweite 26, und der dritte 20 Ducaten. 


10. Aufgabe. Drei Regimenter werben zu einer gewiflen 
„Arbeit angeftelt: das zweite und dritte Regiment haben eine folche 
Arbeit mit einander in a=70 Tagen, das dritte und erfle Regi⸗ 
ment in 5584, und dad erfle und zweite in c=140 Tagen voll- 
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endet. Nun ift die Frage, in wie viel Tagen alle brei Regimenter 
mit einander dieſe Arbeit vollbringen werben, und wie viel Tage ein 
jedes indbefondere dazu verwenden würde ? 

Auflöfung Es fe die Anzahl der Rage, bie 
ale drei Megimenter vereint zu dieſer Arbeit verwenden 
würden,. — u, bie des erfien Regiments allein = z, die 
bes zweiten Regiments — y, und jene ded dritten = %; 


1 1 
ſo verrichtet das erſte Regiment taͤglich 7 das zweite y’ das dritte 
1 un 1 
2’ und alle drei zufammen 7 der ganzen Arbeit. Ferner vollenden 
nach den Bedingungen der Aufgabe 


1 
das zweite und dritte zuſammen 7 


1 
=) unb 


das dritte und erfte zuſammen 7 


1 
das erſte und zweite zufammen _ derſelben Arbeit. 
Demgemäß gelten die Gleichungen 


1 1 1 1 1 1 | ı 1 
74*585 7483 43585 
ı 1.171 

und --- --=- 
zys u 


Die halbe Summe der drei erften Gleichungen, vereint mit ber 
umgekehrt gebachten vierten, gibt 


ıGti+,) 


und wenn man von ber vierten jebe der erften drei Gleichungen ab⸗ 
zieht, erhält man 


. a l _. . 
WIN man hierin für — ,, feinen Ausdrud feßen, fo ergibt ſich 


EHER Le) 
wm 


draus u, ©, y und s felbft fehr leicht gefunden werden. 
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Im vorliegenden Falle iſt — 70,5 = 84, c= 146, baher 
I N 1 1 
—— 

y 60 84 210° 2 60 140 108’ 
und ſonach u—60, 2420, y==210, und 8105. 

11. Aufgabe. Eine Zahl zu finden, bie aus drei Ziffeen von 
foicher Beſchaffenheit befteht, dag die Summe der Quadrate ter 
einzelnen Biffern, ohne auf ihren Rang zu fehen, —=104, dad Qua⸗ 
drat ber mittlern Ziffer um 4 größer ſei, als das doppelte Product 
ber beiden äußern, endlich daß, wenn man von der gefuchten Zahl 
die Zahl 594 abzieht, bie gefuchten 3 Ziffern, aus welden die Zahl 
beiteht, in umgekehrter Orbnung zum Worfchein kommen. Wie heißt 
diefe Zahl? 

Auflöfung. Es fei die erfte Ziffer links S z, die mittlere — y, 
und die legte = 2, fo ift nad) ben Bedingungen, und wenn die (durch 
$. 6) beflimmten Stellenwerthe der einzelnen Ziffern beachtet werben: 
DD  a’4y’-ts’=104, 

(2) y’—1735—4, 
(8) 1002+10y-4s-594=100s-+10y-+z. 

Aus (8) findet man 997— 992594, alſo 
(4) *6. 

Subtrahirt man die Gleichung (2) von (1), fo wird 
z°’+22%4+8°=100, 
folglich, wenn man hieraus die zweite Wurzel zieht, und nur den 
bier zuläffigen pofitiven Werth beachtet, 
(5) s-4s=10. 
Aus der Sleihung (4) und (5) iſt fofort 
. c>3, 32; 
und mit diefen Werthen liefert die Gleihung (2) 
y’—4-+225—=4432=836, 
. alfo y=®6. 

Somit iſt. die gefuchte Zahl 862. 

Folgende Aufgaben wird ein fleißiger Anfänger nunmehr 
felbft leicht außarbeiten können. 

I. Pythagoras wurde gefragt, wie viel er Schüler habe. Er 
antwortete: Zähle ich drei fo eben aufgenommene Schüler hinweg, 
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fo flubirt die Hälfte die Philofophie, der dritte Theil die Mathe 
matik, und bie Übrigen, welde fih noch im Stillſchweigen üben, 
fammt den drei Schülern, welche id) eben jegt angenommen habe, 
machen den vierten Theil meiner vorher gehabten Schüler auß. 

Antwort. Pythagoras hatte zur Zeit der an ihn geflellten 
Frage 89 Schüler; nemlich 3 Neulinge, 18 Philefophen, 12 Da 
thematiter, und 6 Schweigfame. 

- 1. Eine Heibin ging in den Tempel Jupiters, und bat, er 
möchte ihr Geld, das fie bei fich hatte, verboppeln ;* Iupiter that es, 
und fie opferte zur Dankbarkeit 2 Drachmen. Mit dem Ueberrefte 
sing fie in den Tempel des Apollo, bat ein Gleiches, und opferte 
abermal zur Dankbarkeit für die Werbopplung ihre nunmehrigen 
Geldes 3 Drachmen, fand aber mit Verwunderung, daß fie ber Ver⸗ 
dopplungen ungeachtet nichtd gewonnen habe. Nun ift die Frage, 
wie viel fie im Anfang Gelb gehabt habe? 

Antwort. 3 Dramen. 

m. Ein Sterbender hinterließ eine fchwangere Frau, unb ein 
Vermögen von 9000 Fl. Sein letzter Wille war diefer: gebärft bu 
einen Sohn, fo fol derfelbe von ber Werlaffenfchaft 3 Mal fo.viel 
als du haben ; gebärft du hingegen eine Zochter, fo nimm bu 2 Mal 
fo viel wie fie. Nun fügte e8 fi, daß die Frau einen Sohn und eine 
Tochter gebar. Wie fol nun das Vermögen im Sinne bes Teſta⸗ 
mentes getheilt werden ? 

Antwort. Die Frau erhält 2000, der Sohn 6000, und bie 
Tochter 1000 FI. 

IV. Ein Meifter dingt einen Gefellen mit ben Worten auf: für 
jeben Tag, den du für mich arbeiteft, zahle ich dir 7 Groſchen, 
und für jeden Tag, den du für deine Geſchäfte anwendeſt, zahleſt 
du mir für die Koft 3 Groſchen. Nach 50 Tagen trat ber Gefel aus 
biefem Dienfte; er machte mit feinem Herrn die Abrechnung, und 
es fügte fih, daß der Gefel vom Meifter zwei Gulden zu for« 
dern hatte. Nun ift die Frage, durch wie viel Tage diefer Geſell 
für feinen Herrn, und durch wie viel Tage er für ſich gear- 
beilet hat? 

Antwort. Der Sefel arbeitete für feinen Meifter 19, alfo für 
fih 81 Tage. 
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V. Zwei Bauern fäeten mit einander 24 Meben aus; der erfie 
fpricht zum zweiten: wenn mir jeder Meben fo viel wieder bringt, 
als du gefäet haft, fo werde ich 135 Megen befommen. Wir viel 
hatte jeder gefäet? 

Antwort. Der eine 15, der andere 9 Metzen. ' 

vi Ein Kaufmann vermehrt fein Vermögen jährlih um 
den dritten Theill; nimmt aber am Ente eines jeden Sahres 
1000 Fl. zur Erhaltung feiner Familie hinweg; und wird body 
dabei am Ende des dritten Jahres doppelt fo reich, als ex im 
infange bed erften Jahres war. Wie reich war biefer Kauf: 
mann? ' 

Antwort. Er befaß 11100 FIl. 

Vo. Es hatte Jemand zwei Goldftufen zu verlaufen; er bee 
gehrte für jedes Loth bes erſten Stüdes halb fo viel Gulden, als das 
zweite Stüd Lothe wog, und die Anzahl diefee Gulden beteng eben 
fo viel, al& beide Stüde zufammen Lothe hatten. Der Käufer nahm 
beide Stüde und zahlte für jedes Loth eines jeden Stückes eben fo - 
viel Gulden, als Lothe indem Stücke enthalten waren; und nach die: 
fem Bergleiche betrug bie ganze Zahlung 45 Fl. Wie viel Loth wog 
jebes Stüdt 

Antwort. Das eine Stüd wog 6, daB andere 5 Loth. 


vo. Acht Pferde haben in fieben Wochen eine Wieſe von 400 
Quabratllaftern dergeftalt abgeweidet, daß fie fowohl das Gras, 
welches im Anfange bereits da ſtand, als auch jenes verzehrten, 
welches während dieſer Beit nachwuche. Auf die nemliche Aut haben 
9 Pferde in 8 Wochen eine Wieſe von 500 Quadratklaftern alges 
weiber. Wie viel Pferde werden auf chen diefe Art durch 12 Wochen 
auf einer Wieſe von 600 Quadratklaftern fich ernähren können ! 

Antwort. 8 Pferde, 


IX. Zwei Bahlen zu finden, deren Summe, Prebud, und Dife 
ferenz der Quadrate einander gleich find. 


Kan ai Zahlen find entweber 0 und 0, ode bie 





größere it Er , die Heinere er 
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8. 228. 

Bei den verwickelten quadratiſchen Gleichungen vi: der Ge 
flalt a't+Ae’=B, und aud) in verfchiedenen andern Sc: kommt 
der ÄAusdruck =Y aty/b zum Vorſchein; dieſer Austı ; Läßt ſich 
noch abkürzen, wenn a?—5 ein volllommenes Quabraı ift; es ift 
nemlich 


Vervi= Y VE, A VS, 


Um dies einzufehen, erwäge man, daß die zweite Potenz einer 
Größe von der Form Yyt/s die Geftalt y4-s+2V ys befist, 
welche, wenn yundbs rational find, mit der Form a46, in welcher 
a und 5 gleichfalls rational gedacht werben, übereinſtimmt; baher 
fege mann, indem man fich unter y und » noch ferner zu beflimmende 
Bahlformen vorſtellt, | 
Vervb=vytvs, und eb iſt | 
A Ar ACE =y+2Vys-+s- 

Iſt nun unferen Annahmen zu Folge fowohl V bald auch Vys 
irrational, fo kann, weil die Differenz ungleicher irrationaler Zahlen 
nicht Null zu werben vermag, fondern Immer irrational ausfallen 
muß, diefe Gleichung nur beflehen, wenn bie irrationalen Glieder 
ihres erſten Theils den irrationalen Gliedern ihres zweiten Theils 
gleich, und folglich auch die rationalen Glieder den rationalen gleich 
find. Demnach iſt VO=2 Vs, und c ; aus dieſen Gleichun⸗ 
gen findet man | | 

| ‚szuehVa a’— 2 

und =; 


es ift daher — — —* a— Feen, 


8.8.93.T2V2=V_S- si g=14V3, 
V7 — — 74V 48 TV 482 V8, | 
yn—sva=y1—-YV7r2=3—V2. 
Bon der Auflöfung der unbeflimmten Aufgaben. | 
$. 224. 
Wenn aus ben Bedingungen einer Aufgabe nicht fo viel Glei⸗ 
dungen abgeleitet werben können, als unbelannte Größen vorhan« 
ben find, fo ift es ein Zeichen, daß bie vorgelegte Aufgabe unter 
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fiimmt fei; denn es koͤnnen für jede unbefannte Größe mehrere, ja zu- 
weilen unendlich viele Werthe gefunden werben, die theild pofitiv, 
theil8 negativ, ganz, ober gebrochen find, und die Bedingungen der 
Aufgabe erfüllen. Die Art, wie felbe gefunden werben , ift folgende. 
Man fchaffe (nach $. 221) aus den Gleichungen durd) Elimination 
fo viel unbefannte Größen weg, ald möglid) ift, fo wirb man zu⸗ 
legt eine Gleichung erhalten, in welcher fich noch eine unbelannte Größe 
mehr befindet, ald anfangs Gleichungen zu wenig waren. In dies 
der legten Gleichung fehe man nur eine einzige Größe für unbelannt 
an, für die Übrigen unbelannten Größen aber nehme man beliebige 
Berthe an, und beflimme erflere dadurch; diefe Werthe fubflituire 
man in ben vorhergehenden Gleichungen (wie $. 221), fo werben 
auch die Übrigen weggefchafften unbefannten Größen gefunden. Als 
Erläuterung diefed Verfahrens mögen folgente Beifpiele dienen. 

1. Aufgabe. Drei Zahlen zu finden, deren Summe = 15, 
die Summe ber erften und britten aber ber Differenz gleich ſei, wenn 
man bie erfte von der zweiten abzieht. | 

Auflöfung. Benennt man bie erſte Zahl mit =, bie zweite 
mity, und bie britte mit s, fo ift laut Bedingung 

a+y+tr=1ı5, (4) 
md -+s=y—e, (B). 

Aus der Sleihung (4) ift =15—y—s, und aus (CD) IR 
z — alſo auch 15—y—x — 
woraus y=10—is, (O, eine Sleihung, worin noch 2 un⸗ 
befannte Größen find; weil aus den Bedingungen der Aufgabe nur 
2 ftatt 8 Gleichungen abgeleitet werben konnten. Man nehme dem» 
nach in ber Gleichung (O) für s einen beliebigen pofitiven ober nega ⸗ 
tiven, ganzen ober gebrochenen Werth an, beflimme dadurch y, und 


fubftituire beide Werthe in ber Sleichung (M), fo laͤßt ſich auch ⸗ 
finden. 


fill, 2, 8, 4, 5, .... 
bite, 9%, 9, 8, 85, .... 9 I 
und z=4, 3, 3, 3, 13, .... 4, 4 
2. Auf gabe. Bier Zahlen von der Beichaffenheit zu finden, 
dag ihre Summe — 18 ift, und die Summe aus der erflen, dem 
20 * 


— 
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Zweifachen ber zweiten, dem Dreifachen der britten, und bem Vier⸗ 
fachen der vierten 50 beträgt. 

Auflöfung. Es fei die erfle Zahl =w, die zweite =y, bie 
dritte =S, und bie vierte =uw, fo ift laut Bedingung: 

s+ yt st walß, (4) 
und c+2y4+3s+4u=50. (3) 

Aus der Sleihung (A) iſt 18 —y—a—u, und aus (3) 

iſt o—=50—2y—-83—4u; alſo auch 

18—y—s—u-=50—2y—I3s—4u, 

woraus folgt y„=32—22—3u, (CO), eine Gleichung, bie noch 8 under 
kannte Größen enthält, weil aus den Bebingungen ber Aufgabe 
nur 2 flatt vier Gleichungen abgeleitet werben konnten. Dan nehme 
demnach in ber Sleihung (OD für s und u willlürliche Werthe an, 
beflimme daraus y, und fubftituire diefe Werthe in (4), fo läßt ſich 
auch = finden. Es fei nun z. B. 

— 1, 2, 8, 4 5, 6, eo. hl 
und = 3, 8, 4, 5, 6, 7, ....—17T 
pfftiy= 34, 9, 49, 4, —1, ...+#5, 
nd ⸗&*— 9, — 6, — 8, 0, 3, 6, ... 74368. 

Und fo könnte für s und a jeder beliebige andere Werth ange⸗ 
nommen werden, wo ſich dann y und a beflimmen läßt. Daraus 
fieht man, baß eine Aufgabe um fo unbeflimmter ift, je mehr unbe: - 
kannte Größen in ber legten Gleichung übrig bleiben. 

8. Aufgabe. Ein Kaufmann ift 100 SL ſchuldig; fein Gläu- 
biger begehrt zweierlei Tuch dafür; die Elle vom erſten koſtet 9 Fl., 
und vom zweiten 7 ZI. Wie viel fol ex ihm von jeder Gattung 
geben? 

Auflöfung Es fei die Anzahl der Ellen von ber erſten 
Satlung =z, und von ber zweiten =y, fo muß 92+7y=100 


100— 
fein, woraus y= = ez folgt; und da Feine Gleichung mehr 





vorhanden ift, fo muß mieber für z ein beliebiger Werth angenom- 
men werden. Weil aber bier in diefer Aufgabe Feine unbefannte 
Größe negativ erfheinen darf, fo fann 2 nur fo groß angenom- 


. v . 
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men werben, bamit 92<100, ober a Seif, weil fonft y ne 


gativ ausfallen müßte; feßt man demnach 

z=1,3,3,4,5,6,7, 3, 9, 10, 11, 

fo iſt 18, 7, *, as, ns u 4, , 5, . 
Und fo könnten auch für = was immer für Brüche angenommen 


100 
werden, wenn fie nur >“ nicht Überfleigen. 


4. Aufgabe. Es hat Jemand breierlei Weine: vom erften 
Foftet die Maß 36 Kr., vom zweiten 24 Kr., und vom britten 
16 Kr.; er will bievon einen Eimer mifchen, wovon die Maß 20 
Kr. werth ift. Wie viel kann von jedem genommen werben? 

Auflöfung. Die Anzahl Maß vom erften ww: =z, dom 
zweiten Sy, und vom britten Ss, fo iſt 

z+y-ts=40, (4) | 
und S62--24y--162=40.20. (2) 

Aus der Sleihung (A) if =10—y—s, und aus (B) ift 

40.20—24y—165 200- 48 - 65 





= 56 — 75 alſo auch 
200 —4°—6y 
40y„-3= ——, woraus 
160—52 = 
„> und 2= folgt. 





Weil nun hier ebenfalls Feine negativen Größen zugelaffen werben 
tönnen, fo muß 52 <160, oder s<32 angenommen werben, ſonſt 
wäre y=0, oder negativ; e8 muß aber auch z>20 fein, fonft if z=0, 
oder negativ. Man feße demnach . 

s=2l, 2, 28, 2, . 2.2 00..80, 3, 
ſo iſt *185, 16%, 15, 133... . 33, 13, 
und = 5 12, MU... 0002: 71. 

$. 225. | 

Es it aus dem Vorhergehenden zu erfehen, daß bei ben unbe: 
flimmten Aufgaben unendlich viele Werthe für die unbekannten 
Größen gefunden werben können, wodurch bie Bedingungen ber 
Aufgabe erfüllt werden. Allein bei den meiften Aufgaben wird bie 
Anzahl diefer Werthe dadurch ungemein eingefchränft, daß die ges 
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ſuchten Größen nicht nur pofitiv, fondern auch ganze Zahlen fein 
müffen. Hiebei ereignet fi) oft der Fall, daß nur einige wenige, 
ja zuwellen gar Peine Werthe für die unbekannten Größen gefunden 
werben koͤnnen, die den Bedindungen der Aufgabe Genüige leiften. 
Die Art, unter ſolchen Bebingungen alle möglichen Werthe der un« 
befannten Größen zu finden, zeigen folgende Beifpiele. 

5. Aufgabe. Es follen aus 12 Gentner Pulver 1000 Stüd: 
patronen, und zwar bie breipfündigen mit 1, bie fechöpfünbigen 
mit 2, und die zmölfpfündigen mit 3 Pfund Pulver gefüllt werben. 
Wie viel önnen wohl von jeder Battung erzeugt werben ? 

Auflöfung. Es fei z die Anzahl der dreipfünbigen, y bie 
der fechöpflindigen , und z jene der 12pfündigen, fo ift 

z+ y+ 2=1000, (M) 
und z+2y-4-33=1200. (B) 

Zieht man die Gleichung (A) von (BD) ab, fo iſt y„F-22—=200 ; 
alfo „=200—23. Man fieht aus diefer Gleichung, daß, wenn 
man für & eine ganze pofitive, zwifchen 0 und 100 liegende, Zahl an⸗ 
nimmt, auch y, und folglich auch z eine ganze pofitive Zahl fein müffe. 

Es ſei alſo nn % 3 dr 22, 

foity=198, 196, 194, 19%, . 2... 
und z—=801, 802, 808, 806, . . . . 899. 

6. Aufgabe. Es find in einem Gußhauſe zweierlei Kanonen- 
söhre gegojfen worden: von ber erfien Gattung wiegt jebeö 16, und 
von der zweiten 25 Centner; und doch hat man zur zweiten Gattung 
um einen Gentner Metall weniger verbraucht, als zur erften. Wie 
viel waren von jeder Gattung? 

Auflöfung. Es fei die Anzahl der Kanonen von ber eriten 
Sattung =z, und von ber zweiten =y, jo iſt 16. — 1254, 

af z = —— Ay =y rt » 
Beil nun z eine * Zahl ſein muß, fo kann hier für y nicht 
jebe beliebige Zahl, fondern nur eine foldhe angenommen werden, 


daß vH eine ganze Zahl wird. Man fehe demnach 


* = 4,fily= 1 = 44 on. 
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Da nun auch eine ganze Zahl fein muß, ſo muß —R 


eine ganze Zahl ſein. Es ſei darum 


— —! au 


= ſo iſt 4 —* 


=B+ 7: 8 





Ferner u wel A eine ganze Bahl fein fol, au 1 =C 
fo k2= — =8C+ —. (6) 


Und da auch B eine ganze Zahl fein fol, fo ſei = 
woraus c=2D-H1 folgt. " 

" Da nım Fein Bruch mehr übrig ift, fo fubftituire x man biefen 
Werth von C in der Öleihung (©), und es iſt 2=7D-+3; diefer 
Berth von Bin der Gleihung (B) fubflituirt, gibt A=9D-+4; 
und endlich diefer Werth von A in ber Gleihung CA) fubflituirt, 
gibt y=16D4- 7, und ferner z2=25D-4 11, 
wo für D jede beliebige ganze pofitive Zahl gefeßt werben darf. Sept 
man nun | 

D=0, 1,3, 8 4% 5 6 78 9, 10... 
ſo iſt 7, 28, 89, 55, 71, 87, 108, 119, 185, 151, 167,.. 
und z=11, 86, 61, 86, 111, 186, 161, 186, 211, 286, 261,. 

7. Aufgabe. Gegen 57 Spanifche Bataillons flanden in 
einer Schlacht 62 Franzöfifche, doch waren diefe im Ganzen nur 
um 8 Mann flärker ald jene; wie ſtark waren fie, wenn jedes 
Bataillon mehr ald 540 Mann, und weniger ald 690 Mann 
zählte? 

Auflslſung. Es fi z bie Anzahl Mann in jevem Franzöfi« 
ſchen Bataillon, und y jene in einem Spanifchen; 


622—8 br—8; ı 
«fo if 579622 — 8, woraus y=—— =r+ * folgt. 


Da y eine ganze pofitive Ban r. was fo darf man für = 





nur ſolche Werthe annehmen, daß 8 eine ganze Zahl wird. 


1 Eu — 777077 


Eittt man daher —— ſo wird 
Fand 2, 


und, wenn man aus bemfelben Grunde * 


fo erfeint = = = 13-14 9 * 


oder wenn man A dahet *201 fehl, 42013 
- mithin iſt 257 CH18, und y=63C+ 14. 

Da nun fowohl z ald y zwifchen 450 und 690 liegen foll, fo 
muß S7CH18>>540, ımd 62CH14<690 fein, folglich kann C nur 
gleich 10 angenommen werben, woburd 2583, und y=684 wird, 

Die ganze Stärke der 62 Zranzöfiichen Bataillons beſtand da⸗ 
ber aus 36146 Mann, und jene der 57 Spaniſchen aus 36188 
Mann. 

8. Aufgabe. Eine Zahl zu finden, welche durch 2 dividirt 
1, durch 8 bividirt 2, und durch 4 bividirt 8 zum Refte gibt. 

Tufiöfung. Es jei die gefuchte Zahl Sa, fo müffen die 








=B fett, 





drei Ausdrüde a ‚e=, ‚= ganze Zahlen fein. 

Mn fege demnach den erflen Autdrnd F— = A, 

fi z=34- 1. (X) 

Dielen Barth ruöfituie men in dem zweiten Audbrude ſtatt 

z, fo muß une eine ganze Zahl fein. Es fei 

u AL Fee +. ®) 
BrU_ | 


Ss ſei =C, Pitzsac-ı. 


Dieſer Werth in der Gleichung Gy fubflituirt, gibt 
A=3C—1; und biefer Werth in ” Sleicung (a fubkituirt, 
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Diefen Verth für a fubflituire man in dem dritten Aus 
. drucke —. fo muß — _ >. ei =C-1l+-+ * 
eine ganze Zahl fein; ſetzt man daher 2 c =D keit c=3D. 
Schrribt man noch diefen Werth für C in der Gleichung (&), fo iſt 
lid = = 13 D— " 
Sept man nun D= 2, 3.00. 
fo iſt en. 23, 85, -... 


9. Aufgabe. Eitl Oberſt wurde gefragt, wie flark fein 
Regiment fei. Er antwortete: Mein Regiment , das, beiläufig 
gefagt, nicht 2000 Mann ſtark ift, kann ich zwar 5, 6 unh 7 
Mann hoch ſtellen, ohne dag mir ein Mann übrig bleibt; wollte ich 
e8 aber 11 und 13 Mann hoch fielen, fo würde ich im erften Kalle 
9 Dann zu viel, und im zweiten 8 Mann zu wenig haben. Wie 
far! war nun das Regiment ? 


Aufidfung. Es fei das Regiment = Mann flark, fo muß 
jede von den Zahlen T, 5, 7, fo wie auch —., und 


ganz und poſitiv fein. 
Die drei erſten Bedingungen werden offenbar erfuͤllt ‚ wenn 
man s=5. 6.7.4= 3104 febt. 


Um der vierten Bebingung zu genügen, feben wir 


"= 5, woraus nat folgt; 


diefer Werth von z in —— = gefeht, gibt 
ganze Zahl fein muß; babe fegen wir 


—* 





, wa8 wieber eine 





112-H17 3c-6 
73701, woraus B=C-14775; 
oder wenn —* = 8D, alfoCc=11D4-3 gefegt wird, 





B=18D-+2 folgt. 
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Sofort it z=143D-81, mithin 148D-+81 = 2104, 
| 674—31 Bu 











und D=A-+ a 
oder wenn man MH E, alfo A= sE + Er , 
9E-+- 81 
ferner et = F, daher E=7F- 





4F — ' . 
und endlich : 46, mithin F=96CH1 fekt, 


D=AtE=IE+F= 2F—9-+126= 2106418. 

Sonach ift x = 85003061890. 

Da nun 2<2000 fein fol, fo muß @=0, daher = —= 1890 fein. 

Das Regiment war alfo 1890 Mann flart. 

Diefe Beifpiele zeigen deutlich genug, wie man in dergleichen 
Faͤllen zu verfahren habe; nur iſt noch zuerinnern, bag, wenn in einer 
ſolchen Sleihung die Eoefficienten von z undy einen gemein: 
fhaftlichen Factor haben, welchen das übrige Glied in ber 
Gleichung nicht befigt, und wenn folglid die Gleichung fich nicht 
mehr abkürzen läßt, fi die unbefannten Größen = und yin gan« 
zen Zahlen nicht finden laſſen. Denn es fei in der allgemeinen 
Gleichung Ae+B= Qy, wo A, B, C ganze Zahlen: vorftellen, 
A und C durch a theilbar, 2 aber durch a nicht theilbar; dann ift 
B=C&y— As. Bärennun z und y ganze Zahlen, fo wären, weil 
Aund C dur a theilbar find, auch Die ganzzahligen Producte Az, 
Cy dadurch theilbar, und folglich müßte auch ihre Differenz, d. h. 
bie Zahl 2, durch a theilbar fein, was aber der Annahme widerfpricht, 
daB 3 durch a nicht theilbar fei. So z. B. laffen fih aus der 
Steihung 92 = 15y— 4 die unbefannten Größen = und y 
nicht in ganzen Bahlen beflimmen, weil man zulebt den Ausdrud 
A= * = 2B—5 erhält. Wohl aber laffen fich aus der Glei⸗ 
hung 92 = 15y—6 die Größen z und y in ganzen Zahlen finden, 
weil die Gleichung durch 8 abgekürzt, 32 = 5y—2 gibt, wo bie 
Coefftcienten von a und „ feinen gemeinfchaftlichen Factor mehr 
haben. 
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10. Aufgabe. Zwei Quabdratzahlen zu finden, deren Summe 
wieber ein vollfommenes Quadrat if. 
Srfte Auflöfung. Es follen z*, y*’, nd ꝓ* 22* 
diefe Zahlen fein. Berner fi s—y= A, all 3=4A4y, fo iſt 
z+y’=4'+34y-+y’, nemlih =? ⸗ A 249, woraus 


_ 48 14 
y= F * ‚ und alſo = 24 folgt. 

Nun kann für = und A jeder beliebige Werth angenommen 
werben, woburd fi y und 2 beflimmen laflen; nur muß, wenn 
die drei Quadrate lauter ganze Zahlen fein folen, = ein Vielfaches 
von A, und z--A eine gerade Zahl fein. Es fei z. B. 

A=lh, l, l, . oo. 3, 2,... 8, 8 
und T —. 8, 5, 7, 0 0 ® 4, 6, ® ® ® 9, 15, ® ® ® 
ffifty = 4, 12, 24, : .. 8, 8... 123,36, N.» 
md s=5,18 25, ... 5,10, -...15,838, ... 

Zweite Aufldfung. Aus der Gleichung 2? + y! = =? 
folgt = — y! = z°, ober (# + yXIs—y)= 2*, und fomit 





Set man nun —U=u, fo wirb "HJ =}, 


bann ergibt fich durch Addition und Subtraction diefer Gleichungen 
2 — 
er j =" „und yes == , 
ober wenn man jeben biefer drei gleichen Brüche mit o bezeichnet, 
x s 
u ur 
daher z = 2m, y = (u—1)r, und s = (u*+De. 
Diefe Ausdrüde Iöfen die Aufgabe, wenn man für u und vo 
beliebige rationale Zahlen fchreibt. 
Set mıno = n?, ſo wird = 2un.n, (un)* - nẽ, 
= (un)®+n*, daher wenn man noch un = m feßt, iſt 
ze = Im, yznın!, s—m'tn., 
woraus für 2, y, und z ganze rationale Zahlen gefunden werden, 
wenn man für m und » beliebige, von Null verfchiebene, ganze 
Bahlen annimmt. So z. B. für m, n—=1 wird z=4,y=3,2=35. 
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Größen an, ſondern wiederholt nur dasjenige, was bie zwei erſten 
Bedingungen ausgebrüdt haben, ober fie ift eine Folge der beiden 
anderen; denn man barf nur die erſte Gleichung von der zweiten 
abziehen, fo bat man bie dritte; folglich bat man. eigentlich blos 
zwei mefentlich verfchiedene Gleichungen, und die Aufgabe iſt unbe 
ſtimmt; daher findet man (nad) $. 223) die Werthe der unbe 
Tannten Größen, nemlich 
fr ⸗ — 1, 2, 8,4 > 2120. 3, 
wird y = 39, 88, 37, 36, 888. .1, 
und = = 61, 62, 68, 64, 65, © » © 2 2 02 0.69% 
6. 227. 

Endlich gibt e8 Aufgaben, deren Auflöfung unmög— 
Lich ift, das ift, wo für bie unbelannten Größen gar keine zuläffigen 
Werthe gefunden werben fönnen, welche ben Bedingungen Genüge 
Ieiften. Diefed ereignet fich entweder, wenn bie Bebingungen der 
Aufgabe fich felbft widerfprechen, oder auch wenn die Aufgabe ratio- 
nale, pofitive, oder ganze Zahlen fordert, und doc nur irratio- 
nale, negative, ober gebrochene von der verlangten Eigenfchaft 
gefunden werden können, Sowohl eined als das andere erfährt 
man (wo die Unmöglichkeit nicht ohnehin ſchon aus ben Bebin- 
gungen Mar in die Augen fallen follte), wenn man aus den Glei⸗ 
dungen entweber etwad Ungereimtes, ober für ben Werth einer 
unbefannten Größe eine imaginfre Wlrzel ($. 119, DD, oder 
auch einen negativen, oder gebrochenen Werth findet, den bie Natur 
der Sache nicht zuläßt. 

Beifpiele 

1, Aufgabe. Drei Zahlen zu finden, wo’die Summe der 
erften und zweiten == 38, die Summe ber zweiten und dritten 
— 80, und die Differenz, wenn bie britte von ber erften abgezogen 
wird, = 15 ifl. 

Auflöfung. Benennt man bie drei Zahlen mit =, y, % 
fo ift Iaut Bedingung +y=28, y+s—=30, und z—z=15. 
Subtrahirt man die erfte Gleichung von der zweiten, fo ift 
s—-z=2; und biefe Gleihung zu der dritten addirt, gibt 
z—-3+5—z=17, nemlih 0=17, weldes ungereimt if; und 
fohglich if diefe Aufgabe unmöglich. 
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2. Aufgabe. Es fauft Jemand einige Ellen Tuch, und gibt für 
jede Elle eben fo viel Gulden, ald Ellen Tuch ta find: er verlauft fie 
wieder, jede Ele um zwei Gulden, und gewinnt bei diefem Handel 
5 Fl. Wie viel Ellın waren e8? 

Auflöfung. Es fe = die Anzahl Ellen Tuch, fo iſt z* feine 
Auslage, und 22 die Einnahme, folglich ift laut Bedingung 

2? = Iır2—5, 
woraus man findet z=1+2 /—1. Diele Aufgabe ift demnach un- 
möglid). 

8. Aufgabe. In einem Zeughauſe find dreimal fo viel 
Kanonen ald Mörfer; und ald man 5 Kanonen und 3 Mörfer 
wegführte, blieben nur noch halb fo viel Mörfer ald Kanonen. 

Auflöfung. Es fei z die Anzahl der Mörfer, fo iſt 82 
jene der Kanonen ; und nachdem 5 Kanonen und 8 Mörfer weg- 
geführt waren, blieben ws. an Mörfer und 8C—5 Kanonen. 


Es ift alfo laut Bedingung ? =z-5, woraus z=—1 folgt. 


Da aber hier keine negative F Statt finden kann, ſo iſt die Auf⸗ 
gabe unmoͤglich. 

4. Aufgabe. Zwanzig Perſonen, theils Maͤnner, theils 
Weiber, waren in einer Geſellſchaft; es waren aber 5 Männer 
mehr als Weiber. Wie viel waren Männer‘, und wie viel Weiber ? 

Auflöfung. Benennt man die Anzahl der Männer mit z, 
und die ber Weiber mit y, fo it z = 175, und y=T.. 
Weil aber hier kein Bruch zugelaffen werden kann, fo ift bie Auf: 
gabe ebenfalls unmöglich. 





III. Abſchnitt. 


Berechnung ded Ducchfchnittes oder Mittels 
mehrerer Größen. 
$. 228. 
I. Unter Mittel (Mittelgröße, Mittelwertb, 
Durdf chnitt) mehrerer pofitiver oder negativer Größen bes 
greift man eine Größe, welche nicht größer als die größte, und 
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nicht Heiner als die Heinfte aus ihnen ift, wofern man jebe Größe 
für algebraifch größer als eine andere erflärt, wenn biefe von jener 
abgezogen, einen pofitiven Reſt übrig läßt. Sind nemlid) a, d,c,.-- 
irgend welche Größen, von benen bie kleinſte &, und die größte g 
beißen mag, fo ift jede Größe m ein Mittel genannter Größen, 


wennm —k; mg ift, ober wenn bie Differenzen m—k, gm 


pofitiv find, wobei verſchwindende (NuU werdende) Differenzen 
auch für pofitiv erachtet werben follen, 

Man erfieht hieraus fogleich, daß Größen, welche nicht ſaͤmmt⸗ 
lich einander gleich find, unzählig viele Mittel befiten, und daß 
mehreren durchgehends gleichen Größen nur ein Mittel zukommt, 
welches nichts anderes als jede biefer Größen felbft fein Tann. 

I. Da nach der obigen Vorausſetzung %& die Heinfte, und g 
bie größte ber Größen a, 5, ce, . . . berem Anzahl fein mag, 
vorftelf, fo muͤſſen fowohl die Differenzen ak, ö—ı,c—k, ... 
als auch g—a, 9-5, 9-6, ... pofitiv fein. Somit find auch die 
Gummen berfelben j 

(a+rb+c+.)—nk, ming—(atrötct..., 
daher auch die aten Theile biefer 


arbrc+.. ._ _atrbret. .. 
n Rh, 9 a 


pofitive Größen, woraus fogleich erhellet, daß 
arb+c+... 


n | 
ein Mittel der m Größen a, d, c, ... if. Man nennt felbes 
das arithmetifche Mittel Coder weil es gewöhnlich verwendet 
wird — auch nur ſchlechthin das Mittel) diefer Größen. 

Man findet demnach das arichmetifhe Mittel 
mehrerer Größen, indem man ihre algebraifche (mit 
Rüdfiht, ob diefe Größen pofitiv oder negativ find, gebilbete) 
Summe durd bie Anzahl der Größen bivibdirt. 

IN. Bezeihnen ferner a, 8, y, - » . irgend welche pofitive 
Bahlen, fo müſſen, wenn mit ihnen die pofitiven Differenzen 
a—k, dk, c—k,.. . und g-—a, 9-b, 9-6, ... multi, 
plicirt werben, auch die Differenzen 
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. aaa, PB—Pk, yc—yk,-. und ag—aa, Pg—Pb,yg—ye,... 
pofitiv ausfallen. Hiernach find auch ihre Summen 
Warßpb+ryc+..)— (arßtyt.. Ik, 
und (a+ß+y+...)g—(aat+ßotyc+ ...), 
folglich, wenn man durch die gleichfalls poftive Zahl 
a+ß-+y+... bividirt, auch die Quotienten 
tötet... —— 
+e+y+..- IT arprrH... 
pofitio, woraus einleuchtet, daß aud) 
—— 
ein Mittel der Größen a, d,c,. ih, wofern nur a, ß, y,. 
pofitive Zahlen bedeuten. Man nennt bie3 ein zufammen ge e⸗ 
ſetztes arithmetiſches Mittel jener Größen. 
IV. Sind ferner a, d, c, ... irgend welche poſitive Zah⸗ 
len, von denen % bie Bleinfte, g aber die größte iſt, und fielen 
außerdem auch a,-ß, y, ... ſolche pofitive Zahlen vor, fo muß, 


weil ſowohll ka kb kzo..- 
als auch —E 9 =, „59... 
iſt, nicht nur Ara, BZ ze,... 
ſondern auch Zar, ZB, e>er, .. 

folglih Aetstrt... <ambber ... 

und getstrt.. Zamter... 

fein, woraus man 


a+-P+Y+..: a+p+Yt..: 
az y wer, „= ser... 


erhält, und fich nach ber aufgeſtellten Erklärung überzeugt, daß 


u+p+Y+... 
V asbeer ... 


ein Mittel der Bohlen a, b, c,.. iſt. 
Bege Borlef. I. Br. al 
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Gibt a die Anzahl biefer Zahlen an, und feht man 

w=p=y=.. = 1, fo wird a+p+y+...=n, daher iſt au 
V abe... 

ein Mittel der n pofitiven Zahlen a, d, c, ... Man pflegt eb 

das geometrifhe Mittel biefer Zahlen zu nennen, unb 

koͤnnte vorhergehendes ein zufammengefegted geometrifches 

Mittel nennen. 

V. Man wendet die Berechnung des Mittels mehrerer Groͤ⸗ 
fen vorzüglich dann an, wenn fi für die zu beflimmende Groͤße 
mehrere Werthe barbieten, von denen man nicht anzugeben ber. 
mag, welcher eigentlich der wahre ſei. Solche Fälle ergeben fi 
bei phyſikaliſchen und mechanifchen Berfuchen, bei practifch » geome⸗ 
trifchen Vermeffungen, beim Zinanzwefen, u. m. dgl. Gewoͤhnlich 
nimmt man bier nur das arithmetifche Mittel, weil ed leichter alß 
das geometrifche berechnet werben kann. 

Das Sefagte mag durch folgende Beifpiele erläutert werben. 

1. Beifpiel. Ein kaiſ. Defterreichiicher 60pfündiger Maͤrſer 
erreichte im Auguft 1783 bei einer Ladung von 14 Pfund unter 
45 Grab Elevation bei dem erften Bombenwurfe 146, bei bem 
zweiten 152, bei dem brüten 142, und bei bem vierten 145 Yie- 
ner Klafter. Wie groB iſt die Wurfweite diefed Mörfers im Mittel? 

Antwort. erben - = 146 Klafter. 

2. Beifpiel. Das reine Ertrögniß eines Guten belief Sch 
im erfien Jahre auf 2145 Fl. 30 Kr., im zweiten auf 8256 I. 
45 Kr., im dritten auf 2869 XI. 40 Kr., im vierten auf 2788. M. 
50 Kr., im fünften auf 2829 Fl. 50 Kr., tm fechften auf 3689 ZI. 
36 Kr. Was ift das Erträgniß dieſes Gutes im Durcdhfchnittet ' 

Rehnung 2145 ZI. 80 Kr. 

5256 a 85 | 

2869 - 40 » 

2788 = 50 ⸗ 

2829 = 50 = 

2689 =: 86 = 

:6) 16580 Fl. 11 Kr. 
Antwort. 2768 3. 323 Ar. 
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3. Beifpiel. Jemand Tauft. mehrere Duantitäten Weiten, 
und zwar: 
von der erften Sorte 28 Metten zu 110 Groſchen, 
⸗ zweiten ⸗86 zu 114 
⸗ » bitten = 40 ⸗ zu 10⸗ 
. : vierten =» 25 = ull7 = 
Was Loftet der Meben im Durchſchnitte? 
38 M. zu 110 Gr. koſten 28.110 = 3080 Gr. 
36 M. zu 114 Gr. - 86.114 = 4104 » 
40 M. zu 108 &. - 40.108 = 4320 ⸗ 
335 M zu 117 Gr.- 25.117 = 29235 - 
129 Meten koften zufammen 14429 Gr. 


daher koſtet 1 Metzen ru = 111 ®r. 2 fr. 3 Dr. 


= 5$1. 354 Kr. 

4. Beifpiel. Eine kaiſ. Defterreichifche 6pfündige Kanone 
erreichte im Mittel aus 11 Schüffen 1211 Schritt, eine zweite eben 
fo conftruirte, geladene und gerichtete Kanone erreichte bei 13 Schüſ⸗ 
fen im Mittel 13236 Schritt, und eine dritte eben ſolche Kanone 
bei 10 Schäffen im Mitiel 1416 Schritt. Welches iſt die mittig 
 Gchufweite diefer Geſchützgattung? | 
Rehnung 11.1211 = 13821 

18 . 18236 = 17288 

10 . 1416 = 14160 

84; 44719 : 84 = 1318, 
Antwort. 1916 Schritt. 
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Arithmetifhe und geometrifche Neihen. 
Gombinationdlehre, Binomifcher Lehriaß. 
Logarithmen. 





J. Abſchnitt. 


Von den arithmetiſchen Reihen. 
Vonden Reihen überhaupt. 
| $. 229. 


Eur Folge von Größen, welche nach einem bekannten Geſetze 
wachfen, oder abnehmen, wird überhaupt eine Reihe (series), 
oder Progreſſion, und zwar im erften Falle eine fleigende, 
und im andern eine fallende Reihe genannt. Die Größen, 
welche die Reihe bilden, heißen die Glieder ber Reihe. So 
z. B. ift 1, 2, 4, 8, 16 eine fleigende Reihe von 5 Gliedern, 
wo die Glieder nah dem Gelege, daß jedes nachfolgende Glied 
doppelt fo groß ift, als das nächft vorhergehende, wachfen. Dinge: 
gen ift 24, 18, 12, 6 eine fallende Reihe von 4 Sliedern, wo jedes 
nachfolgende Glied aus dem nächft vorhergehenden entfleht, wenn 
man dieſes um 6 vermindert. 
. $. 2330; 

Es ift daraus zu erfehen, daß, wenn einmal das Geſetz einer 
Reihe bekannt ift, und einige ihrer Anfangsglieder bereitd berechnet 
find, die Reihe nach Belieben fortgefeht, und jedes Glied derfelben, 
welched man auch immer will, beftimmt werben könne; wie auch, 
daß man bie Summe von jeber Anzahl Glieder der Reihe durch 


ö 
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bie. Addition finden Tünne. Allein wie befchwerlich wäre es nicht, 
wenn man, um 3. B. das taufendfle Glied einer Reihe zu beftim- 
men, vorher alle 999 licher entwideln müßte? Noch befchwer« 
licher wäre e8, 1000 Slieder (nah $. 17) zu abbiren, um bie 
Summe einer folchen Reihe von 1000 Sliedern zu erhalten, | 

Es ift deßwegen nothwenbig, daß. man bei jeder vorkommen⸗ 
ben Reihe einen algebraifchen Ausdruck ausfindig mache, ber in fi 
diejenige Zahl enthält, welche die Stelle des gefuchten Gliedes an- 
gibt, daher der Stellenzeiger (Inder) dieſes Gliebes genannt 
wird, und von und ſtets mit n bezeichnet werden fol, unb der 
zugleich fo befchaffen ift, daß man, wenn in jenem Ausdrucke n=1 
gefegt wird, daͤdurch das erſte Slied der Reihe erhalte, und wenn man 
n=2,n—=8, n—4A, u. ſ. f. fest, dadurch auch dad zweite, dritte, 
vierte Glied der Reihe, u. f. f. zum Vorſchein komme. Ein folder, 
den Stellenzeiger n enthaltender,, algebraifcher Ausdruck, der diefe 
Eigenfchaft hat, wird bewegen das allgemeine, oder daß nte 
Glied der Reihe genannt. So z. 3. ift in der Reihe 2, 5, 8, 11, 14, 
da8 allgemeine Slied = 33 — 1; denn ſetzt man nach einander 
n=1, n=2, n=3, n=4, u.f. w., fo erhält man das erfle, 
zweite, dritte, vierte Glied, u. f. w. ber angeführten Reihe. Eben 
fo find | | 
in den Reihen die nten Glieder 
L 5, 10, 15, 20, 25, 0... 5n. 
I. 4. 7,10, 18, 16, 0... In+1. 
DD. : u 4 9% 16, 23 2:20. N”. 
s 
wV. 1,53 6, 10, 1,2... 2 
V. 8, 6, 12, 24, 48.... g.2ı 

Auf gleiche Weife Tann man auch bei jeder Reihe einen. an⸗ 
bern algebraifchen, den Stellenzeiger n in ſich begreifenden Aus« 
druck anffuchen, welcher die Eigenfchaft hat, daß, wenn man in 
ihm nad einander a„=1, n=2, n=3, n—=4, u. f. w. fegt, ba» 
durch die Summe von einem, von zwei, von brei, von vier nach 
einander folgenden Sliedern, u. ſ. w. ber Reihe zum Vorfchein komme; 
ein folcher Ausbrud wird die Summenformel, ober bie 
Summe von n Bliedern der Reihe genannt, 
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So 3. B. ift in der Reihe 2, 5, 8, 11, 14, ... die Sum 
‚ 8 
menformel en un, benn fest man in dieſer Formel n=1, fo er 
hält man bios das erſte Glied 2; ſetzt man femer n = 2, dam 
n=38, n=4, u. f. w., fo erhält man 7, 15, 26, 40, u. ſ. w. 
für die Summe von 2, 3, 4, 5, . . . Gliedern der Reihe. 
Eben fo find die Summenformeln der fünf oben angeführten 
Reihen folgende: 
s5nꝰ bn 
2 





Sn?+5n,. 9n’-+Sn’+n 
bei 1.; — bei L.; an 


n’-+-3n°+2n 
6 


bei UL; 


bei IV.; 802 -1) bi V.; 


weit jede dieſer Formeln fo befchaffen ift, daß fie die Summe fo 
vieler Glieder ber betreffenden Reihe zum Vorſchein bringt, ald man 
den Buchſtaben » Einheiten gelten läßt. 

$. 281. 

Waͤre in einer Reihe die burch ben Stellenzeiger, ober durch 
die Anzahl der adbirten Glieder ausgebrüdte Summenformel 
fhon befannt, fo ließe fich dad nte lied leicht daraus beſtimmen. 
Denn man fege nur n— Lin ber Summenformel 
flatt n, fo wird man die Summe von n—1 Gliedern 
haben; zieht man dann diefe Summe von jener der n 
Glieder ab, fo wird auf dbiefe Art das nte Glied er- 
halten; weil die erſte Summe von n Gliedern um dieſes nte Glied 
größer iſt, als die zweite Summe von n—ı Gliebern. 3.8. In 
der Reihe 38, 7, 11,15, 19, ... ifl die Summe von a Slie 
dem = 2n’+n; folglich ift die Summe von n—ı Gliedern = 
201 - 1)8 (4 - 1) = 3n’—In+l; zieht man nun diefe Summe 
von der Summe von nn Gliedern ab, fo ift 
(an'-+n)— (2n’— Intl) =4n—1 = dem nten Gliede dieſer Reihe. 

Diefe Regel aus der Summenformel von n Gliebern das allge: 
meine Glied abzuleiten, ift überall anwendbar, fobald bei was immer 
für einer Reihe die Summenformel für bekannt angenommen wird. 
Allein gewöhnlich wird aus dem bekannten Geſetze ver Reihe zuerſt 
das ate Blied, und aus dieſem fobann die Summenformel beitimmt. 
Wie aber bies zu’ geſchehen habe‘, muß bei jeber Gattung! von 
Reiben insbefondere gezeigt werben. & 

I 
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Von den arithmetiſchen Reihen. 
$. 332. 

Eine Reihe, in welcher gleiche Differenzen erhalten werben, 
wenn man jebed Glied von dem nächft folgenden abzieht, wirb 
eine arithmetifche Reihe oder Progreffion genamt. 3.8. 
1, £, 7, 10, 18,. .. Ingleichen 12, 10, 8, 6,... find arithmetis 
ſche Reihen, weil in beiden die Differenzen beftändig find. In der 
erſten Reihe ift die befländige Differenz —= 3, und in ber zweiten 
= — 2. Man fieht Hieraus, daß bei einer arithmetifchen Reihe nur 
zwei Glieder, ober dad erſte Stied, und die Differenz hinreichen, um 
bie Reihe, fo weit es beliebt, fortfehen zu koͤnnen. 

Es ſei num das erſte Glied einer arithmetifchen Reihe = a, 
unb bie Differenz = d, in ber Bedeutung, daß jebes Glied von 
nächſt folgenden abgezogen werde, fo iſt da zweite Glied = a+d; 
daran folgt das dritte Glied der Reihe = a+2d; ferner das vierte 
=arSd, dad fünfte =ar4d, u. f. w. Es kann baber jebe 
fowohl Reigenbe ‚ als auch fallende arithmetifche Reihe von gleichen 
Differenzen durch nachflehende Formel vorgeftellt werben: 

Stelle l, 2, 8, 4, ze. Hh 

Reihe a (Catd, (at2d), —8* Fe 

Diem dd. d, 
wo d bei einer fleigenden Reihe eine see ‚, und bei einer fallen- 
dem eine negative Größe bedeutet. 3. B. Man fege in dieſer For⸗ 
mel a=ı, und d=8, fo hat man bie erfie oben angeführte Reihe 
1, 4, 7, 10, 18, 16, ...; fegt man aber a= 12, und d=—3, 
fo kommt die zweite oben angeführte Reihe 12, 10, 8, 6, 4,... 
zum Borfcein. 

Das nte, oder allgemeine Glied einer arithmetifchen 
Rei he, | in der angeführten Formel mit 2 bezeichnet, ift leicht aus dem 
Seiche zu beflimmen, nach welchem die Sieber auf einander folgen. 
Denn ba jedes Glied ber Reihe, z. B. das 4te aus a und aus fo 
vielen, a (aus 8d) befteht, als demfelben Glieder vorhergehen, fo iſt 
| das ste, ober allgemeine Glied, wenn man ed mit & bezeichnet, 

L. t= arla- Nd. 

Nemlih jedes (ad ate) Glied einer arithmeti— 
[deu Reihe wird erhalten, wenn man zum erflen 
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Gliede a die mit der Anzahl der vorhergehenden 
Slieder n—ı multiplicirte Differenz; d binzufest. 
3. 3. In der natürlichen Zahlenreihe 1, 2, 85,4, 5,... ift das 
nte Glied —1H1lo—D=n; wegen a=1, und d=1; daß nte 
Stied der ungeraben Zahlen 1, 8, 5, 7,9, 11,... iſt 

= 1+2(n—1)=2n—1, wegen a=1, und d=2; das nte Glied 
ber Meihe der geraden Zahlen 0, 2, 4,6, 8,10, 12, ... ifl 
I=0+2R = 2n—2, wegen a=0, und d=2; und in ber 
oben angeführten Reihe 12, 10, 8, 6,... iſt das nte Sieb 
= 12—2(n—1) = 14—2n, wegen a = 12, mwdd= — 2. 

Um nun aud die Summe von jeber beliebigen Anzahl 
Glieder in der angeführten allgemeinen Form der arithmeti- 
Then Reihe zu finden, bezeichne man bie Summe von n Glie 
bern mit s, fo ifl, wenn die Reihe einmal gerade und ſodann 
umgekehrt gefchrieben wird, 

s=atlatd+rlaHr2dD+ ... FHU-DHL Id+ri 
s= tr D+ltd+... ta +2) +(atd)-+ra, 
folglich auch durch Addition der zwei Sleichungen 
33 = (arD+arD+atrDr ... HÄard+la+drla+d 
= nla-rt), und endlich 

“+1 

II. _s=Tn 

Es wird daher bei jeder arithbmetifhen Reihe 
die Summe aller Glieder erhalten, wenn man die 
halbe Summe des erflen und legten Gliebes mit ber 
Anzahl der Glieder multiplicirt. 

Setzt man aber für s in II. den Werth aus IL, fo ift 


n—1 
sn(a + »—1,), 
woburd fi aus dem erflen Gliede, und aus ber Differenz bei 
einer arithmetifchen Reihe für jede gegebene Anzahl Glieder die 
Summe beftimmen läßt. So z. 8. ift bei der Reihe der natuͤrli 
hen Zahlen 1, 2, 8, 4, 5, 6, ... die Summe von n Sliebern 


»79 nt 
_s= alı + a JIT- 
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Eben fo if in ber Reihe der ungeraden Zahlen 1, 8, 5, 7, ° 


9,11, ... He Summe von n Öliedern nn! +. —BR 


$, 238. 

Mittels der im $. 232 angeführten zwei Fundamental: 

formeln 

=at+(n—1d, und s= 1 (a+O 
laffen fich fehr viele, in ber Mathematik und im gemeinen Leben vor- 
tommende, Aufgaben auflöfen. Weil aber hier nur 2 Gleichun« 
gen vorhanden find, in welchen fi) 5 verfchiedene Größen befinden, 
als: das erſte Glied z, bad legte Glied +, die Anzahl der Glieder n, 
die Differenz d, und die Summe s; fo müffen brei davon aus ben 
Bedingungen der Aufgabe jederzeit betannt fein, wodurch fi 
dann bie Übrigen zwei aus jenen beiden Gleichungen (nad) $. 221) 
finden laffen; im Gegentheile wäre die Aufgabe unbeflimmt. 
$. 234. 
Einige hieher gehörige Aufgaben. 

1. Es fpielt Jemand Pharo, und febt bad erfte Mal einen Gul⸗ 
den, das zweite Mal 3, das dritte Mal 5, das vierte Mal 7 Fl., 
nemlich jebed Mal um 2 SI. mehr. Die Frage ift, wie viel wird er 
das Softe Mal, und wie viel insgeſammt fegen müffen, wenn er bis 
dahin immer verfpielt?. | 

Da bier a=1, d=3, n=80 gegeben ift, fo verwandeln ſich 
unfere Sundamentalformeln 


I=a+(n—)d, nt 
dur Einführung diefer Werthe in 
e=1-+29.2=59, s=30. = — 30, =. 


Daher er das sofle Mal 59, und in Allem 900 SI. feßen wird. 

U. Es wird aus Verſuchen befannt, daß ein frei fallender Kör- 
per in der erften Secunde fehr nahe 15: Wiener Fuß, und in jeder 
darauf folgenden Secunde um 31 Fuß mehr al8 in ber nächſt vor: 
bergehenden zurücklege. Nun ift ein Körper von einem Thurme, der 
9923 Fuß hoc) ift, herunter gefallen; wie viel Zeit hat er Boll dazu 
gebraucht? 


830 6, Hauptſtuck. 1. Abſchnitt. 


8 
Für dieſe Aufgabe if a=Isi= 2, d=31, 6988, folge 
lich Be en bie Bunbamentalformeln in 


I= T+o-Dsı=3n—T, und 992= (4 . 


woraus gegenwaͤrtig blos die Unbekannte a zu ſuchen iſt. Zu dieſem 
Zwecke genügt es, den durch die erſte Gleichung dargebotenen Aus⸗ 
druck von 3 in ber zweiten zu ſubſtituiren; dadurch verwandelt ſich 


8 
dieſe in — E *31 * 


und liefert a’ * « 992=2.82=64, alſo n=8. 


Der Körper fiel demnach durch 8 Secunden. 
II. Unter 5 Kanoniere, welche die Scheibe getroffen, follen 
35 Fl. dergeſtalt vertheilt werden, daß der vorzüglichſte aus ihnen 
ı1 Fl., von ben übrigen aber ieber minder vorzügliche um gleich 
viel Gulden weniger erhalte, als ber nächft vorhergehende. Nun iſt 
bie Frage, wie viel befommt der mindefl vorzügliche, und um wie 
viel befommt jeber folgende mehr? 
Hier fin=5, 35, t=11, alfo bat man ‘den Buben, 


talformeln em 1=a-+t4d, "an —* 


Die zweite Gleichung gibt ſogleich 035. —- 11=14—11=83, 
daher. erhält man nach Subftitution dieſes Bertbes aus der erfien 
| 11—83 

Gleichung 7 

Der mindeſt vorzügliche Kanonier erhielt demnach 8 Fl., und 
jeder vorzüglichere um 2 31. mehr ald ber vorhergehende. 

IV. Es fest Jemand einen Groſchen in die Lotterie, und da er 
dad erſte Mal nicht gewinnt, fo ſett er das zweite Mal zwei Oro» 
ſchen, daB dritte Mal drei Groſchen, u, ſ. w. immer um einen 
Groſchen mehr. Da aber die Lotterie einen einzelnen Treffer 14fach 
zurüdbezahft, fo if die Brage ‚ ‚wie vielmal kann er auf diefe Art, 
fptelen, damit er durch einen Treffer doch noch all fein gejehtes 
Geld zurüd erhaltet 
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Da er bad erſte Mal 1, bad zweite Mal 2, das dritte Mal 
8 Groſchen ſetzt u. ſ. w., fo ſetzt er dad nte Mal n Grofchen, und 
wenn er da trifft, fo bekommt er 14% Groſchen zurüd; er hat aber 
in Allem gefest Zn (An); folglich iſt 5n (I+n) = 14n, wenn 
er weder gewinnen, noch verfpielen fol. Hieraus iſt 2* 27. Er 
wird alfo, wenn er das 27fte Mal gewinnt, aU fein geſetztes Gelb 
zurüd erhalten. 

V. Eine Compagnie Soldaten wurde wegen Erflürmung einer 
Feſtung bergeftalt belohnt, daß derjenige Mann, welcher den Wall 
am erften erfliegen, eine gewifie Summe Gelb befam, der zweite 
etwas weniger, ber dritte wieder um eben fo viel weniger, u. |. w. 
Als das Geld ausdgetheilt wurde, Tonnten zwei biefer Soldaten 
wegen Wleffuren nicht gegenwärtig fein; man gab baher beren 
Antheil zweien ihrer Cameraden. Diefe zwei fledten ſowohl ihr 
eigenes erhaltenes Geld, als auch jenes ihrer zwei Cameraben in 
einen einzigen Sad zufammen, und wußten in der Folge bei ber 
Vertheilung nicht mehr, was jebem gebühre. Der eine hatte für 
fi) und feinen Cameraden 92 ZI. erhalten, und erinnerte ſich 
noch, daß er ber zweite, und fein bleffirter Camerab ber fiebente 
geweſen ſei; der andere hatte für fich und feinen Cameraben 71 I. 
erhalten, und mußte, daß er der eilfte, fein Camerab aber ber 
vierte gewefen fei. Nun ift die Frage, was jedem dieſer vier Solda- 
ten gebühre? 

Da bier eigentlich weder dad erſte Glied, noch die Differenz 
ber Reihe befannt ift, fo fei der heil, welchen ber erſte Soldat 
befommen fol, =z, und die Differenz, um welche ber zweite 
-weniger befommen foll, als ber erfle, fi = y; fo befommt ver 
zweite z—y, der dritte =—2y, ber vierte =—3y, der fiedente 
z—6y, und der eilfte z—10y. Es haben aber der zweite und fies 
bente zufammen 92 Fl. und der vierte und eilfte zufammen 71 SI. 
erhalten; 
folglich iſt z— ytHz— 6y=92, 
und z-Ssy+ z—-lIy=71; | 
daraus folgt 258; , und „33. Es bekam demnach ber zweite 
542 Fl., der vierte 472 Fl., ber fiebente 375 BL, und der eilfte 
pr a, ' oo. >. 


⸗ 


333 6. Hauptflid. 1. Abſchnitt. 

VI. Es läßt Jemand einen Brunnen graben, mit dem Accorbe, 
baß er für die erfte Klafter 5 FL, für die zweite 11 SL, für die 
dritte 17 Fl., und fo für jede folgende Kiafter, weil die Arbeit 
immer befchwerlicher wird, um 6 Fl. mehr als für die nächfl vor⸗ 
bergebende zahlen wolle. Der Brunenmeifter bringt einen Brunnen 
zu Stande, welder 23 Klafter tief ifl. Wie viel Bezahlung gebührt 
ihm dafür? 

Da die Zahlungen der ganzen Klaftern in einer arithmetifchen 
Reihe fleigen, fo müſſen auch jene für die halben Klaftern in einer 
folhen Weihe zunehmen. Es fei nun z Fl. die Gebühr für die 
erſte halbe Klafter, und y die Differenz, um welche für jede nach⸗ 
folgende halbe Klafter mehr bezahlt werden muß, al& für die vor: 
hergehende; fo koſtet die zweite halbe Klafter ty, bie britte 
a-r2y, die vierte z-4-3y, und die fünfte s4-4y. Da aber laut 
Accord für die erſte Klafter 5 Fl., und für für die zweite 11 Fl. be⸗ 
zahlt werben, fo iſt z+Cz-4y) = 5, und (-+3y)z-+3y) =11; 


daraus folgt = = 5 und y->= 2. 


Es gebühren demnach dem Brunnenmeifter 


7 13 19 25 sı 83147 5__, 
it at st 4 A a 223358. 


dx 


Dasſelbe erhält man, wenn man ins = an + m 1), 
05, db, und a2; feßt. 


Anwendung ber Lehre von ben arithmetifhen Pro- 
greffionen auf Gegenflände der Artillerie, 


L. Berechnung von Pyramiden cylinderförmiger 
Körper. 
$. 235. 

Walzen: oder cylinderförmige Körper, wie z. B. Pulverfäfler, 
Geſchuͤtzpatronen, Kartätfhenbüchfen, Würfte (aus Reißig verfertigt 
zu Erdverkleidungen), u. m. bgl. werben in Haufen, Reihen, ober 
fogenannte Pyramiden vergeftalt aufgefchichtet, daß jede einzelne 
Schichte oder Lage um ein Stüd weniger ald bie unter ihr lie: 
gende enthält. Liegen demnach a Stüde in ber unterfien von m 
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Schichten, in ber oberften Dagegen z, und in ber ganzen Pyramide 
s Stüde ‚fo iſt, da hier &S— 1 wird, 
na—)) 





ati 
=a—n+l, = "0, ode s=an— 


Befinden fi) p folder Pyramiden von gleihem Inhalte an 
einander zu einem ganzen Stoße zuiammengeftellt, fo iſt, wenn ber 
Sefammtinhalt mit g bezeichnet wird, 


| g—p8. 

1. Beifpiel, Die Käffer eines Pulvermagazind find in 7 
Reihen, zu 3 hoch, und die unterfie Schichte zu 237 aufgefchichtet; 
wie viel Faͤſſer liegen in einer Reihe? wie viel Fäfler und Zentner 
. Pulver (2 Eentner in jedem Faffe angenommen) enthält das ganze 
Magazin? 

Hier iſt ns, 455287, p—=7, alfo liegen in einer Reihe 


3.287 — n =711—3=708 Faͤſſer , folglich im ganzen Ma 


gazin g=7 .. 708=4956 Fäffer, baher 2. 49569913 Centner 
Pulver. 


2. Be ifpiel, In einem Artillerie-Laboratorkum fleht eine 
Pyramide von Kartätfchenbüchfen zu drei Reihen, und 10 Lagen 
hoch, von denen die unterfle 50 enthält; wie groß iſt der Inhalt der 
Pyramide? 


Hier hat man n=10, a=50, p=3, baher in einer Reihe 
s=50. 10 =500—45= 455, 
und im Ganzen g=455 .3—=1865 Büdhfen. 


3. Beifpiel. Auf einem Artillerie -Uebungöplage ſtehen 12 
Ppramiden von Reißig⸗Würſten zu 5 hoch, und einer Wurſt an der 
Spige; wie viel Würfte find hier im Ganzen? 


Gegenwärtig iſt n=5, 1, alfo a=n=5, p=ll, 
und s= == 155 daher befinden fich auf dieſem Platze 
a 15 = 180 Würfte. 


834 6. Haupiküg. 1. Abſchnitt. 
DU. Berehnung der Kugelhaufen. 
$. 286. 


Gefhügfugeln von berfelben Größe (von einerlei Kaliber) 
werben in den Laboratorien, Depots und Beughäufern der Artillerie 
in Haufen (wohl auch Pyramiden genannt), aufgeſchichtet. Die ges 
wöhnlichen Kugelhaufen, von benen wir nur bie vollkommen aud- 
gefchichteten betrachten wollen, bilben regelmäßige, entweder brei- 
ober vierfeitige Pyramiden (Spisfäulen), oder lange, theild ganz 
gerabe, theild rechtwinklig gebrochene breifeitige Prismen (meiftens 
lange Kugelhaufen genannt). Die langen Kugelhaufen ftehen 
theils ganz frei, theils ſind ſie entweder nur mit einem, oder auch 
mit beiden Enden an ſolche lange Haufen, oder an vierſeitige (nie 
aber an dreiſeitige) Pyramiden angelehnt. In den dreiſeitigen Pym- 
miden ruht jede Kugel auf 3, in allen übrigen Kugelhaufen dagegen 
auf 4 Kugeln. Bei den breifeitigen Pyramiden bilden die am Boden, 
in der Grundfläche, liegenden Kugeln ein regelmäßiges Dreieck, 
bei den vierfeitigen Dagegen ein regelmäßiges Viereck (Quadrat); alle 
Seitenflächen der Pyramiden find regelmäßige Dreiede, daher zu 
oberft blos eine Kugel liegt, und die Spike bildet. Bei den gera- 
den langen Haufen ift die Grundfläche ein Rechteck, die Pleineren 
GSeitenflächen regelmäßige Dreiede, die größeren aber Trapeze. Die 
regelmäßigen dreiedigen Seitenflächen, welche bei den Kugelhaufen 
vorlommen, werben kurz Seitendreiede genannt. Die oberfle 
Zeile ber langen Kugelhaufen heißt der Kamm ober Rüden, bie 
mit ihm gleichlaufenden (parallelen! Zeilen der Grunbflächen aber 
werden Grundzeilen genannt. 

Bei allen Haufen heißen die kurzen fchief liegenden Kanten bie 
Edfeiten, und enthalten immer fo viel Kugeln, als ber Haufen 
Schichten befikt. 

$. 237. 

Bor Allem wollen wir die Anzahl der Kugeln, oder den In⸗ 
halt eines ſolchen Seitendreieckes, welcher durch A bezeich- 
net werden fol, beflimmen, wenn » bie Anzahl ber in einer feiner 
Seiten liegenden Kugeln, oder die Zahl ber Zeilen, aus denen es ſich 
zufammengefegt betrachten laͤßt, bezeichnet. 
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Da in ber Spike oder der erfien. Beile de Dreieded eine 
Kugel, in jeder folgenden eine mehr, und in der letzten Seile a 
Kugeln liegen, fo bilden die Anzahlen der in ben nach einander fol» 
genden Zeilen befindlichen Kugeln die natürliche Reihe der Bahlen 


1, 2, 3, ... 7, welche eine arithmetifche iſt, nd n. eh. zur 


Summe hat. 
Somit enthält ein Seitendreied 


(1) An. ar Kugeln, 


d. db. man findet den Inhalt eines Seitendreiedes,in- 
dem man das Carithmetifche) Mittel der erften undlegten 
Zeile mit der Anzahl der Zeilen multiplicirk. 

3.8. ein Seitendreied von 17 Zeilen ober 17 Kugeln Seite 


enthaͤlt 17.18 = = 17.9=153 Kugeln. 


$. 2358. 
Bevor wir noch die in den verfchiebenen Kugelhaufen enthalte 
nen Anzablen von Kugeln, oder die Inhalte ae Haufen in 
allgemeinen Ausbrüden beftimmen, wollen wir uns —* AIbkũrzung 


kelrecht gebrochene Haufen ſehr lit nm ——— 
einen *—* von demſelben Inhalte aus 
werben koͤnne. Denn bricht ſich 
ugelhaufen an einem Ede, wie in 
Fig, ı bei C, fo kann man ihn immer fo 
anfehen, als wenn er an biefer Stelle 
aus zwei geraden Haufen ACEF und 
BCED, von denen der lektere an den er⸗ 
feren ſich anlehnt, beflände, und man fleht ſogleich ein, daß man 
in Gedanken den zweiten Haufen, mit dem erſten in einerlei Rich: 
tung, in die Lage c bringen kann, wornach ber gerade Haufen 
AC6 denfelben Inhalt wie der gebrochene ACB enthält. Berfährt 
man auf die nemliche Weife mit allen Ecken eines gebrochenen Hau⸗ 
fens, fo läßt fich jeder durch einen geraden von bemfelben Inhalte 
erfeßen, weßwegen zu unferer Unterfuchung nur noch gerade, und 
zwar entweber frei flehenbe, ober mit einem, oder mit beiden Enden 
angelehute, Kugelhaufen übrig bleiben. 





Bde — 6. Hauptſtuck. 1. Abſchnitt. 
$. 289. 


Wir beginnen diefe Inhaltsbeſtimmungen ber augelhaufen an 
dem mit einem Ende angelehnten Kugelhaufen als 
dem einfachſten. Ein ſolcher Kugelhaufen laͤßt ſich, wie man an je⸗ 
nem BCED in Fig. l. leicht ſieht, aus eben fo viel, unter ſich und 
mit beiden dreiedigen Endflächen, nicht nur gleich großen, fondern 
auch gleichliegenden Seitendreieden zuſammengeſetzt anfehen, als 
wie viel Kugeln in feinem Rüden oder in jeber feiner Grundzeilen 
fi) befinden. 

Liegen demnach im Rüden ober in einer Grundzeile r, und in 
jedem Dreiede A Kugeln, fo faßt ber ganze Haufen r Mal A, 
ober rA Kugeln, folglich ift, wenn s die Anzahl Kugeln, oder ben 
Inhalt diefed Haufen vorſtellt, 

@) s=rÄ4, 
oder wenn man, nad Gleihung (1) für A feinen Ausbrud 
n. A herſtellt, 


(8) „ei, 


3.8. In * Rüden eines einſeitig angelehnten Haufens von 
18 Sichten liegen 40 Kugeln, folglich iſt a=18, r=40, und 


18.19 
bes Inhalt des Haufend = -+40=9.,19.40= magun Rugeln. 


$. 240. 

it Benägung bes eben Sefundenen Tönnen wir zum Lite 
die Inhalte s und S einer drei- 
und vierfeitigen Kugelpyra 
mide von n Schichten berechnen; denn 
ftellt Fig. 2 eine dreis, und Fig. 3 eine 
vierfeitige . Pyramide, jede von n 
Schichten vor, und fielt man in Ge⸗ Ä 
danken tie breifeitige Pyramige ABCD E 
auf eine horizontal gehaltene Kante AB 
fo auf, daß die mit ihr nicht zufammen- 
floßende Kante CD gleichfalls wagrecht 
wird, und rüdt man bie in diefer Lage m 
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erhaltene Ppramide an die vierfeitigebere— — Fig. d. 
geftalt an, daß, wie Fig. Azelgt, die Kante E- ra 
AB der dreifeitigen Pyramidean bie Kante 
EG der viesfeitigen ſich anlegt, folglich 
die obere Kante CD ber breifeitigen an c 
die Spike J der vierfeitigen ſich an- 
ſchließt; fo bildet man aus biefer drei: jr GB 
und vierfeitigen Kugelpyramide einen einfeitig angelehnten Kugel- 
haufen von » Schichten und 9-1 Kugeln im Rüden, welcher dem- 
nach im Ganzen (n-+1) A Kugeln in fi faßt; daher iſt 
(4) stS=a+mDA,. 


Um nun zu biefer, die beiden Unbefannten s und S enthalten: 
eichung noch eine zweite zwiſchen denfelben Unbelannten zu 
finden, erwägen wir, daß in ber mten Schichte der breifeitigen 
Pyramide, wenn die Schichten von oben nach unten gezählt wer- 
den, ein vegelmäßiged Dreied von m Kugeln in der Seite, alſo, 


(nad) $. 287) von (m in Kugeln im Ganzen, dagegen in der 


mten Schichte ber vierfetigen Pyramide ein Quadrat von m Ku⸗ 
geln in einer Seite, folglich von ma Zeilen zu m Kugeln, und im 
Sanzen von m Mal m, d. i. von m? Kugeln liegt. Sofort be- 
finden fich in den beiden mten Schichten zweier breifeitigen Pyra- 


miben 2 een, nemlich m(m-+ 1), oder m’-m Kugeln, 


folglich um m Kugeln mehr al3 in der ten Schichte der vierfei- 
tigen Pyramide. Da nun fowohl jede der zwei dreifeitigen Pyra⸗ 
miden, als auch die vierfeitige aus n Schichten beſteht, fo enthalten, 
wie fich leicht ergibt, wenn man m nach und nach 1,2, 8, Ay....n 
fein läßt, die beiden ft, au, gta, gu, ... n" Schichten 
ber zwei breifeitigen Pyramiden um 1, 2, 3, 4, ..... n 
Kugeln mehr, als die ebenfovielte Schichte der vierfeltigen 
Pyramide, mithin begreift dad Paar dreifeitiger Pyramiden, um 


ı +2 -+844-+....-+n, oder (nach $. 287) um in, 


folgtich, weil dieſer Ayshru auch dem Inhalt eines an den Pyramiden 
Depa Buck. 1. ER, 2 








886 oo 6. Hauptftüd. 1. Abſchnitt. 
$. 289. 


Wir beginnen biefe Inhaltsbeſtimmungen ber Kugelhaufen an 
dem mit einem Ende angelehnten Kugelbaufen als 
bem einfachften. Ein folcher Kugelhaufen läßt fih, wie man an je 
nem BCED in Fig. 1. leicht fieht, aus eben fo viel, unter fi) und 
mit beiden breiedigen Endflächen, nicht nur gleich großen, fondern 
auch gleichliegenden Seitendreieden zujammengefebt anfehen, als 
wie viel Kugeln in feinem Rüden oder im jeber feiner Grundzeilen 
fi) befinden. 

Liegen demnach im Rüden oder in einer Grundzeile 7, und in 
jedem Dreiede A Kugeln, fo faßt der ganze Haufen r Mal A, 
‚oder rä Kugeln, folglich ift, wenn s die Anzahl Kugeln, oder ben 
Inhalt diefed Haufens vorfteNt, 

(2) s=rÄ, 
oder wenn man, nah Gleihung (1) für A feinen Ausbrud 


n. ar herſtellt, 


(8) er, 


3.3. An dem Rüden eines einfeitig angelehnten Haufens von 
18 Sichten. liegen 40 Kugeln, folglich if n=18, r=40, und 





18.19 
ber Inhalt des Haufend == 7 40=9.,19.40== =S200 Kugen. 


$. 240. 

it Benägung bes eben Sefundenen können wir nun richt 
bie Inhalte s und S einer drei— 
und vierfeitigen Kugelpyra: 
mide von na Schichten berechnen; denn 
ſtellt Fig. 2 eine brei-, und Fig. 3 eine 
vierfeitige - Pyramide, jede von 2 
Schichten vor, und ftelt man in Ge⸗ 
banken bie breifeitige Pyramige ABCD 
auf eine horizontal gehaltene Kante AB 
fo auf, daß die mit ihr nicht zufammen- 
floßende Kante. CD gleichfalls wagrecht 
wird, und rüdt man bie in biefer Lage G 
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erhaltene Ppramide an bie vierfeitigeberer —_ Ag. d. 
geftalt an, daß, wie Fig. 4 zeigt, die Kante E- rA 
AB der dreifeitigen Dyramidean bie Kante 
EG der vierfeitigen ſich anlegt, folglich 
die obere Kante CD der breifeitigen an € 
die Spite 7 der vierfeitigen fih an- 
fließt; fo bildet man aus dieſer drei- 7 dB 
und vierfeltigen Kugelpyramide einen einfeitig angelehnten Kugel- 
haufen von » Schichten und ” 4-1 Kugeln im Rücken, welcher bem- 
nad im Ganzen (n-+1) A Kugeln in ſich faßt; daber iſt 
a) stSs=(a+mA. 


Um nun zu biefer, die beiden Unbefannten s und $ enthalten: 
eihung noch eine zweite zwiſchen denſelben Unbelannten zu 
finden, erwägen wir, daß in der mten Schichte ber breifeitigen 
Pyramide, wenn die Schichten von oben nach unten gezählt wer 
den, ein regelmäßiges Dreied von m Kugeln in ber Seite, alfo, 


(nach $. 287) von mm aut Kugeln im Ganzen, dagegen in ber 


mten Scyichte ber vierfitigen Pyramide ein Quabrat von m Ku⸗ 
geln in einer Seite, folglich von m Zeilen zu m Kugeln, und im 
Sanzen von m Mal m, d. i. von m? Kugeln liegt. Sofort be 
finden ſich in den beiden mten Schichten z wei er dreifeitigen Pyra⸗ 


miben 2 een, nemlih m(m +1), oder m!--m Kugeln, 


folglich um m Kugeln mehr ald in der mten Schichte ber vierfei« 
tigen Pyramide. Da nun fowohl jede der zwei breifeitigen Pyra- 
miden, als auch die vierfeitige aus n Schichten befteht, fo enthalten, 
wie ſich leicht ergibt AWwenn man m nach und nach 1,2, 8, A,....n 
fein läßt, bie beiden re, gun, gm, gem... ne Schichten 
dee zwei breifeitigen Pyramiden um 1, 2, 3, 4, ..... n 
Kugeln mehr, als die ebenſovielte Schichte der vierfeltigen 
Pyramide, mithin begreift dad Paar dreifeitiger Pyramiden, um 


ı+2-+844+....-+n, ober (nad $. 287) um in, 


folglich, weil dieſer Ausdruck vn ben Inhalt eines an ben men 
Vega Vorleſ. 1. Br, ‘23 








888 6. Hauptflüd. 1. Abſchnitt. 
vorlommenden Seitenbreiedes angibt, um A Kugeln mehr als bie 
vierfeitige Pyramide, ober es ift 
(5) 23—S=A. 

Zu der nun leicht audführbaren Beflimmung der beiden Zahlen 
s und Sabdiren wir zuvörberfi, um s zu fuchen, die zwei, fie als 
Unbekannte enthaltenden Gleichungen (4) und (5), dann ziehen wir, 
um S zu finden, von der verboppelten erflen Gleichung die zweite 
ab, und theilen jedes Mefultat gleichzeitig durch 3. Auf diefe Weife 
ergibt fi) der Inhalt der dreifeitigen Pyramide 


2 
(6) 8 N und jener ber vierfeitigen 
7) se ut, 
Schreiben ek ati no für A feinen befannten Ausdruc 
u I, fo ergibt fih 
nt a, unb 





(8) 


n(a-+1) 2n-+1) 

Eier Ur VERS 

So enthält z. B. eine dreifeitige Pyramide von 15 Schichten 
tet =8.5.17=680 Kugeln, eine vierfeitige Dagegen 


von gleihfals 15 Schichten sr - 8.5.81 = 1240 


s = 


5 
Kugeln. 
$. 241. 

Gegenwärtig fteht der Beſtimmung ber Anzahl der Kugeln, 
welche in einem beiderſeits angelehnten, oder in einem frei ſtehenden 
Kugelhaufen fich befinden, keine Schwierigfeit mehr entgegen. 

I Ein beiderfeitö angelehnter Kugelbaufen 
von a Schichten und von r Kugeln im 


Rüden läßt ſich entiveder, wie bie Fig. 5. 

Fig. 5 verdeutlichet, dadurch, daß man 7 | 
von einem einfeitig angelehnten Kugel: u 
haufen von n Schichten und vonr+i r 


Kugeln im Rüden, alfo von &1)4 
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Kugeln im Ganzen, an feinem liegenden Ende, eine vierfeitige 
Pyramide von n Schichten, fomit von Zan A Kugeln hinweg: 
nimmt, erzeugt, ober wie Fig. 6 nad: 
weiſt, aus einem einfeitig angelehnten Fig. 6. 
Kugelhaufen von n Schichten, und von 
r—n Kugeln im Rüden, alfo von NIND 
(vn) A Kugeln im Ganzen, und aus ; 
einer an feinem liegenden Ende ange: 
fügten breifeitigen Pyramide von n Schichten mit zwei wagrecht 
liegenden Kanten, mithin von tt A Kugeln zufammengefegt den⸗ 
ten. Somit ift die Anzahl der in diefem Haufen vorfindigen Kugeln 


nach der erſten Vorſtellungsweiſe 


3n--1 
s=hst)A — u A, und nach ber andern 








sn) + B, daher nad) beiden 


a) kr 12 a. 

Zur fernen Umftaltung biefes Ausdruckes bedenken wir, daß 
in einem folchen Haufen jede lange Zeile einer jeden Schichte um eine 
Kugel kürzer als die der auf ihr ruhenden Schichte ift, folglich iſt 
feine Grundzeile um fo viel Kugeln kürzer wie der Rüden, als wie 
viel Schichten über der Grundſchichte oder unter dem Rüden liegen, 
nemlih um n—1; und ſonach ifl, wenn g die Zahl der Kugeln 
einer Grundzeile vorftellt, 

A)  gar-a—), folglid 
a) ryhn-ı,  sar-gHı. 

Schreiben wir daher in dem für ⸗ gefundenen Ausdrucke (10) 
einmal für r, und ein zweites Mal für ben durch die Gleichun- 
gen (12) dargebotenen Ausdruck, fo ergeben ſich die Gleichungen 


8 — 1 
(18) u, 
(19) an 7 
22* 
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Erfetzen wir endlich noch in (10) und (18) bie Größe A durch 


tn), fo finden wir bie Formen 


n(n+1X8r—2n-+2) 
(15) =, 00 


— 
— 2.8 


So liegen z. B. in einem langen beiberfeitig angelehnten Hau⸗ 
fen von 36 Kugeln im Rüden und von 17 Schichten, da hier r=36, 
17. 18(108— 834-2) 
a=1 iſt = 77, * =17.3.76=3876 Kugeln. 
I. Ein langer frei fiehbender Kugelhbaufen von 
n Schichten und r Kugeln im Rüden 
kann entweder, wie Fig. 7 zeigt, aus 


Fig. 7. 
einem einfeitig angelehnten Kugelhaufen \..N/ 
von n Schichten und —1 Kugeln im " DS 


Rüden, daher von (r—ı) A Kugeln 
im Ganzen, und aus einer an fein 
hängendes Ende angefchobenen vierfeitigen Pyramide von n 


3n+1 
Schichten, folglich von "r A Kugeln Inhalt zufanımengeftelt, 


oder dadurch erzeugt gebacht werben, 
daß, wie in Fig. 8 erſichtlich iſt, von 
einem einfeitig angelehnten Kugelhaufen, 
welcher » Schichten, rn Kugeln im 
Rüden, folglih (rn) A Kugeln im 
Ganzen enthält, an feinem hängenden 








Ende eine dreifeitige Pyramide von » Schichten, alfo- von 7 Ö 


Kugeln weggenommen wird. Nach der erfien Vorflelungsweife er- 
gibt ſich der Inhalt dieſes Saufen 





s=6r—) + 


s=(r{n) A Be: A, fomit nach beiden 
an} N 


.h, und nach der zweiten 





(16) = 
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. Die weiteren Umftaltungen dieſes Ausdruckes ergeben fich aus 
ber Betrachtung, daß in einem folchen frei fiehenden Kugelhaufen 
jebe längere Zeile einer jeden Schichte um eine Kugel mehr als bie 
der auf ihr liegenden Schichte enthält; daher müffen in ber Grund» 
zeile um fo viel Kugeln mehr wie im Rücken liegen, ald wie viel 
Schichten über ber Grundſchichte oder unter bem Rüden fi befin- 
ben, folglid um n—ı Kugeln. Mithin ift, wenn g bie Anzahl der 
in einer Grundzeile befindlichen Kugeln anbeutet, 
AD)  garts—ı, und hieraus 
(1) eat, —1. 


Setzen wir demnach für r ober n diefe Ausdrücke in der Gleis 
“ung (16), fo übergeht diefe in die Kormen 
1 








(19) = 4, 
a) =. Ä 
Schreiben wir endlich noch in den Sleihungen (16) und (19) 
er ) 





für A feinen Ausbrud , fo erfcheinen die Gleichungen 
= a) —** 


PR tr, 


(21) 


& z. B. beſimen pr in einem frei fiehenden Kugel⸗ 
haufen von 17 Schichten und 86 Kugeln im Rüden, wobei 


17.18 (108-7-84-—2 ' 
n=17,r=36 if, „umtere =17,8.140==7140 
Kugeln. | 

$. 242. 


Aeußerſt bemerfenswerth ift dee Umſtand, daß die Berechnung 
der Inhalte aller Arten von Kugelhaufen: auf eine fehr einfache 
Regel fich zurüdführen läßt, welche burch folgende Betrachtung ge 
funden werben fann. 

Vergleiden wir die Ausbrüde (2), (6), (7), welche wir für 
die Inhalte des einfeitig angelehnten Haufens, der dreifeitigen 
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und vierfeitigen Pyramide fanden, wenn jeber biefer Kugelhaufen 
aus n Schichten befteht, alfo A Kugeln in einem Seitenbreiede 
befigt, unter einander, indem wir fie babei in den Formen 


Artnz rd tn 


ſchreiben; erwägen wir ferner, daß ber einfeitig angelehnte Haufen, 
fowohl in dem Rüden als in jeder mit ihm gleichlaufenden Srunb- 
zeile vr, folglich in diefen drei parallelen. Beilen —— Kugeln, 
dann die breifeitige Pyramide, wenn zwei ihrer nicht zufammen- 
flogenden Kanten horizontal gebacht werden, im Rüden n und in 
jever mit ihm gleichlaufenden Grundzeile nur 1 Kugel, alfo in 
diefen drei parallelen Zeilen a-+ı-+1 Kugeln, enbli bie vierfei- 
tige Pyramide, in ihrer Spige ober in ihrem Rüden bloß 1, 
jebe von den zwei parallelen Grundzeilen aber n, folglich in allen 
drei parallelen Zeilen 1-n+n Kugeln enthält: fo leuchtet ein, 
daß in den lehteren Auöbrüden der Inhalte diefer drei Haufen, der 
erfte Factor die GSefammtzahl der in dem Rüden bed betrefr 

fenden Haufend und in ben mit ihm gleichlaufenden beiden Grund⸗ 
zeilen enthaltenen Kugeln angibt, folglich diefe Ausbrüde, ſo⸗ 
bald man die Summe der erwähnten brei parallelen Zeilen bed 


A 
Kugelhaufend mit a bezeichnet, auf den einzigen Ausbrud az 


zurüdgeführt werben koͤnnen. Nun’ läßt fich aber, mie wir nachge⸗ 
wiefen haben, jeber andere, wie immer geflaltete, gerade oder gebro⸗ 
chene, Kugelhaufen aus den erwähnten drei Haufen, theils durch 
ſchickliches Aneinanderfegen, theild durch Hinwegnehmen conſtrui⸗ 
ven, Bezeichnen daher a, a’, a", a’, .... die Summe ber drei 
parallelen Zeilen an ben biezu verwendeten Haufen, fo find 


A 
07’ Pt Pr Pi ee... bie Inhalte diefer Haufen, 
Ä A A A ,,ä 
folglich iſt a, + a, + er + re - ...... oder 


A 
(ata'ta"ta'"4....)g der Inhalt des ganzen Kugelhaufens. 
Allein auch in diefem Auddrude ſtellt der erſte Factor 
ara’ La” ta +..... offenbar nichts anders vor, ale bie Ge- 
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fammtzahl ber in feinen drei parallelen Beilen enthaltenen Kugeln, 


folglich ifl, wenn A diefe Summe von Kugeln andeutet, der Inhalt 
jedes Kugelhaufens durch 


A . 
(22) = nA ausgedrückt. Ermwägen wir endlich noch, 


daß Lauch das (arithmetiſche) Mittel der drei parallelen Zeilen an⸗ 
gibt, fo kann ber beſagte Inhalt, wofern 24 dieſes Mittel bezeichnet, 
auch durch 

(38) s = MA angegeben werben. 

Somit wird der Inhalt jedes Kugelhaufens be. 
rechnet, wenn man zu dem Rüden beide mit ihm 
gleihlaufenden Grundzeilen addirt, diefe Summe 
mit dem Seitendreiede muftiplicirt, und das Pro 
duct durch 8 theilt; oder kurz, wenn man das Mittel 
feiner drei parallelen Zeilen mit dem Seitendreiede 
multiplicirt. 

So liegen 3. B. bei einem vierfeitigen, in fich zurückkehrenden, 
Kugelhaufen von n Schichten und r Kugeln im Rüden, in der 
innern Grundlinie r—4n—1), und in der äußern r+4n—1), 
alfo ift die Summe ber drei parallelen Zeilen 
t+r-4@—D 44a —-D=8r, und ihr Mittel r; ferner ift 


der Inhalt bed Seitendreieckes nn an , mithin der Inhalt des 





Kugelbaufens felbfi —— wie bei einem einſeitig ange⸗ 


lehnten Haufen, wad man leicht richtig finden wird. 
$. 248. 

So wie wir die Inhalte der Kugelhaufen aus ihren Conſtruc⸗ 
tionen und Abmeſſungen (Zahl der Schichten oder Eckſeite, Rücken 
und Grundzeile) zu berechnen gelernt haben, eben fo läßt fich zeigen, 
wie bie Abmeffungen eines Kugelbaufens von gemählter 
Form, welcher eine gegebene Anzahl von Kugeln enthalten fol, bes 
ſtimmt werben können. 

Bezeichnen wir, wie früher mit ⸗ bie befannte Anzahl der Ku: 
geln, die ber Haufen faflen fol, mit „m die Anzahl feiner Schichten 
ober die Edfeite, und ertheilen wir ihm 
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1. die Geſtalt einer breifeitigen Pyramide, fo haben 
wir eigentlich nur aus der Gleichung 
a(a-+1)(a+3) 
H_OCETT, 
die Edjeite a zu fuchen. Da diefe Sleihung in Bezug auf m vom 
dritten Grade, ifl und deßwegen von und noch nicht aufgeläfl werben 
kann, fo benüten wir ihre befendere Form, um den zu fuchenben 
Werth von n zwifhen zwei Grenzen einzufchließen, auf folgenbe 
Weiſe. Ertheilen wir der Gleichung bie Form 
n(n+1)(n+23)=ts, 
fo lehrt ein einziger Blick, daß, weil im erften heile ſowohl ber 
zweite als der britte Factor größer als der erfle n ift, dad ganze Pror 
duct , welched den Werth Ge befigt, größer ala n?, aber anderer 
feltö auch, weil das Product n(a-+2), oder n*’+2n der beiden 
äußern Factoren Kleiner als die zweite Potenz (+1) =n'+2n-H1 
des mittleren Factors ift, Kleiner ald (n+-1)* ausfallen, folglich 
n’<6s, und RrU'>6s fein muß. Demnad) ift 


(24) a<V 65, sH>V 68. 
Liegt fofert v 68 zwifchen den beiben ganzen Zahlen nm und. 


n-+1, fo fann die gefuchte Edfeite m von Y 68 um feine ganze 
Ginheit verfchieden fein. 

Daher folgende Regel: 

Bill man die Edfeite einer dreifeitigen Pyra— 
mide, weldhe eine beſtimmte Anzahl Kugeln faffen 
foll, bevehnen, fo multiplicire man biefe Anzapl 
mit 6, und ziehe daraus die dritte Wurzel. nur in 
ganzen Zahlen. Diefe Wurzel ann von ber verlangten Eck 
feite nicht um mehr als eine Einheit bifferiren. Deßwegen fubfll- 
tuire man biefelbe für m in ber Formel an un ; kommt bie 
gegebene Anzahl der Kugeln zum Vorſchein, fo läßt fie fid) genau 
in eine breiedige Pyramide fihichten, deren Seite die gefunbene 
dritte Wurzel iſt; fällt aber die nach jener Zormel berechnete 
Zahl Heiner ald die gegebene Anzahl der Kugeln aus, fo 
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wirbe man noch Kugeln übrig behalten, wenn man ber Pyramide 
die durch jene Wurzel angezeigte Anzahl von Schichten geben wollte; 
ift endlich die berechnete Zahl größer als die der gegebenen Kugeln, 
fo muß bie Edfeite der Pyramide um eine Kugel kürzer, als bie 
dritte Wurzel anzeigt, genommen werden, um eine vollfiänbige 
Pyramide nebft einem Ueberfchuffe an Kugeln zu erhalten. 

Sollen 3. B. 680 Kugeln in eine breifeitige Pyramide ge⸗ 


ſchichtet werden, fo iſt Y 6.680 = v 4080 = 15, und 

. == 5.8.17==680; folglich laſſen fich 680 Kugeln in eine 
dreifeitige Pyramide von 15 Schichten ganz genau bringen. Wären 
aber 1332 Kugeln in eine foldhe Pyramide zu fehichten, fo hätte man 


BD — 19.20.21 
V 6.1832 = Vrn— 19, und a: =:19,10.7=1880, 


folglih würden 2 Kugeln übrig bleiben. Hätte man endlich 500 
Kugeln in eine beriei Pyramide zu fehichten, fo wäre 


) 8 „44.15.16 
6.500 =Y 8000 = 14, abe — 7, —=7.5.16=560, folg- 


lich könnten nur 18 Kugeln zur Edfeite genommen, und baburd) 


Bun 13 =18.7.5 =455 Kugeln in eine.-Pyramibe unterge- 


bracht werben, wornac noch 500—455—45 Kugeln übrig blieben. 
IL Soll die gegebene Anzahl von Kugeln in eine vierfeitige 
Pyramide gefchichtet werben, fo iſt aus ber Gleichung 
n(n+1)(2n-t1) 
(9) = 
gleichfalls die Edfeite mn zu beilimmen. Schreibt man felbe, um der 
Auflöfung einer Gleichung des dritten Grades autzuweichen, in der 


Sem  nn+ —* +) = 8, 
fo zeigt eine der früheren ähnliche Betrachtung, daß 
n"<8s, (n+ * >3s, alfo 


a) n<Ys n+ +1> * iſt, 
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daher v8 ebenfalls von der Edfeite n um keine ganze Einheit ver⸗ 
ſchieden fein fann. 

Man wird daher die gegebene Anzahl der Ku- 
geln mit 8 multipliciren, daraus bie dritte Wurzel 
blos in ganzen Zahlen ziehen; dann wird entwe 
ber dieſe Wurzel felbfl, ober die um eine Einheit 
von ihr verfhiedene Zahl die Edfeite der vierfer 
tigen Pyramide fein; welches, wie vorher CI) bei der drei⸗ 


feitigen Pyramide, jeboch mittels der Formel mat Ont) 
zu unterfuchen fommt. 

II. Will man eine gegekene Anzahl von Kugeln in einen e i n⸗ 
ſeitig angelehnten Haufen bringen, ſo hat man nicht nur 
bie Edfeite n, ſondern auch den Rüden dieſes Haufens aus der 
Gleichung 

n(a-+1) 


(8) = .r zu berechnen, welche Aufgabe im Allge⸗ 


meinen unbeftimmt if, allein dadurch, daß ald Werthe von n un r 
nur ganze pofitive Zahlen zugelaffen werden können, bedeutend ein- 
geſchraͤnkt, ja fogar bisweilen unmöglich gemacht wird. Bu ihrer 
£öfung ertheilen wir diefer Gleichung die Form n(n + Ur = 2s, 
aus ber wir leicht erkennen, daß n, n +1, und r Factoren von 28 
fein müffen, und daß die allgemeine Auflöfung a= 1, wodurch rs 
wird, für uns nicht brauchbar ift, weil biebei fämmtliche Kugeln 
nur in eine Zeile zu bringen wären, was wohl theoretifch, aber 
nicht practifch zuläffig if. Man wird daher bie Anzahl 
ber in einen einfeitig angelehnten Haufen zu [did 
tenden Kugeln verboppeln, und fämmtlihe Xheiler 
diefer Zahl mit Ausfchluß der Einheit (nad $. 69, ©) 
aufſuchen. Finden fih unter diefen Theilern zwei 
nur um eine Einheit verfchiedene, fo kann ber klei— 
nere von ihnen für bie Edfeite n angenommen wer 
den. Dividirt man endlich noch die verboppelte An- 
zahl durch das Product diefer zwei Theiler, fo gibt 
der Quotient den Rüden oder die ihm gleiche Grund—⸗ 
zeile des Haufend. 
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3. B. Sollen 364 Kugeln in einen einfeitig angelehnten 

Haufen gefchichtet werben, fo ift die verboppelte Anzahl 2.864728, 

wovon die Theiler 2, 4, 7, 8, 18, 14, 26, 28, 52, 56, ... 

find, unter denen nur 7, 8, und 18, 14 für unfern Zwed brauchbar 
find. Rehmen wir denmach zuerſt n=17, fo ifl 


= = . — 18; wählen wir aber n = 18, fo wirb 
738 62 


mtb diemiuumsmissime EEE — 


28.1 7 18 7 * 

Es kann fomit entweder die Eckſeite 7 und ber Ruͤcken 18, ober 
jene 18 imd dieſer 4 Kugeln erhalten. 

In ſehr vielen Faͤllen wird aber dieſe Auflöfungsweile unbrauch⸗ 
bar, weil 20 entweder gar feine Theiler von der angegebenen Ei⸗ 
genfchaft, ober blos für die wirkliche Anmendung ungeeignete zu 
liefern vermag. Diefe erheifcht nemlich, daß die Anzahl der Schich⸗ 
ten eined Kugelhaufens nach ber Größe und dem Gewichte der zu 
fhichtenden Kugeln fo bemeffen werde, bamit er weber von felbft 
zufammenrolle, nody ohne Schwierigkeit von Arbeitern aufgeſchich⸗ 
tet, und umgekehrt wieder an ſeinem Kamme abgehoben werden 
koͤnne. Aus dieſen Gründen gibt man im Allgemeinen den Kugel⸗ 
haufen eine um fo geringere Anzahl von Schichten, je größer und 
ſchwerer die Kugeln find; doch ift man hierin bei den kleinſten Ku⸗ 
gein auch durch den Umſtand befchränkt, daß die aus ihnen auf« 
geftelten Haufen bei beträchtlicher Höhe fehr leicht zufammenrol: 
len. Aus diefem Grunde pflegt man in ber k.k. Artillerie bei den 
Vollkugeln von kleineren Galibern nicht über 20, und bei den grö« 
Bern nicht Über 15 Schichten hinaus zu gehen; bie 10pfündigen 
Sranaten ober Bomben höcftens zu 12, die Sopfündigen Bom⸗ 
ben hödftens zu 10, unb bie Gopfündigen Bomben höchftens zu 
6 hoch zu fchichten. 

Hat man fich daher durch die oben erläuterte Unterſuchung 
überzeugt, baß die gegebene Anzahl von Kugeln nicht völlig genau 
in einen brauchbaren Haufen gefchichtet werben könne, fo wählt 
man für die Edfeite n des zu bildenden Haufend eine den ange 
führten Umfländen anpaffende Zahl, und berechnet dann den Rüden 
r, entweder unmittelbar aus der Gleichung 
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28 
(36) U p+D’ 
oder, nahen man vorerſt das Seitendreieck nach ber Gleichung 
(1) = —. 


beftimmt bat, 8* der Gleichung (2) aus 


aM) 1. 


Da hiebei für r eine ganze Zahl nebſt einem angehängten echten 
Bruche erhalten wird, fo kann man biefen entweber ganz weglaffen, 
oder durch eine volle Einheit eriegen, je nachdem man entweder 
einige Kugeln übrig behalten, oder den Haufen nicht ganz auszu⸗ 





ſchichten gefonzuen ifl. 
So z. B. kommen, wenn 800 yoölfpfündige Vollkugeln ae ſcich 
ten wären, und man 9 Schichten wählt, in ein Dreied * 


800 
= 45 Kugeln, daher erhält der Kamm = 175, nemlich entwe⸗ 


ber 17 oder 18 Kugeln, je nachdem man entweher 800—17.45 = 
85 Kugeln übrig behalten, ober 18.45—800 = 10 Kugeln fehlen 
laffen will. 

IV. Beabfihtigt man eine gegebene Anzahl von Kugeln ent- 
weber in einem beiderfeitig angelehnten oder frei fliehen: 
den Haufen zu ſchichten, fo hat man bie Edfeite n und ent 
weder den Rüden r oder die Grundzeile g mit Hilfe ber Gleichung 
a) 8 tn en A 
zu beftimmten, wenn man bie Gleichungen (15) und (31) auf biefe 
gemeinfame Form ftellt, folglich A die Summe der brei parallelen 
Zeilen des Haufens anbeuten läßt. Weil nun dieſe Gleichung auch 
(29) s(n+t+ı)A=068s 
gibt, und die bier vorlommenben Buchſtaben nur ganze pofitive 
Zahlen vorfiellen, fo mäüflen n, a+1, umb A Factoren ober 
Theiler von 68 fein; wobei jeboch bie Auflöfung m = 1, welde 
hen Gleichungen (15) und (21) zu Folge gmr=s liefert, aus 
benfelben Gründen, wie aben unftetthaft biefbt. 
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Man wird baber, falls man eine gegebene An- 
zahl von Kugeln in einen beiderfeits angelebnten 
ober frei Febenden Haufen ſchichten will, alle, die 
Einheit übertreffenden, Theiler der fehsfahben 
Anzahl fuhen. Finden fih nun unter ihnen zwei bloß 
um eine Einheit unterfhiedene, fo wählt man den 
Lleineren für bie Edfeite, und theilt durch das Pro: 
Duct beider jene ſechſsfache Anzahl; der Quotient 
ift dann die Summe ber parallelen Zeilen des 
Haufens. 

Nun iſt den Gleichungen (15) und (21) gemäß 
(30) A=ZHFR NM) =EgEn—), 
wobei die obern Zeichen auf den beiberfeit6 angelehnten, die untern 
dagegen auf ben frei fiehenden Kugelhaufen ſich beziehen; daher 
findet man den Rüden bed Haufens 


(3) Een, und die Grunbzeile 


(83) —— 2 

ober wenn man es vorzieht, nur bie eine biefer Zahlen auf biefens 
Wege zu ſuchen, die andere mit Rüuckblick auf bie Gleihungen 
(11), (12), (17), (18) nach einer der Gleichungen 

(33) 9 Fi(n-), r=gtße-. 

Erhaͤlt man bei den letzten Rechnungen für den Rüden 7 und 
die Grundzeile g eine ganze pofitive Zahl, fo läßt fi) die Aufgabe 
vollſtaͤndig aufldfen. 

Um den Sinn der bier erflärten Beflimmung des Rüdens 
und der beiden gleichen Grundzeilen aus ber bereit bekannten 
Summe diefer drei Linien zu verfteben, und dadurch diefe Rechnungs: 
weife leichter im Gedächtniffe zu behalten, laͤßt ſich folgende Betrach⸗ 
tung anftelen. Da in bem einen Kugelhaufen der 
Rüden um fo viel Kugeln Seh, wie bie Grundzeile enthält, als 


wie viel Schichten ZB FRE® fiegen, ober als wie viel bie um 
eine Kugel verkürzte Safer beträgt, fo würde man, wenn man 
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diefe drei Zeilen (ben Rüden und die beiben Grundbzeilen) unter 
ſich auögleichen, d. i. gleich lang denken wollte, entweber, falls zu- 
nächft der Rüden bed Haufend gefunden werden foll, jeber der 


Jleiner 


zwei Srunbzeilen die Kugeln, um welche fie gräger qls der Rüden iſt, 


een , daher auch der Summe aller drei Zeilen das Doppelte 


ber —— Anzahl von Kugeln Hs, wonach ber dritte 


Theil der fo , vergrößerten Summe ber drei parallelen Zeilen ber ge- 
fuchte Rüden fein muß, aus dem fonach die Grunbzeile durch 
en der el dalaen Kugeln leicht zu berechnen iſt; ober man 
würde, mwofern man bie Srundzeilen zuvörderſt berechnen 
wollte, mitihnen ben Rüden dadurch ausgleichen, daß man ihm, folg« 
Jich auch ber Summe ber drei parallelen Zeilen, bie Kugeln, um weldye 
er aber als jede Grundzeile ift, le wonach wieber ber britte 
Theil ber fo —— — Summe jener drei Zeilen die Grundlinie 
angibt, aus ber durch Redhee ber et Kugeln der Rüden 
des Haufens fogleich berechnet ifl. 

Sollen b B. 4280 Kugeln in einen beidereite angelehnten 
die Xheiler 2, 8, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20, 24, Mr w. 

Von dieſen ſind zu unterſuchen 
1*24, 8, 4, 5, 18, welche 
A=4380, 2140, 12384, 856, 107, und 
9 =146;, 712, 427, 284, 31 liefern, woraus erhel- 
let, daß nur eine ber drei legten Arten zu fchichten zuläffig iſt, unter 
denen man baher nach den Umfländen wählen wirb. 

Allein auch bier wird ſich in den meiften Fällen die Aufgabe 
nicht volfländig in ganzen Zahlen auflöfen lafien, weßmegen man 
wieder die Edfeite oder die Anzahl der Schichten n ben oben an⸗ 
geführten Kal chten entfprechend wählt, daraus nach 


A= 5 die Summe A der drei parallelen Zeilen, oder 
wegen der Gleichungen (22), (28) zuvoͤrderſt den Jnuhalt 
des Seitendreiecks A = an r and hierauf das Mittel ber brei 
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parallelen Zeilen M = x ‚„ und bann erſt die Summe 


diefer drei Zeilen A= 3M ode A= = berechnet , fofort 


aber nad) ben Sleihungen (31), (32), (33) den Rüden 
und bie Grundzeile beflimmt, wobei man wieber ben an ben 
Werthen diefer Linien hängenden echten Bruch entweder befei- 
tigt, ober als eine ganze Einheit vechnet, je nachdem man Kur 
geln erübrigen, oder den Haufen unausgefchichtet laſſen will. 
Wollte man z. B. 4238 Stüd 24pfündige Vollkugeln in einen 
frei fiehenden Haufen fchichten, fo würde man ſich bald von ber 
Unausführbarkeit der erſten Aufloſung überzeugen, folglid etwa 
die Edfeite a = 14 wählen, diefe gäbe A = a N 2 = 106, 


8 
daher M = =40,7, A==1223, ober aud direct 





6.4288 4288 j 122—3.13 
Am 715 * 122, fomit den. Rüden r = 


96 Were . 
=, = 83 und bie Grundzeile g = 83+13 = 45. 


832 +45 +45 
8 
==85 : 122 4270 Kugeln unterbringen, folglich noch 13 Kugeln 

übrig behalten. | 

V. Auch folgende Beflimmungsweife der Abmeflungen langer 
Kugelhaufen aus ihrem Inhalte dürfte wegen ihrer Leichtfaßlichkeit 
bemerfenswerth fein. Man wählt die Edfeite des Haufens nach 
ben oben angegebenen Rüdfichten, berechnet die ihr entfprechende 
dreifeltige Pyramide , bildet in Gedanken aus dem zu beflimmenden 
a  ganelehnten Kugelhaufen durch —— der dreiſeitigen 
Pyramide einen langen einſeitig angelehnten Kugelhaufen, theilt 
ſeinen bekannten Inhalt durch den eines Seitendreieckes, und 
vergrößert, ben Quotienten um ı, bamit die Grundlinie des zu be⸗ 
fimmenden Haufend zum KBorfchein komme. Auf eine ähnliche 


Allein in tiefem Haufen würbe man nur 105. 
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Weiſe laͤßt ſich eine vierſeitige Pyramide verwenden, um ben Rüden 
des Haufens zu beſtimmen. | 

VI. Uebrigend mag noch erwähnt werben, daß man zur Ab- 
kürzung der Beflimmung ber Gonflruction und Dimenfionen ber 
Kugelhaufen aus ihren Inhalten eigene Zafeln berechnet Bat, von 
denen eine hinreichend ausgebehnte in Vega's logarithmifchteige 
nometrifchen Zafeln, 2 Bände, Leipzig 1797, aufgenommen if. 

VI. Daß man endlich nicht völlig ausgefchichtete Kugelhau- 
fen entweder zweckmaͤßig in volle Haufen zertheilt, oder zu folchen 
Haufen ergänzt, und bann um den Zuſatz wieber verkürzt vorflel- 
len, endlich die Beſtandſtücke einzeln, und aus ihnen den Inhalt 
bed gegebenen Haufens beftimmen müſſe, bürfte wohl jebem eime 
leuchten, und leicht ausführbar werben. 





IL Abſchnitt. 
Bon den geometrifchen Reihen. 


$. 244. 


Eine Reihe, in welcher man immer gleiche Qustienten erhält, 
wenn man jebeö nachfolgende Glied durch das vorhergehende divi⸗ 
dirt, wird eine geometrifche Reihe genannt. So z. B. find 
1,2, 4, 8, 16, 32; ... ingleihen 81, 27, 9, 8,1, 4,... 
geometrifche Reihen; weil in ber grften ber befländige Quotient 9, 
und in ber andern 5 erhalten wird, wenn man jedes nachfolgende 
Glied durch das nächſt vorhergehende dividirt. Man erhält demnach 
bei einer geometriichen Reihe das folgende Glied aus dem naͤchſt 
vorhergehenden, wenn man biefes mit dem Quotienten multi« 
plicirt. Es erhellet hieraus, daß, wenn das erſte Glied und 
der Quotient einer geometrifchen Reihe gegeben find, die Reihe 
nach Belieben fortgefeßt werben könne. Es ſei z. B. das erfie Glied 
einer Reihe = 2, und ber Quotient = 8, fo iſt das zweite Glied 
6, daß dritte == 18, u. ſ. w. 
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Iſt nun allgemein das erfle Glied =a, und der Quotient, mit 
welchem man jebes vorhergehende Glied multipliciren muß, um 
daB folgende zu erhalten, = g, fo hat man nachflehende allgemeine 
Formel fir jede geometrifche Reihe: 

Stellen 1, 2, 8, 4 Bro 9 

Glieder a, ag, ag”, ag’, ag", 7 

wo g bei einer fleigenden Reihe > 1, hingegen bei einer fallenden 
<ı fen muß. Da nun hier jedes Glied aus g auf die 
Dotenz der Anzahl der vorhergehenden Glieder 
erhoben, multiplicirt mit a befteht, fo ift das all; 
gemeine Glied — ag'”!. Benennt man bad lebte ober allge: 
meine Glied einer folchen Reihe mit 2, und bie Anzahl der Glieder 
mit a, fo iff | 

L =". 

Nemlich, das allgemeine Glied einer jeden geo- 
metrifhen Reihe beſteht aus dem Quotienten zur 
Potenz der um eind verminderten Anzahl ber Glie— 
ber erhoben, multiplicirt mit bem erſten Gliede. 

Benennt man ferner die Summe von u» Gliedern mit s; 
ſo iſt = arg +rag’-tag’+... rag". 

nim biefe Formel geſchickt abzukürzen, multipkicire man 
beide Theile der Sleihung mit g, fo iſt 

gg = agtag’+ag’+ag't. traf, 
und ferner durch die Subtraction diefer zwei Wleichungen, 

9e -4 =ag—a, Ver 01) = ag’—a, daher 
— 4 -1, a 
‚It = — 
oder wenn man vermoͤg Vorigem £ ſtatt ag" feht, fo in 
— 
H. =. 


| Kenih, die Summe einer jeden geometrifhen 
Reihe wird erhalten, wenn man das legte Slied 
mit den Kuotienten multiplicirt, das erfle Glied 
davon adzicht, und den Reft Durch den um eind ver- 
minderten Quotienten dividirt. 
So 3. B. ift die Summe der obigen Reihe 
Vega Vorleſ. I. Bb. | 23 


\ 


854. 6. Hauptſtuck. 2. Abſchnitt. Seometriſche Reigen. 


.2—1 
—— 


8. 1 
81 ————— = * 120. 


Es iſt aus dieſem letzten Beiſpiele zu erſehen, daß bie fallen: 
den geometriſchen Reihen eben ſo wie die ſteigenden behandelt wer⸗ 
ben konnen, ohne daß man nöthig habe, die Reihe umzukehren, nem 
lich dad letzte Glied für bas erfte, und das erſte für das legte anzuſehen. 

Die angeführte Formel I. kann man auch auf folgende Art 
finden. In ber geometrifchen Reife 

a, ag, ag”, ag’, ag",. 
wovon bie Summe aller Glieder = =s fi, eb 
49: aq*, ag*:ay?, ag”:ag*. 
gleiche Verhättniffe, und es iſt bei defen ——* Berbältniffen bie 
Summe aller vorbern Glieder = s — t, und die Summe aller hintern 
Glieder =s—a; es ifl daher (vermög $. 191) I: -a=a:ag, 


woraus „N folgt. 


Bei den geometrifhen Reiben find ebenfalls, wie bei den arith⸗ 
metifchen, 5 Größen in Betrachtung zu ziehen, nemlich das erfte 
Glied a, das legte &, der Quotient g, die Anzahl der Glieder 4 und 
die Summe von n Sliedern s. Ron diefen 5 Größen müffen witder 
jedesmal brei befannt fein, um bie übrigen zwei mit Hife ber 
gefundenen zwei Gleichungen 

=", s= ua 
beftimmen zu koͤnnen. Nur wenn s, n, a, Oder 8, 1, £ gegeben wären, 
laſſen fih, wie leicht zu fehen, die zwei übrigen blos durch höhere 
Gleichungen beſtimmen, deren Eigenfchaften fpäter vorkommen werben. 
Die ald Erponent auftretende Anzahl von Gliedern n kann zwar in - 
einzelnen Faͤllen durch Berfuche gefunden werben; da aber die etwas 
befhwerlich ift, wenn n ein Bruch fein follte, und die unbefannten 
Erponenten aus den Gleichungen durch die Lehre von den Logarith- 
men viel leichter zu beflimmen find, fo wollen wir lieber noch bie 
Kenntnig der Logarithmen abwarten, und hernach ſowohl die Lehre 
von den geometrifchen Reihen, als von den Logarithmen auf Beiſpiele 
anzuwenden ſuchen. 





—=683; eben fo iſt 











III. Abſchnitt. 


“ Einige aus der Combinationslehre. 


$. 245. 


Mehrere Dinge nach angegebenen Bedingungen neben einan- 
ber fiellen, heißt diefelben combiniren im weiteflen Sinne biefes 
Worted. Jedes folhe Ding wird ein Element, und ein Verein 
von an einander gereihten, combinirten Elementen eine Complerion 
(Gruppe) genannt. So konnen Buchftaben, Syiben, Wörter, Saͤtze, 
Zahlen, Perfonen, Karten, Farben, Eigenfchuften, u. dgl. neben 
einander gebacht ober wirklich geſetzt, folglich combinirt werben. 

Die Wiffenfchaft, welche gegebene Dinge nad) vorgefchriebe- 
nen Bedingungen folgerecht zufammenftelen oder am einander 
reihen, d. i. combiniren lehrt, heißt die Combinationslehre. 
Ihr Nutzen verbreitet fich nicht blos über die gefammte Mathema- 
ti, fondern auch über viele antere Gegenftände menfchlicher For: 
fhungen. Wir werden und jedoch hier blod auf das Nothwen- 
digfte befchränten, daher nicht fowohl die georbnete Aufftelung der 
Complexionen, fonbern vielmehr nur die Beftimmung der Anzahl ber, 
gewiffen Bedingungen entfpredhenden, Complexionen einer gegebenen 
Menge von Elementen lehren. *) 


$. 246. 
1. Das Permutiren. 
Gegebene Elemente permutiren ober verfegen heißt, . 
fie auf alle möglichen Weiſen in beliebiger Ordnung an einander 
reihen. Jede folche Complerion wird eine Permutation (Wer: 
fegung) genannt. 

1. Soll man zuvörderſt von einer gegebenen Menge dur rs 
auß ——— Elemente die Anzahl ihrer moͤglichen 
Verſetzungen beſtimmen; fo fei na die gegebene Anzahl dieſer Ele⸗ 
mente, und 2, ftelle die zu fuchende Anzahl ihrer fümmtlichen Ver: 
fegungen vor. Sondert man nun in Gedanken irgend eines ber 





*) Ausführlihere Belehrungen bieten: v. Ettingshaufen’s combinatorifche 
Analpyfis, Thibaut's Grundriß der allgemeinen Arithmetik. 
25 * 
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gegebenen Elemente ab, und verfegt die Übrigen a —ı Elemente 
auf alle möglichen Weiſen; fo ergeben fich, ber von und gewählten 
Bezeihnung gemäß, P,-ı Permutationen von a—ı Elementen. 
Sept man fofort noch jenes vorher abgefonderte Element in allen 
biefen P. . Permutationen auf jebe Stelle, bie es einzunehmen 
vermag, fo erhält man aus jeder foldhen Permutation von a — 1 
Elementen, weil in ihr das hinzutretende ate Element nicht nur 
vor jedem ihrer a— 1 Elemente, fondern auch noch hinter bem 
legten fliehen kann, folglid a— 1-1, d.i. n Pläße einzunehmen 
vermag, n neue Permutationen zu n Elementen, daher aus allen 
P,_ı Bermutationen im Ganzen nP,_, Permutationen, welde 
zugleich nichts anders ald ſämmtliche P, Permutationen der gege⸗ 
benen Elemente find. Demgemäß ift P, = nP.-ı- 

Erwägt man überdies noch, daß ein einziges Element nur ein 
Mal 'angeſetzt werben kann, fo hatman P, = 1. 

Zu Bolge diefer zwei Gleichungen iſt ſonach für n==32,8,4,5,... 


P, = 2P, = 1.3, 
P, =8P, =1.2.8, 
Pk, =4P, =1.2.8.4 
P,=5PR,=1.2.8.4.5, 
und allgemein 
(1) P,k,=1.2.83.4...n 


Die Anzahl aller möglihen Berfegungen von n 
durchgehends verfhiedenen Elementen wirb dem 
nach buch das Product 1.2.3.4... .n angegeben. 

3. B. Die bei einer adytzehnpfündigen Feldfanone eingetheil- 
ten 12 Kanoniere können ihre Nummern und beziehungsweife Ber 
richtungen auf 1.2.8.4.5.6.7.8.9.10.11.12 = 479001600 
verſchiedene Weiſen unter fich vertheilen. — Mit den neun bebeuten- 
ben Biffern laffen fi 1.2.3.4.5.6.7.8.9 = 362880 verfchie 
bene neunziffrige Zahlen fchreiben. 

DT. Benn aber unter n Elementen a gleiche, 
ferner 5 andere gleihe, dann noch c andere gleiche, 
u.f. mw. vorfommen, bie übrigen aber verfchieben find, fo denke 
man fich anfänglich alle Elemente verfchieben,, und ihre gefamm- 

ten 1.2.3... . n Berfegungen dergeſtalt in Partien abgetpeilt, 
. PT 7 
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daß bie Complexionen jeber folchen Partie fi blos in ber Anorb- 
nung jener, einſtweilen als verfchieben betrachteten, a Elemente 
von einander unterfcheiben, während in ihnen alle übrigen n— a 
verſchiedenen Elemente genau biefelben Stellen in der nemlichen 
Drbnung einnehmen. Jede Partie erhält hier fo viel Somplerionen, 
als genannte m Elemente Berfehungen zulaffen, nemlich 1. 2. 8...4; 
daher ift die Anzahl der Partien = ®. Laͤßt man nun 
die a Elemente wieber einander gleich fein, fo werben auch alle Com⸗ 
plerionen einer Partie völlig gleich; folglich behält man nur noch 
fo vie verfchiebene Verſetzungen, als Partien vorhanden find. Die 
Anzahl der Berfegungen von „ Elementen, unter benen blos a 


gleiche vorfommen, wird daher durch a audgebrüdt. 
Kommen außer ben angeführten a gleichen Elementen noch 3 an. 


a 
dere gleiche Elemente vor, fo denke man fie ſich vorläufig auch ver⸗ 
ſchieden, und die Verſetzungen der Elemente‘, wor⸗ 
unter a gleiche find, ebenfalls fo in · Partien abgetheilt, daß jede 
von ihnen nur ſolche Complexionen in ſich faßt, in denen blos die 
vor der Hand als verſchieden gedachten 5 Elemente in ber gegen- 
feitigen Stellung ſich unterfcheiden, während die noch übrigen 
»—a—b Elemente ganz biefelben ae inne haben. Auf diefe 
Weite erhält man wieder 1.2.3... 5 Complexionen in einer 
Partie, folglich BER FR Partien. Laͤßt man num ben 
zwifchen den 5 Elementen fingirten Unterfchieb wieber verſchwin⸗ 
den, fo behaͤlt man nur mehr fo viel verſchiedene Verſetzungen, als 
Partien vorhanden find; und deßwegen geftatten 4 Elemente, 
unter denen ſich a gleiche und 4 andere gleiche befinden, 
a n 5 verfchiedene Verfegungen. — Die Wieder⸗ 
holung berfeiben Schlügle lehrt, daß die Anzahl der Werfekungen 
von a Elementen, unter denen a gleiche , 5 andere gleiche, ec wieder 
andere gleiche, u. ſ. w. vorlommen, burd) 

1.2.8 9 . 
(2) g —— ausgebrädt wird. 
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| Hiebei mag nod) bemerkt werden, daß, wenn man biefen Aus⸗ 
druck als die allgemeinfte Form der Verſetzungszahl von n Ele 
menten anfehen will, in den Fällen, wo einer ber Buchſtaben 
a, 6, €, + - . gleich Null geſetzt werben ſoll, von ben Producten 
1.2...0, 12...d, 12... Cyeo 

das betreffende aus dem Nenner wegzulaffen, ober was dasſelbe ifl, 
gleich 1 anzunehmen fommt. 
BB. Mit 8 geltenden Ziffern, unter denen 3 gleich find, 


1.2.3.4.5.6.7.8 
wie 2, 2, 2, 5, 6, 7, 8,9, fönnen — 77 — 


= 4.5.6.7.8 = 6730 verſchiedene Zahlen geſchrieben werden. 
Sollten darunter noch zwei andere gleiche Ziffern vorkommen, wie 
unter den Biffern 2, 2, 3, 5, 6, 6, 8, 9, fo würden ſich blos 
1.2.3.4.5.6.7.8 6720 

—13.83X1Iı "—ı = 8360 verfchiedene achtziffeige Zah⸗ 


len ergeben. Die 6 Sefähüke einer Batterie, von denen 4 Kano⸗ 


1.2.8.4.5.6 
nen und 2 Haubigen find, könnten in 12X12.347 15 0: 


fchiebenen Sruppirungen in einer Front aufgeftellt werben. 
$. 247. - 
2. Das Combiniren im engeren Sinne 
Werden von mehreren Elementen zur Bildung von Comple⸗ 
zionen nicht alle, fondern nur einige verwendet; fo ergeben fich 
Combinationen im engeren Sinne, und zwar von der fo 
vielten Elaffe, als Elemente in eine Somplerion aufgenommen 
werben. Die Combinationen ber erften, zweiten, dritten, vierten, 
fünften Claſſe werben auch Unionen, Binionen (Amben), Ternio⸗ 
nen (Xernen), Quaternionen (Quaternen), Quinionen (Quin⸗ 
ternen) genannt. Erfcheint in den Combinationen kein Element 
öfter als ein Mal, fo find fie Combinationen ohne Wie 
berholungen, während fie im Gegentheile Gombinationen 
mit Wiederholungen heißen, wenn jebes Element in den 
Combinationen auch mehrmal, jeboch nicht öfter, als die Claffe der 
Sombinationen geftattet, vorkommt. 
J. Bill man die Anzahl aller aud n Elementen 
fid) ergebenden möglihen Gombinationen zur mten 
Claſſe ohne Wiederholungen erg fo denke man 


> 
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fih von diefen » Elementen alle möglichen Verſetzungen, deren 
_ Anzahl 1. 2.8... 2 iſt, gebildet, und dergeſtalt in Partien geord⸗ 
net, daß in den Verſetzungen einer jeden Partie die erſten m Ele⸗ 
mente die nemlichen und auf diefelbe Weiſe geftelt feien, folglich 
in jeder einzelnen Partie bie aus ihren m Anfang&-Elementen befle- 
hende Gomplerion burchgehends biefelbe bleibe. Jede ſolche Partie 
begreift dann in fich eben fo viel Verſetzungen, als wie oft die äbri« 
gen, n—ın Wlemente unter ſich verfeßt werben Tönnen, nemlich 
1.2.8...(n— m). Verfegungen; mithin iſt die Anzahl der Par: 
tin = em Hebt man hierauf von jeber Partie 
die in allen ihren Berfegungen vorkommende Complerion der m er: 
1.23... 
1.2... —m) 
plerionen gewiß alle Combinationen der gegebenen » Elemente zur 
ten Claſſe. Wenn nun auch noch biefe Gomplerionen auf bie 
Weile in Abtheilungen gebracht werben, daß jede derfelben nur 
ſolche Complexionen enthält, in denen bie nemlichen Elemente, 
jedoch in allen möglichen verfchiebenen Stellungen vorkommen; 
fo befteht jede derlei Abtheilung aus fo viel Eomplerionen, als 
wie viel Mal ſich die in ihr erſcheinenden ım Elemente verſetzen 
laffen, nemlich aus 1.2.8... Complerionen, und daher iſt die 
Zahi dieſer Abtheilungen = 1 4—— na Da 
endlich bei ker Bildung von Combinationen zu irgend einer Claſſe 
nicht auf die Stellung der Elemente anlommt, folglich Eombinatio- 
nen, welche einerlei Elemente, jedoch) in verfchiebener Ordnung beſi⸗ 
gen, für gleich gehalten werben, fo iſt die Anzahl der verfchiedenen 
Gombinationen von den gegebenen ra Elementen zur sten Claffe nur 
fo groß als die Anzahl der zulegt gebildeten Abtheilungen. Mithin 
ift die Anzahl der möglichen Gambinationen von u 
Elementen zur mten Claffe ohne Wiederholungen 
1.2.8...n 
(8) = 1.2... a —m)X1.2%...m 
Shreibt man dieſen Ausbrud, da weber na noch n — m größer 
als n if, in 5 des Formen 


ſten Elemente hinweg, fo enthalten biefe Eom- 
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1.2.8. m mtl): .(a —Dn 


122. .Beo.m. Berg . 
EN m: 


Nenner biefee Brüdge durch 1.2.8...(n— m), md 1.2.8... m, 
fo Iäßt fich die gefuchte Anzahl von Eombinationen auch durch 


1 — | 
(4 nn — = en . (n — m+ 2 ober durch 


(m I) Im - 2) ... en —_ Dan 
(3) 1.83.3...(8— m) 


fen Ausbrüden wählt man euro ben erften oder zweiten, ie 
nachdem za Heiner ober größer ald = ZRiſt; fü 3 — werden 


beide Ausdrüde einerlei. 
3. B. Aus den 90 Nummern der gewöhnlichen Zahlenlotterie 





und dividirt den Zaͤhler und 


ausbeüden, Von Die 





| 90.89 90.89.88 
tönnen "Tg = 9005 Amben, Tg 5° = 117489 Remen, 
90.89.88: 87 Ä 90.89.88. 87. 86 


734 * 2555190 Quaternen, - 133735" = 
489492368 Quinternen zufammengeftellt werben, wären 5 aus ih- 








.3 
= 10 


4.5 
nen heraus gezogene Zahlen nur — 1, >10 Amben, er 5 


Ternen, — 5 Quaternen, ui = Quinterne 
geben. — In den Paragraphen 282 und 244 lernten wir, daß von 
den 5 Größen a, d (ober g), n, L, s, welche bei arithmetifchen und 
geometrifchen Reihen gewöhnlich betrachtet zu werben pflegen, immer 
2 ſich finden laffen, wenn die übrigen 3 befannt find. Da nun von 


5 Größen 3 auf 2 == 10 verfchieben: Weifer gegeben wer: 
den können, und durch fie jedes Mal 2 Größen beftimmt find; fo 
vermag man in Allem 2 . 10 = 24 verſchiedene Fragen in Abfiht 
auf erwähnte 5 Größen zu flellen. 

Wegen des häufigen Vorkommens des Außdrudes (4) in fehr 
vielen mathematifchen Unterfuchungen pflegt man r% Kürze wegen, 
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vielleicht am beiemften, darch das Symbol (Sinnbild, Beichen) 
n,); welches man kurz „u über m” leſen Tann, barzufleien, 


Daher fol in der Folge flets | 
(6) n\_n(a—1Xn—2)....(n—m+I1) 


mST{ 1.2.8..... 
gehalten werben. Aus der Gleichheit der Ausdrücke (4) und (5) 
folgt demnady auch noch 
(7) ” „ER (n—2) ....Gm+D 


. L. 2. 3.... (2- ) 
welche Gleichung, da ber letzte Factor m1 im Zähler auch 


durch na — (n—m) +1 dargeſtellt werden kann, nichts anders 
iſt als em) , fonach hat man 
(8) m * m j 

N. Soll die Anzahl der aus no Elementen mög- 
lien ECombinationen zur mten Claſſe mit Wieder 
bolungen, wobei m jede beliebige pofitive ganze Zahl vorftellen 
kann, gefunden werben, fo bezeichne man dieſe Anzahl von Combi⸗ 
nationen einflweilen durch das Symbol Ca, und denke fi aus 
jenen n Elementen alle möglichen Gombinationen der nächfl niebri- 
geren m—Iten Glafje gleichfalls mit Wieberholungen aufgeftellt, deren 
Anzahl fomit durch C. zu bezeichnen fein wird. Sofort verbinde 
man mit jeber biefer Ci_, Gombinationen nicht nur jedes der gege⸗ 
benen » Elemente, ſondern auch noch jedes ihrer eigenen m—ı Ele: 
mente; dadurch erhält man zuerfl al, ,, und dann (m—1) C.-ı, 
folglich im Ganzen (n-m—1) O. Complexionen, unter denen 
jede mögliche Gombination der » Elemente zur mten Glaffe nothiwen- 
big m Mal vorkommt. Denn dem vorgezeichneten Verfahren gemäß 
ift fie, wegen jeder in ihr etwa enthaltenen Gruppe von p gleichen 
Elementen, y Mal entftanden, weil fie, nach Abfonderung eines 
jeden dieſer 9 Elemente, eine m—ı ſtellige Complexion zurüdläßt, 
weiche dieſes Element p— 1 Mal enthält, und gewiß in obiger 
m—iten Combinationsclaſſe erfheint. Diefe wurde aber mit dem 
abgefonderten Elemente ein Mal, in fo fern es unter ben gegeber 
nen 4 Glementen uorfemmt, und p—ı Mal, in fo fern es unter den 
eigenen p— 1 gleichen Elementen der m — ı fteligen Complexion 
begriffen if, alfo in Aller I-Hp—1, d. 1.p Mal verbunden. Da 
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biefes eben fo von jebem andern Elemente, felbfi dann, wenn es 
nur ein Mal in einer Gomplerion vorkommt, folglidy die obige Zahl 
p auf ı ſich rebucirt, gefagt werden kann; fo erhält man jebe 
Eomplerion der ꝓten Claſſe fo oft, als wie viel Elemente fie befikt, 
nemlich m Mal. Man hat demmnachm (. = (nm —U C._., „und 
hieraus C, Lan. = _. 

Läßt man hierin den Elaflenzeiger = nad) und nad) um eine 
Einheit abnehmen, oder almäligin m—1,m—2,...,8, 2, 1, über 
gehen, und erwägt man, daß die Anzahl der Combinationen von a 
Elementen zur erften Elaffe offenbar » ift, fo gefellen fich zu obiger 
Gleichung noch die folgenden: 








= — 
28 
Ca 
® U} “ [2 Fi ® e ‘ 
G = tl. 
n 
G =,' 


Multiplicirtt man endlich alle diefe mm Sleihungen mit ein- 
ander, fo erfheint 6. _ Rt DRFD..... (atmU, 


1:2.3....M 
oder nach der in I. gewählten Bezeichnung (6) 
EN (u F 


folglich if die Anzahl aller möglihen Eombinationen 
von a Elementen zur mten Elaffe mit Wiederho 
lungen gleid. 

1 2).... (Kat — 1 
© Z— en "2, oder (m ) 


3.3. Acht von Null verfchiedene Zahlen kann manzu zweien anf 
8.9.10 
1.2 


1 ® 2 ® 8 
auf m 830 Arten, u. f.w. zu Summen ober Produc⸗ 


ten verfnüpfen, wenn fie fich wisberholen dürfen. 


8.9 = 86 Arten, zu dreien auf = 120 Arten, zu vieren 





J 
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$. 248. 
3. Das Variiren. 

Wird aus jeder von mehreren abgefonderien Reihen von Ele- 
menten, auf alle möglichen Weifen, eines zur Bildung von Comple⸗ 
zionen genommen, fo heißt diefe Operation ba8 Wariiren; und 
jede ſolche Somplerion, weldye eben fo viel Elemente in ſich faßt, 
als Reiben vorhanden find, wird eine Bariation genannt. 

Sind n Reihen gegeben, von denen bie erſte p, die zweite g, 
bie dritte r Elemente, u. f. f. enthält, fo laffen fich die p Elemente 
der erften Reihe mit ben g Elementen der zweiten Reihe, da jebes 
Element ber einen Reihe mit einem jeden der anderen verbunden 
wird, zu pg Eomplerionen vereinigen, welche felbft wieder, mit jebem 
der s Elemente der dritten Reihe verknůpft, pgr Complerionen liefern; 
folglich ift die Anzahl der Wariationen fämmtlicher in à Reihen 
vertheilten por .. .. Elemente gleich dem Produkte 
(10) POT.» 
der Elementenmengen diefer Reihen. 3. B. Wultiplicirt man vier 
algebraifche Ausdrücke, welche der Orbnung nad) aus 5, 7, 9, 11 
Gliedern beſtehen, mit einander; fo enthält das (nicht reducirte) 
Product 5.7.9. 113465 Glieder. 

Dat man demnach n Reiben, deren jebe m Elemente in fich 
faßt, fo ift die Anzahl aller möglichen Variationen gleich 
(11) m’. ' 

Beftande z. B. jeder ber eben erwähnten vier Ausbrüde aus 9 
Bliedern, fo enthielte das Probuct 96561 Blieder. 

Sind insbefondere die Elementenreihen unter fich vollfommen 
gleich ober identiſch, fo find die Variationen ihrer Elemente eigent: 
lich nichts anders, als die Permutationen aller Combinationen mit 
Wiederholungen für die Elemente einer einzigen Reihe zur fo vielten 
Glaffe, als wie viel Reihen gegeben find. 

3. 8. mit 5 Biffern, wie 1, 3,5, 7, 9, können 5°=35 
zweiziffeige, 52126 dreizifirige, 5'625 vierziffrige Zahlen, 
u f. f. gefchrieben werben, wenn jebe Ziffer ſich wiederholen dasf. 


Le EEE 
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IV. Abſchnitt. 


Bon den PBroducten binomifcher Factoren und dem bino- 
mifchen Lehrfage für ganze pofitive Erponenten. 


$. 249, 


Beſtimmen wir bie einzelnen Glieder ded aus n zweigliebrigen 
(binomifchen) Factoren beflehenden Probuctes 
(1) Cæ-)ö) (c+0....(stÖ(c-+k), 
fo ſehen wir leicht ein, daß wir dieſe Glieder finden, indem‘ wir 
auf alle möglichen Weifen aus jedem Factor ein Glied herausheben, 
und fämmtliche diefe n Glieder mit einander multipliciven, oder mas 
dasfelbe ift, von den durchgehende aus zwei Elementen beftehen- 
den » Reihen 
2, 4 
x, 6 
2, c 
>» z $) d 
z, k 
alle möglichen Variationen ihrer 2 Elemente aufftelen, und bie in 
einer folchen Variation begriffenen »» Elemente mit einander multiplici- 
ren. Auf diefe Weiſe erhält das Product (1) vermög $. 248 (11) im 
Ganzen 2” Glieder, die ſich aber, fobald n>1 ift, durch folgende 
Betrachtung auch auf eine geringere Anzahl zufammenziehen laffen. 
Das erfte Glied fämmtlicher Factoren iſt nemlich durchaus das⸗ 
ſelbe, und zugleich muß jedes Glied des Productes (1) mit Aus: 
nahme eines einzigen, welche nur aus den zweiten Gliedern ber ge» 
ſammten Factoren befteht, dad erſte Glied eines oder mehrerer Fat 
toren in ſtch aufnehmen, baher ald einen feiner Factoren eine Potenz 
von z enthalien, deren Erponent, weil dad Product (1) aus a Fac⸗ 
toren zufammengefegt ift, hoͤchſtens ns werben kann. Hebt man bem- 
nach aus allen jenen Gliedern dieſes Probuctes, welche bie nemliche 
Potenz von z enthalten, biefe als gemelnfchaftlichen Factor heraus, 
und orbnet die fo gewonnenen Slieder nach den Potenzen von z, 
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von ber nten angefangen bid zur erfien, fallend, und fügt am Schluffe 
noch bad oben erwähnte, die Zahl = gar nicht, oder, wenn man dies 
lieber will, die Potenz z° enthaltende Glied bei: fo rebucirt fich 
das entwickelte Product auf ar Glieder, mit deren ausführlicher 
Beflimmung wir und gegenwärtig befaffen wollen. 

1) Wasdas Anfangsglied oder das die höchfte, nemlich zute 
Potenz von a, enthaltende Glied anbelangt, fo ift dieſes offenbar 
nichts anders als dad Product ſaͤmmtlicher erſten Glieber z 
der  Factoren, folglih = 2". 

3) Das erfie Slied nah dem Anfangsgliede wird 
gefunden, indem man auf alle möglichen Weifen nım von einem 
einzigemw Factor ben zweiten, von allen n—ı übrigen ben erften 
Beſtandtheil zu einem Probucte verknüpft. Da man mm einen ber 
zweiten Beſtandtheile @, 5, c,....:, k aufn verſchiedene Ar- 
ten wählen kann, fo muß das fragliche Glied des zu entwidelnden 
Productes dem Probucte aus der Potenz ="! im die Summe aller 
erwähnten zweiten Beftanbtheile der binomifchen Factoren, alfo 
dem Aus drucke 

Gtb-re+.... +42", 
ober wenn man, um abzulürzen, die Summe 

atbtcH.... +itie=Aı: 
feat, dem einfacheren Ausdrucke Asa" gleich frin. 

3) Zus Bildung bed zweiten Gliebes nach dem 
Anfangsgliede wird man auf alle möglichen Weiſen aus zwei 
Factoren die zweiten Glieder herauſsheben, und fie mit ben erften 
Stiedern der Übrigen a—2 Factoren multipliciten, obet von den 
n zweiten Gliedern a, B, c,....2, k ber Factoren alle möglichen 
2 Combinationen der zweiten Claſſe ohne Wiederholung 
bilden, in. jeder ſolchen Combination die Elemente mit einauber niul⸗ 
tipliciren, und die. Summe aller dieſer Producte, d. i. abrrae+ 
..taktöct.... tier... ik, noch mit der Potem ="! male 
fipliciren. Dadurch wird diefes Glied, wenn man mit A, dia er⸗ 
wähnte Sunme bezeichnet, =Ası”*. 

4) Das dritte Glied nah dem Anfangsgliebe en 
hält man, indem man auf alle möglichen Weifen aus rei Karte 
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ren die zweiten Glieder nimmt, und mit den erſten Gliedern ber 
übrigen n—8 Factoren multiplicitt, oder von fännntlichen 7 zwei⸗ 
ten Gliedern alle möglichen rn? 1 —* 2 Combinationen der drit⸗ 
ten Claſſe ohne Wiederholungen aufſtellt, in jeder Combination 
die Elemente mit einander multiplicirt, und die Summe dieſer 
Producte mit der Potenz =*"*" multiplicirt. Setzt man fofort dieſe 
Summe von Produden = As, fo if das fraglihe Glied — 
As". 

5) Aus dem biöher genommenen Gange biefer Unterfuchung 
Laßt fich leicht exfehen, daß allgemein dad mte Glied nach dem 
Anfangsgliede, nemlich dasjenige, auf welches — wenn man, 
wie es hier gefchehen und in der Kolge noch öfter vorkommen wird, 
die s+ı Glieder des Productes mit den Nummern oder Stellen- 
weifern 0, 1,2,3,4,.... ml, m, mtl, .. . . a bejzeich⸗ 
net — ber Stellengeiger ober die Nummer 7 trifft, nach folgender 
Vorſchrift entwickelt werbe. 

Man nimmt auf alle möglihen Weijen von m Factoren bed 
Productes (1) die zweiten Glieder, unb vereinigt fie durch Multi- 
plication mit einander und mit den erften Glebern = der übrigen 
n—m Factoren, oder was dadfelbe ift, man bildet fämmtliche 
Eombinationen aus den zz zweiten Gliebern der binomifchen Facto⸗ 
ren zur mten Claſſe ohne Wiederholungen, multiplicirt in jeber 
dieſer Combinationen, deren Anzahl, nach $. 347 (4), (5), ent⸗ 

a"n—D) (n—2) ....(a—m+D 
weber durch 1.2.8 ....M 


—-Dn—2)....mtl 
ann 2... (mrl) rn * nm) ? angegeben wird, die Elemente mit ein 
ander, und die Summe biefer Probucte noch mit =". Auf 
disfe Weife ergibt fi, wenn die erſt erwähnte Summe mit A. 
begeichnet wird, das smte, ober, wie man zu fagen pflegt, das 
allgemeine Glied der Entwidlung des Probuce = 
Aut" —- ” 

In der That gewinnt man aus ihm die mit den Nummern 
1,2,8,.... belegten und fchon früher entwidelten Glieder, indem 
man in ihm für m bie Zahlen 1, 2, 3,....febt, weil bie Buch⸗ 


‚ ober 
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flaben Ar, As, As, ....in beiden Faͤllen diejelben Summen vor: 
fielen; ja fogar das Anfangöglied erhält man, wenn man m==0 
nimmt, und 4.S gelten läßt, folglich zugefleht, daß, wenn man 
aus den gegebenen » Elementen fogenannte Nullionen, d. 1. 
Combinationen zur Elaffe 0 ohne Wiederholungen bildet, die Ele⸗ 
mente als Zahlen mit einander multiplicirt, und bie Probucte ad» 
Dirt, das NRefultat für jede Anzahl n von Elementen glei 1 fei, 
und daß in $. 247 die Ausdrüde (8) und (4) felbfi für mo dem 
Ausdrude (5) gleich bleiben, mithin wie diefer in ı übergehen. 

6) Das Schlußglied der Entwidlung des Probuctes, auf 
welches bie Nummer » trifft, ift, wie wir fchon früher nachwieſen, 
das Product der zweiten Slieder ſaͤmmtlicher binomifchen 
Factoren. Auch mit ihm harmonirt obiger Ausbrud 4.2""" des all» 
gemeinen Sliedes, weil felber für mn in A,2 oder A,übergeht, 
welches vermög 5) nichts ander& als das Product fämmtlicher sweiten 
Stieder der Factoren if. 

Durch die bisher durchgeführte Unterfuchung haben wir dem« 
nach die Weberzeugung gewonnen, daß das Product 
3) ata) (ad (z-+re).... (240 (tM= 
2’+Aı2"'+ Aa" + Az 2. α4. 
iſt, wobei die Coefficienten 

Ai, As, Ass» .. Am». . As-15 An 
aus den zweiten Gliedern 
G, b, C,« ..d; k 
ber binomifchen Zactoren de⸗ Vlobucte⸗ gefunden werden, wenn man 
aus ihnen alle mögen Sombinationen zu den Claſſen 
.n—1, 

ohne Wiederholunn ine, "Sie Combinationen, beren Anzahlen 

nn —1) na—1) (n—2) ae —— 
n,ı.g ’ 1.2.8 — J 
ſind, als Producte ihrer Elemente auficht 8* biefe Pdirt. 

Auf dieſe Weiſe findet man. B. _ 

8) (ta) (ce tD=er ta tSDztab, 
(v+a)c+5X2to=er’-a+0tr0z° 
—+(ab-+ac-Hbc)r-+abe, 
(z-}a) (z-+) (rot D=rt+la-+6+cHDe* 
+ (ab-Hac+ad-+öc + bi cd) =" 
u.f.w. (abc+abd-Facd--bed)z-Fabed, 
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) (e-dle Wett) c+ab, 
(zu) (c-b)(e-Ö =r’—(arbte er" 


+(ab+ac+b) z—abe, 
(2-0) (a) -Iec-M=rt— (tr tz 
+ (ab-+ac+ad-+se-Hid-cd)e* 
— (abe+abdacd+bed) z- abeod, 
u. ſ. w. 
$. 350. 


I. Für ſehr viele Forſchungen im Gebiete ber Algebra iſt der Fall 
befonderö wichtig, mo die zweiten Glieder a, 5, c,....1, k 
fänmtlicher »» binomifchen Factoren gleich find, folglich das eben un⸗ 
terfuchte Product in die Binomial-Potenz (s-Ha) übergeht. 
Hier reduciren ſich alle Glieder, aus denen bie Eoefficienten 

4, Ag As, .. An... An-ı3 4. 
zufammengefeht find, auf die Potenzen 

a, ee, a 
und da die Anzahlen jener Glieder 


nn) na-Da—2) mal)... armkD  .ı 


N, 22 ° 1.3.3 1.2....M 
find, fo hat man 


—I NMn—1) . 
4 na, Ar in a, u 248... 
_ na —Dn—2)...(n—m+) _ 
1.2.3....m a 


—1) (n—2).... 1 
_ Kau—1) (m2).... mtl), 





An 


n-2 . 
Demnach ifl 
Dee 


TED ze... 


a -Van—d... 1 
ED nh.. 


+ EN ne sta, 
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worin der Factor von a" 2”"", fobalb m> if, gewöhnlich durch den 


ihm gleihen Ausdrud - a ae . a S 
Die zuerſt von Newton aufgeſtellte Entwicklung jeder durch 

einen poſitiven ganzen Exponenten angedeuteten Potenz eines Binoms 

wird der binomiſche oder Newton'ſche Lehrſatz genannt. 
Beſondere Faͤlle, deren Richtigkeit ſich auch durch ſucceſſive Mul⸗ 

tiplicationen nachweiſen laͤßt, ſind folgende: 

(+0o)'=z’-200 + a, 

(He)’=2’}+3a2'+ Sa’z + a°, | 

(„+a)'=s’+4ies’+ 6a’z’+ Aa’z + a* j 

(s}e)’=2’+5a2'+100’2’+10e’2°+ Satz + a, 

(sta) =z2'+602’+15a’2'+200’2’+150I2’+ 6a’z —+a°, 

u. ſ. w. 

11. Zur beſſeren Auffaſſung des binomiſchen Lehrſatzes unterwer⸗ 
fen wir die Glieder 
2’, na“, in 2,... a na "'z, a” 
der Entwidiung der Potenz tar, "ern Anahln-+1.if, 
noch einer weitern Unterfuchung, welche und Zolgenbes erkennen 
läßt. 

1) Jedes Glied enthält nebft einer Potenz des erſten ſowohl 
als des zweiten Theils des potenzirten Binoms noch einen dritten 
Factor, welcher nicht bloß durch den Erponenten ber Potenz, fon- 
dern auch Durch den Stellenzeiger des Gliedes beſtimmt wird. Diefe 
Bactoren find der Reihe nach 

n(n—)) n(a—1I)(n—2) nl 
RT’ ya.’ Terra 
beißen Binomial:Eoefficienten, und werben den Ergeb: 
niffen unferer bisherigen Unterfuchungen gemäß aus einem der zwei 
gleichen Ausdrücke 

n(n—1)(n—2)....(a—mt1) n(a—1) (n-—2)...(m+1) 
(8), 1.2.3...m 72.2.3... (n—m) 
erhalten, wenn man für m ter Ordnung nad) die 241 Zahlen 
0, 1,2, 8,...n—1,n fept. 

Bega Vorleſ. I, By. j 24 


erfegt wirb. 
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Die Erponenten ber Potenzen ded erften Theild = des Binoms 
nehmen in den nad) einander folgenden Blicdern von dem Erponen- 
ten n bed Binoms felbft ſchrittweiſe um J1 bis 0 ab, während die 

des zweiten Th eild a von O an ſtets um eine Einheit bis zum Erpo« 
nenten n des Binoms wachen. Hiedurch iſt man in den Stand ges 
fest, nidyt nur die Binomial: Coefficienten ber einzelnen Glieder, ſon⸗ 
bern auch die ihnen zulommenten Potenzen der beiden Beſtandtheile 
des zır erhebenden Binoms, fomit dieſe Glieder ſelbſt vollftändig 
zu beftimmen. 

2) Die Anzahl der zu berechnenden Binomial:Coefflcienten re⸗ 
ducirt fich jedoch durch den Umfland, daß die Evefficienten 
der vom Anfange und Ende gleih weit entfernten 
Glieder gleich find, auf die Hälfte. Denny offenbar find bie 
VPotenzen (zta), (a+z)“, in denen bios die Glieder des 
Binoms ihre Plätze vertaufchen, ganz gleich, folglich auch ihre 
Entwidlungen 


u a rn ui a tar. 
— tt — 


nn 


und a’ + na! z TEN 204... 
— — 


don denen jede nur die in umgekehrter Ordnung geföhriebene anbere 
ift, woraus die angeführte Gleichheit der Eoefficienten erhellet. 

Die Richtigkeit diefer Behauptung iſt übrigens auch im der 
Gleichheit der allgemeinen Ausdrüde (6) der Binomial-Coefficienten - 
begründet; denn bietet der erfie diefer Ausdrücke den Coefficienten 
bes zuten Gliedes nach dem Anfangegliede, fo liefert der zweite, weil 
er aus dem erften entfieht, wenn in ihm m in n—ım Übergeht, auch 
ben Coefficienten des n—mten Gliedes nad) dem Anfangegliebe, wel 
ches jedoch, weil in Allem n-1 Glieder vorhanden find, zugleich 
das mte Stied vordem Schlußgliede ift. 

3) Will man, was in vielen Fällen, vorzüglich bei Rechnun- 
gen mit befonderen Zahlen, Tehr bequem ift, ein erfahren, jedes 
Glied mit Ausnahme ded Anfangsgliebes, aus dem unmittelbar 
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vorhergehenden zu beſtimmen, kennen lernen; ſo ſetze man in dem 
allgemeinen Ausdrucke des mten Gliedes na dem Anfangsgliede 
n(n—1)(n—2). ...(n—m+2)(n mL!) 

@ - 1.2.8....(m—i)m = a, 
um dad nächft vorhergehende Glied zu erhalten, m—ı an die Stelle 
von a, woburd man für dieſen Ausdruck 

a(n—1) (n—2)....(n—m+-3) (a—m-+-2) 
(8) 1.9.8. md m) 
findet. Hieraus ergibt ſic das Verhaͤltniß jenes mten Gliedes zu 
diefem m—ıten,, oder bie Zahl, welche angibt, wie oft in jenem 
aaten Sliede dieſes m—ıte enthalten ift, und mit ber man bem- 
nach das m—ıte Glied multipliciren muß, um bad snte zu finden, 


gleich 
s—m-+1 
© — 


zit 1ige-1 


a 
.— 
2 





Schreibt man bier in dem Bruche — - file m die Zah⸗ 


len 1, 2, 8, 4, 5,....n—1,n, fo ergeben fi bie Brüche 

nn ni n—3 n—3 n— 8 2 1 
vater nn n 

deren Zähler von dem Potenz-Erponenten n an bis 1 flet3 um eine 
Einheit abnehmen, während die Nenner von I an bis zu jenem 
Erponenten immer um eine Einheit wachen, und mit denen vondem 
erſten Gliede 2=* angefangen, die nad) einander folgenden Glieder 
fchrittweife,, fo wie noch überdies mit dem unveränderlichen Ber: 


haitniſſe des zweiten Theils des Binoms zum erſten multiplicirt 


werden. 

Bezeichnet man demnach die Glieder, aus denen die entwickelte 
Poten; des Binoms beſteht, mit I, U, DI, IV, .... r bat man 
(10) (=-Fa)'= IHHmHN +. 


und zugleich 
. n—2 a 
I= a*, 0=1- ı, I=0. - 2, Ne , 
u. (.w. 
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Sewöhnlich pflegt man biefen Ausdruck des binomifchen ehr: 
faßes folgender Maßen barzuftellen: 

1 . “ NV 


a Herten em er... 


Suchen wir, um ben Borgang durch ein Beifpiel zu er 
läutern, die Potenz (2-38*)P, fo ift die Reihe der als Multipli- 
3 2 1 
a’ 45 
und dad Verhaͤltniß des zweiten Theils des Binoms zum erften 

33? 
=7°, baher 


5 
catoren zu verwendenden Brüche ; 


5 82? 
=2=33, I=32°7 u —— = 2408?, 


3 
4 3* u 8 30 
—=2408?. - . — =720 'N= 208°. —_ 6 
II=2408 77 sr, ’208 : r = 10808", 


. 2 2 
V=10808®. - . > =8108', VI=8108°.; 2 use, 
und fomit 
(2 +33?) = 88 + 2403? + 720s* 4 10805°-1-8109°-4- 24820, 
4) Aus dem Ausdrude (9) erficht man deutlich, daß in ber 
entwidelten Potenz bes Binoms der Eoefficient Led mten Gliedes 
nach dem Anfangsgliede aus jenem des nächft vorhergehen- . 
den m—Iten Gliedes durch Multiplication mit dem Bruche 
| 13) — | 


erhalten werde. Beachte man "ugleic), daß n—m-1, zu Folge 
des Ausdruckes (8), der in dem m—ıten Gliede dem erften Beſtand⸗ 
theile te potenzirten Binoms zufallende Erponent, und m bie 
Anzahl der dem zu fuchenden mten Gliede vorangehenden Glieder 
it; fo wird der Binomial⸗Coefficient jedes Glie— 
des gefunden, indem man den bed nächſt vorange 
benden Glieded mit dem Erponenten, nah welchem 
in demfelben der erfie Befiandtheil des Binoms 
potenzirt wird, multiplicirt, und durch die Anzahl 
der Glieder, welde dem zu ſuchenden vorgeben, 
dividirt. 





Binomifcher Lehrſatz für ganze poflt. Erponenten. 378 
5) Berner wollen wir noch bemerken, daß der Brud (12) 


fo lange größer als if, al m<n—m+ 1 oder m< sr bleibt, 


daß er ferner file m=n— m} odttm= er, was nur bei einem 


ungeraden Eyponenten n eintreten Bann, im 1 ſelbſt übergeht, und 
daß er dann Meiner als ı ausfällt, fobald n>n—m-- ı ober 


1 
—* wird. Verbinden wir hiemit noch die durch 2) erkannte 


Wahrheit, fo it Hör, dag die Binomial-Eovefficienten vom 
Anfange und Ende der Entwidlung einer Potenz 
eines Binoms herein bis gegen die Mitte in völ'g 
gleihen Schritten wadhfen, und daß daher bei ei. 
nem ungeraden Erponenten des Binoms bie beiden 
mittelften Goefficienten gleih und am größten find, 
bei einem geraden Erponenten aber der mittelfte 
Goefficient felbf der größte ifl. 

6) Die Eoefficienten, welche einer beftimmten Potenz bes Binoms 
zukommen, können aus jenen bir nächfl niedrigeren (deren Erponent 
um 3 fleiner ift) ſehr einfach berechnet werden. Denn ſetzt man (mie 
in $.247,D) in dem allgemeinen Ausdrude der Binomial-Goefficienten 

(% Jean. -n-a+2) amt) 

Mm 8 (mn — Dm 
n—1 flatt n, fo übergeht er in : 
(E eV (a—2) (n—3) ... (a m+1) (n—m) 
2.8... — 1!) m 

Subtrahirt man nun diefen Ausbrud von jenem, fo erhält man, 
nad Derausnahme der ben beiden Ausdrücken gemeinfchaftlichen 
Factoren bie Differenz 


eig 
und fomit it ()=("2' (= 


Es wird demnach jeder Binomial⸗Coefficient einer Potenz eines 
Binoms gefunden, wenn man in ber um einen Grab niedrigeren Po- 
tenz (deren Exponent nemlih um 1 kleiner iſt) den eben fo vielten 
Goefficienten zu dem naͤchſt vorhergehenden addirt. 
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Da nun die Binomial:Eoefficienten der erften Potenz 1, 1 find, 
fo laſſen ſich aus ihnen jene der 2ten, Sten, aten, 5tem, ... Potenz 
durch einfache Addition berechnen und in folgende Tafel bringen. 





Erponenten | Goefficienten 
ılı, ı 
23 1, 2, 1 
311, 8, 8, ı 
1,4, 6, 4, 1 
sl, 5, 10, 10, 5, 1 
uf. w. 


In dieſer Tafel wird nemlich jeder Coefficient erhalten, wenn 
man ben über ihn ſtehenden und ben vor dieſem links befindlichen 
abdirt; z. B. 532241; 10=6--4. 

Anmerkung. Da ſich jedes Polynom auch als Binom dar⸗ 
ſtellen laͤßt, indem man eines ſeiner Glieder zum erſten, und den 
Inbegriff aller übrigen Glieder zum zweiten Theil des Binoms 
nimmt; fo kann man nach Vorſtehendem auch bie Glieder jeder Pos 
ten; eines beliebigen Polynoms entwideln, und hiefür fogar eine 
allgemeine Vorſchrift oder Formel, welche der polynomifde 
Lehrſatz genannt zu werben pflegt, aufflellen, wobei wir jedoch, 
wegen ihrer zu feltenen Anwendung, nicht verweilen. 


—— nenne 


V.Abſchnitt. 


Allgemeine Lehre von der Ausziehung der Wurzeln jeden 
Grades aus befonderen Zahlen. 
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Das Ausziehen einer Wurzel aus einer befonderen Zahl führt 
man gewöhnlich auf die Weife aus, daß man 1. bie Anzahl der 
Ziffern der zu fuchenden Wurzel, dann 2. entweder blos die höchfte 
Ziffer oder mehrere höchfte Ziffern derſelben, und endlich 3. ihre zu⸗ 
naͤchſt folgende Zifſer beſtimmt. 








Burzelziehung aus befonderen Zahlen. 875 . 

As Srundlage ber Befimmungsweife der Anzahl 
der Ziffern, mit benen bie zu fuchende Wurzel gefchrieben wird, 
dient nachftehender Lehrſatz. 

Die ate Potenz einer rziffrigen Zahl beſteht 
höchſtens aus nr und wenigſtens aus nr—n+-1 (oder aus 
mehr als ar —n, aber aus nicht mehr ald ar) Biffern. 

Denn ift a eine riffeige Zahl, fo muß einerfeits, weil die 
Heinfte von folhen Bahlen mit ber Ziffer 1 und r— I nachfolgenden 
Nullen gefchrieben wird, mithin = 10""!ifl, «> 10", und ande: 
serfeitö, weil die kleinſte —1ziffrigen Zahlen aus 1 und r Nullen 
beftebt, fomit 10" ift, und da eine jede Zahl Meiner als jede andere 
mit mehr Ziffern gefchriebene iſt, a<107 fein. 

Hieraus folgt (nach $. 135, Grundfag H 

ZI, <im, 


Da nun 10" mit ar—a--I, 10" aber mit ar + ı 3iffern 
gefchrieben wird, fo hat man, wenn p bie Anzahl Ziffern der Po: 
tenz a* vorftellt, 


Du—ati und p<ar-, 
oder weil bier ganze Zahlen verglichen werben, 
p>nr—n, und pur; 
welches die Ausfage obigen Lehrſatzes in Zeichen darſtellt. 
Zür 22 iſt Pr—ı, p>Iır—, 
Par, p<ar, 
und für „=8 hat man p>3r-2, p>8r—S, 


. p<sr+i, pZ8r. 


So z. B. befteht die Ate Potenz einer 6ziffrigen Zahl wenig: 
fiend aus 2.6—1=11 und höchſtens aus 3.612 Ziffern; bie 
Ste Potenz einer 5ziffrigen Zahl aus 18, 14 ober 15 Ziffern; bie 
7te Potenz einer 2ziffrigen Zahl wenigftens aus 8 und höchftens 
aus 14 Biffern, 
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Sonach iſt es leicht, die Anzahl Ziffern, mit denen eine Wurzel 
einer gegebenen Zahl gefchrieben wird, zu berechnen. Theilt man 
nemlich bie Anzahl der Ziffern, woraus die Zahl ber 
fleht, deren Burzel man fuht, buch den Wurzel 
Erponenten, und rechnet dort, wo ein Reft bleiben 
foltte, dafür im Quotienten um eine volle Einheit 
‚mehr, fo gibt dDiefer fogenannte obere Quotient die ver: 

langte Anzahl Ziffern der Wurzel. 

Denn behalten die eben gebrauchten Buchftaben die ihnen bei- 
gelegte Bedeutung, fo folgt ‚aus den erwiefenen Vergleichungen 


p>ıt—), Per, im Zufammenhange (r—1)n <pZrm, d. h. 


p liegt zwiſchen den zwei unmittelbar nach einander folgenden Viel⸗ 
fachen von n, dem Heineren (r—I)fachen und dem größeren rfachen 
fo, daß es äußerfiend mit dem größern Bielfachen, tem rfachen, 
zufammenfält. Mithin iſt » der fogenannte obere Quotient der 
Theilung von p dur n; und wird daher auch erhalten, wenn man 
p wie gewöhnlich burd na theilt, und falls ein Reſt übrig bleiben 
follte, dafür den Quotienten um Eins erhöht. 

Die hier erflärte Beftimmung der Anzahl Ziffern der 
Wurzel laͤßt fih offenbar ohne Rechnung dadurch ausfüh- 
ren, daß man die Ziffern derjenigen Zahl, deren Wurzel man fucht, 
von der Rechten gegen bie Linke in Abtheilungen (Ela fen) von fo 
viel Ziffern, ald der Wurzel:Erponent Einheiten enthält, abfondert, 
wonach die Anzahl diefer Elaffen, wenn man eine etwa nicht voll- 
zählige höchſte Claſſe doch auch für eine ganze zählt, die verlangte 
Anzahl Ziffern der Wurzel angibt. 

So z. B. befteht die 2te Wurzel ber 7 und Sziffrigen Zahlen 
aus 4; die Ste Wurzel der 18, 14, Löziffrigen Zahlen aus 5; 
und die 5te Wurzel der 6 7, 8, 9, 10ziffrigen Zahlen aus 2 
Siffern. 
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I. Die Beflimmung einer ober einiger höchſten 
Ziffern der Wurzel einer Zahl gründet fich auf folgenden Sag, 
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Läßt man von ber nten Wurzel einer befonderen 
Zahl einige, etwa r, niedrigfte Ziffern, von diefer 
Babl felbft aber eben fo viel niederfte Ziffernclaffen, 
alfo rn niedrigfte Biffern hinweg; fo tft die Zahl, 
welhe von den übrigen höchſten Ziffern der Wurzel 
vorgeftellt wird, bie Wurzel der größten in berjeni- 
gen Babl enthaltenen ganzzahbligen nten Potenz, 
welche aus den oberfiendiffernclaffen jener befonde- 
sen Zahl befteht. 
\ Stellt nemlich @* die Zahl vor, welche Vie r Ichten Biffern 
der nten Wurzel einer befonderen Zahl befikt, wonach « alle 
ganzen Zahlen von O0 angefangen bis an 10" Cdiefe ausgefchloffen) 
bedeuten Tann, unb bilden ihre übrigen höchſten Ziffern die Zahl 
a; machen ferner die r unterften aziffrigen Claſſen ober Die rn End: 
ziffern desjmigen Zabl, deren nte Wurzel verlangt wird, die Zahl a’ 
aus, welche fonach alle ganzen Zahlen von o bis an 10” (mit Aus. 
nahme biefer) vorftellen kann, und bedeutet @ die mit ihren übrigen 
höheren Ziffern gefchriebene Zahl m: fo läßt fi die gegebene Zahl, 
deren nte Wurzel gefucht wird, durch «10” +a‘, ihre nte Wurzel 
aber durch a’10°-+c’ barftellen, und a” ift die größte in a ent: 
haltene ganzzahlige nte Potenz; nemlich es ift 
aa und a<(arD", | 
oder im Zufammenhange a" Za < (a-+ 1)", 
Denn weil Valor +a = al0’-+a' fein fol, muß 
| al0”" +a' = (al0" + a)" werben. 
Nun iſt aber nach obigen Annahmen 
einerfeitd o Z⸗ < 10 
und anbererfeltd 0 < a’ < 10". ' 
Sekt man demnach in ber letzten Gleichung 
für a’ dad zu Große, 10", 
und für «' das möglich Kleinfte, 0; 
fo muß dort fiher Größeres als hier zum Vorſchein kommen, alfo 
#10” +10” > (a10’+0)* fein. 
- Geht man dagegen in berfelben Gleichung 
für a’ daB möglich Kleinfte, 9, 
und für m’ das zu Oroße, 10°; 
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fo muß dort fiher Kleineres als hier zum Vorſchein kommen, 
felgih a0” +0 <(al0 +10)" fein. 

Theilt man nun in beiden lebten Ungleichungen die beiden 
Geiten durch 10”, fo ift 

a+1>a" oder aZ> a, nd a< (ar), 
ober im Bufommenhange a Z a < (a +1)" 
und Dadurch unfere Behauptung gerechtfertigt. 

I. Sonbert man daher die Ziffern einer befonderen Zahl, 
beren nte Wurzel zu fuchen ift, von der Rechten gegen bie Linke 
(etwa durch verticale Striche) in Claſſen von n Ziffern ab, wobei 
übrigens bie höchſte Claſſe auch weniger Ziffern enthalten kann; 
fo enthält die Zahl, welche aus einigen höchſten Claſſen ber gege⸗ 
been Zahl befteht, keine höhere ganzzahlige ate Potenz im ſich, 
als die Potenz derjenigen Zahl, welche aus eben fo viel hoͤchſten Zif⸗ 
fern der nten Wurzel zufammengefegt ift, als wie viel Claſſen jene 
Zahl befikt. -— Insbeſondere ift ſonach die höchſte Ziffer der 
nten Wurzel einer Zahl die Wurzel der größten im ihrer höchſten 
Claſſe enthaltenen ganzzahligen nten Potenz. 

Man kann demnach 1,2, 3, 4, .. hoͤchſte Ziffern ber 
nten Wurzel aus einer gegebenen Zahl finden, wenn man ſaͤnumt⸗ 
liche 1, 2, 3, 4, . + » ziffrige Zahlen zur nten Potenz erhebt, und 
biefe Potenzen mit jener Zahl vergleicht, die aus 1, 2,.3, 4,... 
höchften Claſſen der gegebenen Zahl befteht. Diejenige der poten⸗ 
zirten Zahlen nun, deren nte Potenz in diefer von 1, 2, 8, 4, ... 
hoͤchſten Claſſen gebildeten Zahl noch eben enthalten ift, fo daß bie 
felbe Potenz der nächft größeren Zahl jene Zahl bereits überfteigt, 
bietet die gefuchten 1, 2, 8, 4,... höchſten Ziffern der Wurzel dar. 

Diefe Beftimmung ber höchſten Ziffer oder einiger höchften Zif⸗ 
fern der Burzeln gegebener Zahlen wird durch die Anwendung 
von Potenztafeln, wie die im Anhange befindlihen Tafeln D., 
II, IV, bedeutend erleichtert. So 5. 3. wird man finden, daß, 
wenn bie beiden höchften Claffen einer Zahl, deren 6ſte Wurzel zu 
fuchen ift, die Zahl 455914|181645 ausmachen, 87 die von ben 
beiden hoͤchſten Ziffern diefer oſten Wurzel gebildete Zahl if. 

IM. ®ir wollen noch darauf aufmerkfam mahen, daß aus 
ber obigen Vergleihung a < (a +1; welche (vermög $. 250) 
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s an—1 
auch in der Form a <a na”! + m at... +na+l 


angeſetzt werben kann, ba noch ofeiheiig a a> a”, alfo a—a” yofitiv 
a(n—ı1) 
1.3 





iſt, auch aa <nat! + tr... +narl, oder 
weil bier nur ganze Zahlen vorkommen, 


m 
l. 





a Znan!+ at... P na folgt. 


Laͤßt man ferner oͤ eine name Zahl bedeuten, welche einer ald 
il, ſo muß cörı, mithin MICHI)" fein. 
Bird dies mit a > a" verbunden, ſo fällt 


a 


wird auch 
Pan E77 au PR Lee 


—— ö... noͤ 31 aus, fomit 


°+..+nö+1,0derweili>oift, a. 


5° > 29! + —— nun — ni... +nl 
Berfuht man aber bei der Ermittlung einigen, 
etwa r, höchſten Ziffern der nten Wurzel einer Zahl, für die 
von ihnen vorgeftellte Zahl nach und nah immer größere und 
größere Zahlen, die überhaupt durch © angedeutet werden mö⸗ 
gen, erhebt fie zur nten Dotenz, und zieht diefe von ber durch eben 
fo viel, nemlich r höchfle Claffen der gegebenen Zahl ausgedrüdten 
Zahl a ab; fo ift der entfallende Reſt a—oͤ jedenfalls größer, als 
nr nz * 


ſo lange die angenommene Bahl 5 noch zu Bein iſt. Erreicht aber 
enblich dieſe Zahl oͤ die rechte Größe =, fo fällt der entfprechende 
Reſt aa. nicht mehr größer (fondern entweder fo groß oder 
Heiner) aus als der gleichgeftaltete Ausdruck 

Pa —ı 


— ⸗ +..+n6, 


na! + arte... P no. 


Eine noch weiter Vergrößerung von oͤ wuͤrde endlich zu Yoten- 
zen führen, welche a bereits überfleigen. 


v 
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Bei dem Ausziehen der zweiten Wurzelifin=2, alfe 
a—-6'>25 und a—a! 20; | 
folglich iſt die als Wurzel zu verfuchende Zahl 5 fo lange zu Mein, 
als der Reſt a —S* noch größer als 25 ausfällt, und die wahre Zahl 
a erkennt man daran, daß ber Reſt a— a? ſchon nicht mehr größer 
als 3a wird. ‚ 

Für das Ausziehen ber dritten Wurzel bat man 
n = 8, baher 

| a—-85°>85°+35 und a—a’ Z3a! + Se, 
und fomit ift die für die Wurzel gewählte Zahl & fo lange zu Hein, 
als ver Reſt a— 5°? noch größer als 86?+85 = 35(ö+1) if, wäh- 
send jene Zahl a die rechte ift, bei welcher der Reſt a—«a? fchon 
nicht mehr größer als 3a? + 3a = Sala +2) ausfällt. 

$. 254. 

Bei der Verwendung ber bereits berechneten Ziffern ber Wurzel 
einer befonderen Zahl zur Befimmung ihrer naächſt lommen- 
ben Ziffer hält man fih an folgende Vorſchrift. Man erhebe 
die von den ſchon berehneten höchſten Wurzelziffern 
gebildete Zahl a zur Potenz des Wurzel-Erponen- 
ten n, und ziehe diefe von derjenigen Sahl a ab, 
weldhe aud eben fo viel höchſten Elaffen der vor 
gelegten Zahl befteht, als wie viel folder Wurzel 
ziffern belannt find Dem Reſte a—a" hänge man 
schts die nähft folgende Biffer 5 der gegebenen 
Zahl an, theile den fo vergrößerten Refl (a—a)10+5 
durch na!, nemlihb durch dad Product aus dem 
WBurzel:Erponenten n und ber um einen Grab nie 
dbrigeren n— Iten Potenz des fhon befannten Bur 
zeltheild a; und nehme für die nähft Fommende 
Ziffer ber Wurzel den entfallenden ganzzahligen 
Antheil g dieſes Quotienten, fo oft er nit größer 
als 9 if; feße jedoch, falle er größer als 9 au 
fiele, 9 für die geſuchte Biffer B en, da diefe höch⸗ 
ſtens 9 werden kaͤnn. 

Um uns von ber Nichtigkeit dieſes Rechnungsverfahrend zu 
überzeugen, fei y diejenige Zahl, welche von den, ber Ziffer B fol⸗ 





Vurzelziehung aus befonderen Zahlen. 801 
genden niedrigeren, r—ı Wurzelziffern gebiltet wird, und e bie 
Zahl, welche aus den, nach der Ziffer 5 der gegebenen Zahl kom⸗ 
menden, rn—ı Biffern befteht; fo iſt «10’--B10’""-4-y der Aus⸗ 
trud der nten Wurzel aus der gegebenen Zahl a10"—+-510""'"--c, 
baer (alo+B10'--y=a1l0" 510”! te. 

Nun bat man aber 

(«10’-- BIO’ =[lal0'+B10HY--yP, alfo 

weil y> 0 ift, auch 
> (al0'+Pıo-'%, und 
weil auh > iſt, felbft noch 
> @10"-+na!B. 10”-1, 
wenn man von ber Entwidiung ber Potenz bes vorkommenden Bi⸗ 
noms nur die erfien und hödften Glieder beibehält. Zugleich iR 
e< 10"; baber wenn man in ber Ickten Gleichung den erfien 
heil verkleinert und den zweiten vergrößert 

a0" na 370” < 10” + do 1071. 

Theilt man fofort bieje Ungleihung durch 10”-', fo übergeht fie 

in a10-4ma"!8 <al0-+d-+1, oder, weil die hier verglichenen 

Zahlen ganz find, in a10- na! < Alo 6, woraus 
(“—a)10 +5 

8 2 7 folgt. 

Die verlangte fernere Ziffer B iſt demnach nicht größer als bie 
- ganze Zahl des Quotienten — t3 . 

Da diefelbe jedoch auch nie über 9 fleigen kann, fo muß man fie 
glei 9 annehmen, fo oft biefer gampyahlige Quotient größer als 9 
ausfält. 

Insbeſondere ift bei dem Ausziehen ber zweiten Wur⸗ 
zei bie nähe Ziffer 3 nicht > als bie ganze Baht von 

(«—a)10+ 5 
32 ’ 
und bei dem Auszichen der britten Wurzel {fl 
die nächfle Biffer ß nicht > ald die ganze Zahl won 
(—aN10 +5 
— —. 
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Dem Lernenden wird ed gegenwärtig fehr leicht fallen, aus dem 
bier Sefagten die allgemeinen Regeln für die Ausziehung 
jeder Wurzel aus befonderen Zahlen auf biefelbe Weiſe, 
wie wir fie für die Ausziehung der zweiten ımb dritten Wurzel in 
$. 140 und 145 gegeben haben, wohl geordnet, zufammen zu flellen, 
oder auch, indem er den Erponenten n durch 2 oder 8 erfebt, die 
Richtigkeit des eben citirten Verfahrens bei Dem Ausziehen Ter zwei: 
ten und dritten Wurzeln in voller Allgemeinheit und Strenge nad 
zuweilen. Wir verweilen hiebei nicht, da wir noch in der Zehre von 
den Logarithmen ($.268) ein weit bequemeres Mittel zur Berechnung 
der Wurzeln aus befonderen Zahlen kennen lernen werben. 

Auch möchte e8 wenig Schwierigkeiten machen, bie allgemei- 
nen Regeln aufzuftellen, nach denen jede Wurzel aud einem 
geordneten algebraifhen Polynom gezogen werben 
kann, ba fie ben in $. 137 und 138 von ber Ausziehung der zweiten 
und dritten Wurzel gegebenen ähnlich find. 


VI. Abſchnitt. 
Von den Logarithmen. 


$. 255. 


Wenn man eine und biefelbe, übrigens beliebige Zahl a nad 
einander auf verfchiebene Potenzen erhebt, fo werden bie Erponen- 
ten die Logarithmen der hervorgebrachten Potenzen genannt. 
3. B. Es fia=b, A=c, amd, u. ſ. w., fo iflm ber Loga⸗ 
rithme von 5, a der Logarithme von c, p ber Logaritbme von d, 
und wirb bezeichnet: m=log M, n=log c, p=log d. Und fo 
ift der Logarithme einer jeden andern Zahl derjenige Erponent, 
auf weiden .a erhoben werben muß, bamit wo möglich. f zum 
Borfchein komme. 

Vermag man bie Logarithmen aller Zahlen zu beſtimmen, indem 
man immer nur diefelbe Zahl a erhebt, d. h. Laffen ſich alle Zahlen 
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als Potenzen einer und der nemlichen Zahl a darſtellen; ſo erhaͤlt 
man ein logarithmiſches Syſtem, bei dem die Zahl a die 
Grundzahl genannt wird, weil fie den einmal angenommenen 
Werth befländig beibehält, und das Syſtem gleichfam auf derſel⸗ 
ben erbaut wird. 

$. 256. 

Es fei nun auh A"=g, A'=r, As, uf. w.; fo hat 
man wieder ein logarithmifches Syſtem, von dem A die Grundzahl 
und alfo m=log g, n=log r, und p=log s ifl. Iſt nun A=a, 
fo it wegen a" —=5 auch 5=g, wie auhc=r, d=s, u. ſ. w. 
($. 185, Srundfag D, und man hat eben dasfelbe Syftem. Sft aber 
Avon a verfchieden, fo find e3 zwei verfchiedene Syſteme und auch 
bie Zahlen d, c, d find von g, 1,8 verfchieden, dad heißt: 

Gleiche Zahlen haben in einerlei Syſteme aud 
gleide Logarithmen, und in verfhiedenenSyftemen 
verfhiedene Logarithmen. Und umgekehrt : gleichen 
Logarithmen entſprechen in einerlei Syſteme auch 
gleiche Zahlen, und in verſchiedenen Syſtemen ver⸗ 
ſchiedene Zahlen. 

8. 467. 

Die merkwürdigſten allgemeinen Eigenſchaften 
der Logarithmen ſind folgende. 

1) Man ſetze in der Gleichung a den Exponenten m 0, 
fo iſt (vermög $. 126) 5=1, und alſo O=log 1; daß heißt: in 
jedem Syfleme ift der Logarithme von 1=0. 

2) Segt man aber m=1, fo ift d=a, und alfo 1=log a, 
nemlih in jedem Syſteme iſt der Logarithme von ber 
Grundzahl=ı. 

3) Nimmt man die Grundzahl a reell und poſitiv, dabei 
größer als 1, ober fur; a >1 an, fo ift (vermög $. 123, I) 
5>1, wenn m eine pofitive Zahl, und (vermög $. 127) 5<1, 
wenn m eine negative Zahl bedeutet, zugleich aber auch 5 reell und 
pofitiv; dad heißt: in jedem logarithmifhen Syſteme, 
dbeffen Grundzahl reell, pofitiv und größer als 1 


ift, find die Logarithmen der reellen pofitiven Zah— 


len au. der Eins — 
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4) Wäre aber die Grundzahl a reell, pofitiv und Heiner als 1, 
fo iſt (vermög $. 128, D 5<<1, .wenn m pofitiv; und (vermög 
$. 127) 5> 1, wenn m negativ und, auch hier 5 reell und poſitiv if; 
nemlich: in jedem logaritbmifchen Syſteme, beffen 
Grundzahl reell, pofitiv und kleiner als ı ift, find 
die Logarithmen der echten reellen pofitiven Zahlen 


t ofitiv 
über tr Eins — 


Da es nun, wie in der Folge deutlich zu erſehen ſein wird, 
winfchendwerth bleibt, die Logarithmen der reellen poſitiven Zah⸗ 
len reell, und zugleich die der ganzen Zahlen poſitiv zu erhalten; 
fo ſieht man hieraus, daß es am zweckmäßigſten iſt, für 
die Grundzahl eine reelle poſitive Zahl, welche grb⸗ 
Ber als ı ift, anzunehmen; hiedurch erhalten nur die reel⸗ 
len pofitiven "Zahlen reelle Logatithmen, die Logazithmen ber ne 
gativen Zahlen hingegen werben dann unmöglid, (imaginär); zus 
gleich find die Logarithmen aller die Einheit überfleigenden 
Zahlen pofitiv, während die Logarithmen der unter der Ein- 
heit Tiegenden Zahlen negativ außfallen. 

Im Verlaufe unferer weiteren Unterfuchungen über bie Loga⸗ 
rithmen wollen wir daher fletd nicht nur die Grundzahl, welche 
zu verſchiedenen Potenzen erhoben werden fol, reell, pofitio unb 
größer als 1, fondern aud bie Erponenten (Logarithmen), nad) 
benen fie potenzirt wird, wenigftens reell, wenn auch ſowohl po⸗ 
. fitio als negativ annehmen, wonach die hervorgebrachten Poten⸗ 
zen (die Zahlen) gleihfalld immer reel und pofitiv, jedoch bald 
größer, bald Meiner als 1 auöfallen. Wir machen diefe Bemer⸗ 
fung bier ein für alle Mal, um in ber Zolge bie Beiwörter: 
reell und poſitiv unterbrüden zu können. 

Bei diefen Einfchränkungen nun ift es leicht, die Möglich. 
feit nahzumeifen, jede Zahl als Potenz einer ande 
ren barzuftellen, ober ihren Logarithmen zu beflimmen, wenn 
die letztere als feine Grundzahl angenoınmen wird. Denn iſt a 
eine beliebige Zahl, gleichviel ob größer oder Meiner als 1 (jedoch 
nie 1 felbft, weil 1 potenzirt Beine andere Zahl als wieder 1 felbfl 
gibt), und bildet man alle ihre durch ganze Cpofitive ober nega- 
tive) Exponenten angegebenen Potenzen 
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... 4cꝰ, at, tat, 402, at, as, aẽ, at, a* ... 
welche in dieſer Ordnung fortwährend ſteigen ober fallen, je nach⸗ 
dem a> 1 oder < 1 ift, fo muß jede andere Zahl d ſelbſt, fo wie 
auch jede ihrer gleichfall8 nach ganzen Erponenten gebildeten Potenzen 
ee, 
alfo allgemein die Potenz 5, wenn p eine beliebige ganze Zahl 
vorſtellt, entweder mit einer der obigen Potenzen von a, z. B. wenn 
n gleichfalls eine ganze Zahl andeutet, mit a* völlig übereinkom⸗ 
men, ober zwifchen zwei unmittelbar nach einander folgenden Po- 
tenzen von a, wie a' und a't, liegen. 


Im erfien Falle it Saë, und daher 5= af; folglich if, 
wenn m den Erponenten, nach welchen man die Grundzahl a poten: 
ziren muß, um die Zahl & zu finden, oder den Logarithmen ber Zahl 
d für die Grundzahl a vorftellt, fomit, wenn allgemein = u” ge- 


feßt wirb, der gewünſchte Logarithme m = 5. 
Im zweiten Kalle aber, wo 5° zwifchen a" und at! zu 
a a,ı 
liegen kommt, muß auch 5 oder a® zwifchen ar und ar" r, folglich 


> + r liegen. Man kann demnach für ben 


zu fuchenden Eogarithmen m immer zwei rationale Zahlen r und 


m zwiſchen 5 und 


5+ r finden, welche nur um -, von einander verfchieben find, 
zwiſchen denen jener Sogarithme liegt, und von denen er baher ein« 


zeln um weniger als I ia fogar von demjenigen, dem er näher 
liegt, um weniger als „= * abſteht. Da ſich nun bie Zahl p ganz 

, 1 
nach Belieben vergroͤßern, ſolglich der zwiſchen und + p 
beflebende Unterfchieb re fo weit man ed immer wünfcdhen mag, 
verkleinern läßt; fo Tann man, wenn man für den verlangten &o: 
garithmen ma willkürlich eine der zwei Zahlen R und 5 +, 

Vega Borlef. I. 8h. 25 
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annimmt , ben .biebei unvermeidlichen Fehler jedenfalls unter 


2» ja fogar, wenn man bie an ihm näher liegende biefer beiden 


Zahlen ermitteln kann, unter * herabbringen, ſomit auch immer 


dieſen Logarithmen von 5 mit jeder verlangten Schärfe, wenn 
glei in den meiften Faͤllen nicht völig genau, beſtimmen. 

Hiezu läßt ſich noch beifügen, daß, wenn (was wir fortan im- 
mer yorausſetzen wollen) bie Grundzahl @ größer als 1 ift, auch, 
je größer die Zahl ift, deſto größer der dazu gehörige Logarithme 
ausfällt; weil dann 5 in der Gleichung ar 6 immer um fo größer 
wird, je größer man m annimmt. 

5) Wenn «—=b und a =c iſt, fo iſt auch ". a arte 
($. 29, Srundfag D, und alfo m-+n=log de. Es ift aber auch 
.m=logd, und n=loge; folglih log de = logd + log e; 
das heißt: der Logarithme eines Productes befteht 
ausder Summe der Logarithbmen der Factoren. 

Daß dieſer Sat fih auch auf ein Produkt mehrerer Zac 
toren erſtrecke, iſt leicht einzufehen. Denn es fic=df, fo if 
log daf= log 5 -+ log df= log 5-+log d-+-1og f. 

6) Daa"=b und "—=c, fo ift auch ($. 89, Grundſatz D 


Pi — e; alſo m —n = 18}; odee wenn man für m 
und n bie gleihen Werthe log 5 und log c fekt, fo if 
log 2 = log5—loge; nemlih der ogarithme eines 


Quotienten befieht aus dem Logarithmen des Dipi- 
dends weniger dem Logarithmen des Divifors; oder 
der Logarithme eines Bruches beſteht aus dem Loga— 
rithbmen bes Bählere weniger. dem Logarithmen des 
Nenners. | 

DD a. =b if, fo ift auh 5’ = a" (vermög $. 185 
Grundſatz D und alfo log 5’ = rm; oder lag 5’ = rlog 5; nemlich 
der Eogarithme einer Potenz & befteht aus dem Lo— 
garitbmen der Wurzel 5 multiplicirt mit dem Erpo: 
nentenr der Potenz. 
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8) Da a" 353 ſo iſt aud) vb=a (vermög $. 185, Grund» 
2 b 


fag I); daher log v b =7, und endlich log v= ; 


nemlich der Kogarithme einer Burzelgröße vb behebt 
aus dem Logarithmen der Potenz 5 dividirt durd 
den WBurzel-Erponenten r. 

Aus diefen angeführten Sägen erhellet nun, daß es bei der 
Berechnung der Logarithmen nur nöthig fei, die Logarithmen 
der Primzahlen 2,8,5, 7,11, ... zu berechnen, weil bie 
übrigen durch eine blofe Kopition ober Nultiplication leicht daraus 


zu beflimmen find. 
$. 258. 


In tem gewöhnlichen logarithmifchen Syſteme, welches das 
gemeine, oder Briggiſche Syſtem genannt, und am meiſten 
in der Mathematik gebraucht wird, hat ınan die Grundzahl a = 10 
geſetzt. Es ift fobann, weil 

10'=10, 10?=100, 10°=1000, 10*= 10000 ift, 
log 10 = 1, log 100 = 2, log 1000 = 3, log 10000 = 4, u. ſ. w. 
Eben fo ift, weil 


ı 1 m a 
= v10, 10° vo, 1=y10, 1 =V10 if, 
1 1 2 
— V10, 4 log ꝰio, zlogvi10, T=logv 1or. 


Dieraud erhellet, dag die Logarithmen der rationalen Po- 
tenzen der Grundzahl ganze rationale Zahlen, die Logarithmen 
der mit gebrochenen Erponenten verfehenen Potenzen ber Grund⸗ 
zehl rationale Brüche, und die Logarithmen aller übrigen Zahlen 
irrational fein müſſen, weil es nicht möglich ifl, eine rationale 
Grundzahl auf einen Erponenten zu erheben, daB eine folche Zahl 
volfommen genau zum Vorfchein komme. 

$. 259. 

1. Im Brigg’fchen Syſteme erfieht man leicht: 

daß die Logarithmen der Zahlen zwifchen ı und 10 größer als 
©, aber kleiner als ı, alfo echte Brüche fein müffen, 

daß die Logarithmen der Zahlen zwilchen 10 und 100 aus 
einer Einheit nebft einem echten Bruche, 


25 * 
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die Logarithmen der Zahlen zwiſchen 100 und 1000 aus zwei 
Einheiten nebft einem echten Bruche, 

die Logarithmen der Zahlen zwifchen 1000 und 10000 aus 
drei Einheiten nebit einem echten Bruche beftehen ; 

überhaupt: Daß der Logarithme einer jeben ganzen 
Zahl aus fo viel ganzen Einheiten, ald die Zahl 
Ziffern Hat, weniger 1, nebfi einem echten Brude 
befteben, wobei ein folder Bruch immer nur näherungsweife 
tur einen Decimalbrudy ausgebrüdt werden Tann, welcher der 
Wahrheit um fo näher kommt, je mehr Decimalftelen man bei 
temfelben beftimmt. 

I. Deßwegen wird die Ziffer des Logarithmen, welche die 
ganzen Einheiten anzeigt, die Kennziffer oder Charakteriſtik 
genannt; weil man biefe fogleich kennt, fobald die Anzahl der 
Ziffern von der dem Logarithmen zugehörigen Zahl befannt ift: und 
umgekehrt, weil man aus der Kennziffer eines Logarithmen fogleich 
erkennt, aus wie viel Ziffern die demſelben entfprechende Zahl be 
fleben muß. Außerdem nennt man den ganzzahligen Inbegriff der 
Decimalziffern des Logarithmen Mantiffe. So ift z. B. log 726 
— 3,8609866, alfo 2 die Charalteriftil und 8609366 die Mantiffe 
des Logarithmen von 726; eben fo hat man log 10026 = 4,0011277, 
daher ift 4 die Charakterifiil und 0011277 die Mantiffe biefes 
Logarithmen. 

Anmerkung. Es begreift fich leicht von felbft, daB man 
hier bei ber Mantiffe die an den erften Decimalftellen befindlichen 
Nullen zur Begegnung von Mißverftändniffen nicht weglaffen 
dürfe, weil die Mantiffe 11277 dem aus 5 Decimalziffern befle- 
benden Logarithmen 4,11277 angehören würde. Deßwegen iſt es 
auch gut, die Mantiffe nicht ald ganze Zahl zu leſen, fondern 
ihre Ziffern von links nach rechts einzeln auszuſprechen. 

II. Auch ift leicht einzufehen, daß in eben diefem Brigg'ſchen 
Spiteme der Logarithme einer Zahl, weldhe hinten 
Nullen bei fih führt, dem Logarithmen der bedeutenden 
Ziffern in feinen Decimalftellen volltommen gleiche, und nur in ber 
Charakteriftit um eben fo viel Einheiten größer fei, als die Zahl 
hinten Nullen hat. 
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So z3. B. iſt log 3564000 = log (9564 X 1000) = 
log 1000 + log 8564 = 3 log 3564. 
IV. Ferner iſt z. B. 

log 654,89 = log = log 65489 — 2, 

log 0,0986 = log 35 = log 936 — 4; 
das heißt: der Logarithme eines Decimalbruces ift in 
den Decimalftellen dem Logarithmen eben biefer Zahl als einer gan⸗ 
zen Zahl betrachtet, völlig gleich, und nur in der Charakteriſtik um 
eben fo viel Einheiten Pleiner, als Decimalftellen bei der vorgelegten 
Zahl vorhanden find. 

V. Die Logarithmen aller mit denfelben bebeu- 
tenden Biffern gefhriebenen ganzen Zahlen und De- 
cimalbrüche beſitzen daher durchgehends dieſelbe Man— 
tiſſe. So z. B. beſtehen die Logarithmen der mit den nemlichen 
bedeutenden Ziffern geſchriebenen Zahlen 237000, 2370, 2,37, 0,0287, 
0,0000237 aus derſelben Mantiſſe 3747483, wie jener, welcher ber 
aus den nemlichen geltenden Ziffern beftehenden ganzen Zahl 237 
angehört, und unterfcheiden fi) nur in der Kennziffer. Man wird 
demnach blos die Mantiffen der Logaritbmen von gan: 
zen Zahlen zu ſuchen haben. 

$. 260. 

Man kann aber ven Logarithmen einer Zahl, welche 
Beine vollkommene Potenz von der Grundzahl ifl, hinreichend genä: 
bert beffimmen, wenn man etwa auf bemfelben Wege, welcher 
uns (in $. 257, 4) zur Erkenntniß der Möglichkeit , Logarithmen 
überhaupt zu beflimmen, leitete, nach und nach eine folche irrationale 
Poteny der Grundzahl auffucht, welche von der gegebenen Zahl nur 
um einen fo Beinen Bruch verfchieden ift, DaB er bei einer vorkom⸗ 
menden Rechnung für nichts geachtet, und der Erponent jener Po⸗ 
ten; für den verlangten Logarithmen, ohne einen erheblichen Fehler 
zu begehen, gefeßt werden barf. 

Eine andere Methode befteht dem Wefentlichen nach in 
Zolgendem. Wenn z. B. der Brigg’fche Logerithme von 5 zu be 
vechnen wäre, fo fuche man, da 5 zwifchen 10°, und 10° liegt, 
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zwifchen diefen zwei Potenzen (nach $. 184) die mittlere geometrifche 


Proportionalzahl 10 8,1622776601. Da nun 10°<5 iſt, 
ſo ſuche man zwiſchen 10° und 10 die mittlere Proportionale 
= 10° = 5,628418251. Da aber — iſt, ſuche man zwiſchen 
10% und 10° wieder Die mittlere Proportionale = 10 4,2 16965034. 
Ferner fuche man wieder zwifchen 108 und 10% die mittlere Propor⸗ 


11 
ttonale = 107° — 4,869675252. Auf diefe Art fahre man fort, 
und fuche jedesmal zwifchen der nächft Heinern und nächft größern 
fhon befannten Potenz ber Grundzahl die miltlere geometrifche Pro- 
portionale , fo wird man ſich immer mehr und mehr ber Zahl 5 nä- 
hern; und man kann bie Arbeit fo lange fortfegen, bis man eine Po: 
tenz erhält, die nicht mehr merklich von der Zahl 5 verfchieben ift. 


So z. B. würde man, wenn man auf diefe Art 22 mittlere Propor⸗ 
2981693 
tionalen fucht, die Potenz 10*:9*2°% — 5,000000864 ... erhalten, 


welche von ber Zahl 5 nicht mehr um 0°000001 verfchieben ift. Man 
Tann darum in den Rechnungen, wo 0°000001 nicht mehr zu achten 
ift, lg5 = u — 0,6989700 . . . fegen, wo nur bie fie 
ben erſten Decimalziffern richtig ſind, weil die Potenz der Grund: 
zahl nur bis auf die fiebente Decimalftele mit 5 übereinflimmt. 
Beiläufig auf biefen zwei ungemein befchwerlichen Wegen hat 
der Engländer Heinrich Briggs und zwar auf dem erflen Wege 
‚die Logarithmen von 2 und 7, auf dem zweiten aber die Logarithmen 
der Zahlen von 1 bis 20000 und von 90000 bis 100000 mit 34 Deci- 
malftellen berechnet; beruach hat Adrian Vlacq die Lüde von 
20000 bis 90000 mit 10 Decimalftellen ausgefüllt, welche Logarith⸗ 
men ſodann in ordentliche Zabellen eingetragen wurden, fo, daß man 
zu jeder Zahl, die zwifchen diefe Grenzen fällt, ben dazu gehört: 
gen Logarithmen, und umgekehrt zu jedem gegebenen Logarithmen 
die entiprechende Zahl fogleicdy finden kann. Solche Zabellen find 
unter dem Namen logarithmiſche Kafeln allgemein bekannt, 


Logarithmen. 991 
$. 2361. 

Der Logarithmifchen Tafeln gibt e8 heutigen Tages eine 
Menge. In den meiften find die Logarithmen mit fieben Decimal- 
ziffern anzutreffen, weil diefelben faft in allen Faͤllen Hinlänglicye 
Senauigkeit gewähren, doch enthalten einige auch bloß 6 oder 5, 
ia fogar nur 4 Ziffern, je nach den Iweden, für welche fie. be- 
flimmt find. Gewöhnlich geben fie nur die Mantiffen der gan: 
zen Zahlen an, weil die Kennziffer leicht aus der Anzahl der Ziffern, 
mit denen bie Zahl gefchrieben wird, durch Verminderung um 1 ges 
funden werben kann. Die Tafeln von 7ftelligen Kogarithmen ent: 
halten in der Regel die Logarithmen aller ganzen Zahlen von 1 bis 
100000 in ihrer natürlichen Folge. 

Es wäre überflüffig, ausführliche Befchreibungen von verfchies 
denen logarithmifchen Tafeln hier einzurüden, und deren Einrichtun- 
gen zu erläutern. Es ift am beften, bei diefer Gelegenheit eine loga- 
sithmifche Tafel in die Hand zu nehmen, und deren Einrichtung, wie 
auch den Gebrauch derfelben aus der beigefügten Einleitung zu erler: 
nen. Hiezu bürfte vorzüglich bienlich fein, Vega's Logarith: 
mifh-trigonometrifhes Handbuch, Leipzig, Weid— 
mann, feit 1783, welches gegenwärtig flereotypirt ifl, im Sahre 1849 
. fon die 31. Auflage erlebte, und bei feiner Vollſtändigkeit und 
Richtigkeit in einem verhältnigmäßig fehr billigen Preife fleht. 

& 262. 

1. Das Allgemeinfte, was fih über die Einrichtung 
der Tafeln der Logarithmen der Zahlen fagen laßt, ift beiläufig 
Folgendes. In mehreren, vorzüglich älteren Tafeln, laufen fämmt: 
liche Zahlen, von der kleinſten angefangen, in verticalen Colum⸗ 
nen (Spalten) in natürlicher Folge bis zur größten fort; zu ihrer 
Rechten flchen auf denfelben Chorizontalen) Zeilen die ihnen angehö⸗ 
sigen Logarithmen oder auch nur die Mantiffen derfelben, beren 
Sefammtheit abermald in verticalen Spalten, ununterbrochen 
wachſend, fortläuft. 

Um jedoch ſolche Zafeln ohne Schmälerung ihres Inhaltes 
auf einen viel kleinern Raum zuſammenſtellen zu koͤn⸗ 
nen, hat man folgende, zwiſchen den Zahlen und ihren Logarithmen 
beſtehende, Beziehungen benützt. Während, die Zahlen von einer 
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beſtimmten angefangen bis zu dem Zehnfachen derſelben fortlaufen, 

wachſen dem früher Erläuterten ($. 259) gemäß ihre Logarithmen 

im Ganzen nur um eine Einheit, zugleich liegen zwifchen dieſen zwei 

Grenzen tefto mehr Zahlen, je größer fie find. So z. B. 

während bie Zahlen | alfo um | Einheiten fortfchreiten, wachſen 
bie Logarithmen 


von ı bis 10 9 von 0 bis 1 
⸗ 10 ⸗ 100 90 122 
« 100 » 1000 | 900 2» 8 
« 1000 - 10000 9000 85, 4 
u. ſ. w. 


Es muß demnach die den Bogaritbmen zumachlende Einheit 
in deflo mehr, wenn auch ungleiche Theile zerfällt, und daher jeder 
folche Theil um fo Bleiner, folglich auch der Unterſchied zwifchen 
den Logarithmen je zweier unmittelbar nach einander folgender Zah⸗ 
len um fo geringer werben, je mehr Zahlen zwifchen die beiden 
Grenzen fallen. So wird in unferem Beifpiele die Einheit, um welche 
die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 zunehmen, nurin 9 Theile, 
bei jenen, : 10 » 100 aber in 90 « 
bei denen « 100 21000 f&onin 900 = 
u. ſ. w., Pur; in den nad einander folgenden Intervallen immer 
in 10 Mal mehr Theile getheilt. 

Hieraus folgt nothwendig, daß bie Kogarithmen von 
nur um einige @inbeiten unterfchledenen Zahlen in 
defto mehr erften Ziffern, alfo ihre Mantiffen in ihren erſten 
Biffern übereinflimmen müffen, und daß die Vergrößerung 
einer folchen Ziffer nach deflo mehr, ber Zahl zuwachſenden, Einbei- 
ten eintritt, je größer diefe Zahlen find. 

So 3. B. beginnen die Mantiffen der Logarithmen aller Zah⸗ 
len von 100 bi8 125 mit 0, jene von 126 bis 158 mit 1, die Man: 
tiffen von 399 bis 407 mit 60, jene von 603 bis 616 mit 78, die 
von 1000 bis 1088 mit 00, bie von 8020 bi8 8090 mit 48, von 
30230 bid 8026 mit 480, von 10000 bis 10033 mit 000, u. f. w., 
wie man fich leicht mittel einer Logarithmentafel überzeugen 
kann. 
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Wegen biefer Eigenfchaften der Logarithmen behält man feit 
dem Engländer Nathaniel Roe (1633) in größeren logarithmifchen 
Zafeln die Nebeneinanderftelung der Zahlen: und Logarithmen⸗ 
Columnen gewöhnlich nur bis zur Zahl 100 oder 1000 bei, je nach» 
dem die Zafel bis 10000 oder 100000 fich erſtreckt; im der fpäteren 
Abtbeilung aber trennt man zur Erfparung von Raum, bie immer 
wiebertehrenden Ziffern 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

der Einer von ben Zahlen ab, und ftelit fie in die oberfte horizontale 
Belle, während man die aus den übrigen Biffern beftehenden Zahlen 
in der erfien verticalen Spalte nach der natürlichen Orbnung fort- 
laufen läßt. Sofort fest man mit Weglaffung ber ohnedies leicht be: 
fimmbaren Kennziffern in verticalen Columnen, bie mit obigen 10 
Ziffern überfchrieben find, vor den Mantiffen der mit einerlei Ziffer 
der Einer fich endigenden Zahlen, die lebten 8 ober 4 Ziffern, wäh. 
zend man bie gleichen 2 oder 3 Anfangsziffern in die mit 0 über- 
fhriebene Spalte aufnimmt. 

Sonftige befondere und eigenthümliche Einrichtungen der Loga⸗ 
rithmentafeln müffen aus der ihnen beigefügten Crlaͤuterung und 
wirklichen Anfchauung bderfelben erlernt werden. — 

I. Soll nun zu einer befannten ganzen Zahl die 
Mantiffe ihres Logarithmen aus einer logarithmifchen Tafel ent: 
nommen werden, und ift jene Zahl in ter zu Gebote flehenden 
Zafel noch enthalten, fo wird man die Zahl auffuchen und die ihren 
Logarithmen angehörige Mantiffe herausnehmen , was bei genauer 
Kenntniß der Einrichtung der Tafel und nur einiger Uebung äußerſt 
leicht iſt. 

Wäre aber diefe Zahl in der Tafel niht mehr 
enthalten, fo wirb man die oben gemachte Bemerkung über die 
unmerflihen Aenderungen ber Zunahme der Logarithmen von be: 
nachbarten Zahlen benügen, von denen wir vorläufig noch etwas 
umflänblicher handeln wollen. 

Wenn man in den logarithmifchen Tafeln die Logarithmen von 
drei nach einander folgenden Zahlen vergleicht, fo findet man , baß 
bie Differenzen immer mehr einander gleichen, je 
größer die den Logarithmen entſprechenden Zahlen werben, 
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und zwar fo, daß diefelben, wenn die Zahlen ſchon größer ald 1000 

find, nur noch in der fiebenten Decimalftele um einige wenige Ein- 

heiten von einander unterfchieben find. Nähern fi) aber die Zahlen 

[don gegen 10000, fo beträgt ber Unterfchieb in der fiebenten. Deci⸗ 
malſtelle keine ganze Einheit mehr; als z. B. 


Zahlen Logarithmen Differenzen 
1001 3,0004341 der Mantiffen 
1002 8,000867° 4836 
1008 3,0013009 4333 


Hier find die Differenzen nur noch in der lebten Decimalftelle 
um 4 Einheiten verfchieben. 


Zahlen Logarithmen Differenzen 
9988 8,9994785 der Mantiffen 
9989 3,9995220 485 
9990 8,9995655 485 


Hier find demnad die Differenzen um Feine Einheit i in der fie- 
benten Decimalftelle mehr verfchieden. 
Nimmt man aber drei Zahlen an, die um keine ganze Einheit 
von einander verfchieben find, fo trifft Dies fchon bei den Zahlen, Die 
nur 1000 überfteigen,, fo viel als vollkommen überein; als z. B. 


Zahlen Logarithmen Differenzen 
1081 3,0132587 der Mantiffen 
1031} ' 3,0184692 2105 
1032 | 3,0186797 2105 


Man kann demnad) den Sat fiir richtig annehmen, daß, wenn 
bei Zahlen, die größer al6 1000, und um Feine Einheit mehr von 
einander verfchieden find, die Bunahmen (der Zahlen) 2, 8, 4,. - 
Mal größer werben, auch die Zunahmen der Mantiffen ihrer Loga⸗ 
rithmen 23, 8, 4,... Mal fich vergrößern, oder dag die Diffe 
venzen der Bahlen fi gegen einanberverhalten, wie 
die Differenzen der den Zahlen zugehörigen Loga— 
rithbmen, oder wie die Differenzen der Mantiffen 
diefer Logarithmen. Denn es ifl 

(1083— 1081) : (1081! —1081) = 
log 1032 - log 1081) : (log 10815 — log 1051); 
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nemlich 1: :=0,0004210 : 0,0002105 ' 

oder auch (1032 - 1031) : (10313 - 1081) = 

(mant log 1082 — mantlog 1081) :(mantlog 1031"_-mant log 1031), 
nemlih 1:2=4210: 2105. 


$. 268. 


Mit Hilfe diefes Satzes kann man num auch den Sogarith⸗ 
men einer Zahl finden, welde die Grenzen einer vor 
gelegten Zafel überfteigt; z. DB. es wäre nach einer Tafel, 
welche nur die Logarithmen der Zahlen von 1 bi8 10000 enthält, der 
Logarithme von 5462389 zu finden, fo verfahre man auf fol: 
gende Art. 

Man fhneide von der Zahl fo viel Ziffern vonder 
Linken gegen die Rechte durd ein Komma ab, daß man 
eine ganze Zahl nebſt einem Decimalbrucde,erhalte, 
welche zwifhen die Grenzen der Tafel fällt. In unferm 
Beifpiele iſt ſodann 5462, 880, wozu eigentlich der Logarithme ge- 
ſucht wird. Aus dem gefundenen log 5162,389 folgt dann unmittel: 
bar log 5462389. weil (vermög $. 259) diefe zwei Logarithmen in 
den Decimalftelen vollkommen gleich find, oder dieſelbe Mantiſſe 
haben. Da nun 
mant log 5462,389 > mant log 5462, und aud) 
mant log 5162,389 <mant log 5468 fein muß; fo fei 
mant log 5462,389 = mant log 5462-4-p, wobei man, um bequemer 
zu rechnen, die Mantiffen der Logarithmen einflweilen wie ganze 
Zahlen behandelt; und es ift (vermög $. 262), weil diefe drei 
Zahlen um Feine ganze Einheit von einander unterfchieden find, 
(5468 — 5462) : (5463,389 — 5462) = 
(mant log5463— mant log5462):(mant 10g5462,389 — mant log5462); 
nemlid, wenn mant log 5468 — mant log 5462 = A gefeßt wird, 
1:0,3889= A: p, folglich u=0,889A. 

Um daher diejenige Zahl zu finden, welde man 
der Mantifje des Logarithmen der nähft Fleineren 
ZSahl zuzugeben bat, um jene des gefuchten Logarith— 
men zu erhalten, multiplicirt man ben von der gegebenen Zahl 
abgefehnitienen Desimalbruch mit bem Unterſchiede der Mantiffen ber 
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Logarithmen der nächft Meineren und größeren Zahl. Endlich fegt 
man biefer Mantifje Die ihr (vermög $. 259) angehörige Charakteri- 
ftit vor, fo hat man ben gefuchten Logarithmen. 
In unferem Beifpiele ift 
mant log 546817374312 


mant log 5462 = 7373517 ober abgekürzt 
Differenʒ A= 795 mult 795 
Abgefchnittener Decimalbrud) ⸗ 0,889} 9880 
7155 2385 
6360 686 
2385 7 


Product 309,255 —p 309,2 —y 
daher ift 
mant log 5462 = 7378517 
Zugabe p= 309 


mantlog 5462389 =7373826 
und folglich log 5462389 = 6,7373826. 

Soll überhaupt von einer ganzen Zahl, welde in 
einer beſtimmten Logarithbmentafelnicht enthalten ift, 
die Mantiffe ihres Logarithmen gefuht werden, und 
muß man von ihrer Rechten den Decimalbruh a abfchneiden, 
damit die zurüdbleibende ganze Zahl Anod) in der Tafel vorkomme; 
fo wird die gefuchte Mantiffe (nach 8. 359) mit jener der Zahl 
Aa ganz übereinfommen. Nun liefert die Tafel nicht blos bie 
Mantiffen des Logarithmen von A, fondern auch jene M des Lo— 
garitbmen der nächft größeren Zahl A--1, daher auch den Unter: 
ſchied beider, M—m, welcher der Kürze wegen mit A bezeichnet 
werben mag. Waͤchſt daher, während bie Zahl von 4 bis 4-1. 
um 1 zunimmt, die Mantifle von bis M um A=M—ın; fo 
muß, wenn die Bahl von A nur bi A+a uma wächſt, die Man: 
tiffe von m an, uma Mal A oder a A = zunehmen, (welche Zu- 
nahme u man auch mitteld der nunmehr leicht anzufegenden Regel 
detri 1: ah: p beftimmen kann), folglich wird die gefuchte Wan: 
tiſſe des Logarithmen von A--a gleich m-}-p gefunden. 

Daß man bei diefer Divifion die Ergänzung der Man: 
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tiffe nur in Ganzen ohne weitere Annäherung beſtimmen 
müſſe, ift leicht einzufehen; weil diefe Ganzen (vermög 6. 262) nur 
zehnmillionte Xheilchen find, und die achte Decimalftelle ohnehin 
nicht mehr richtig erhalten wird; weßwegen auch bie letzte Ziffer um 
1 vermehrt werben muß, wenn ber Reſt größer ale iſt. 

Die angeführte Beflimmung ber Ergänzung g der 
Mantiffe kann auch noch, ftatt durch eine Regeldetri oder Mul⸗ 
tiplication, blo8 durch eine einfahe Addition audge 
führt werden. Enthält nemlich der Decimalbruch a, welcher von 
der gegebenen Zahl abgefchnitten wurde, vom Decimalfiride an 
die BZiffen a, 8, y, . + . , folglih « Zehntel, ER Hunbertel, 
y Zaufendtel, u.f.w.; fo ifl 


-tı BE ,ır_ 
=ntiotimt" 
thin bie Eraä nr 
mithin die Ergänzung „= 10" + 100.0 + 000 no at- 
ober auch satin ß tet, + 
Nun läßt ſich aber fehr leicht zu jeder Diffeeny 2 Ade Dion: 
tiffen der Logarithmen von der nächft größeren und nacht kleineren 
in der Zogarithmentafel enthaltenen Zahl ein Zäfelchen berechnen, in 
welchem dad 1, 2, 8, . . . Hfache des zehnten Theils diefer Diffe- 
sen; aufgeführt ift, und aus dem ſonach zu den befannten De: 
timalziffern a, BP, y, + . . die Beträge der Producte 
10’? 79? ‚ . . eninommen werben können. Solche Zäfel: 
chen befinden fich wirklich in den meiften neueren Logarithmen⸗ 
tafeln und man pflegt die 1,2,83, .. . . Hfachen be3 zehnten Theils 
ber betreffenden Mantifien Differenz die den Ziffern 1, 2, 8,...9 
entfprechenden Proportionaltheile der Differenz (partes 


proporlionales differentiae) zu nennen. *) 
A 


A 4 
Bezeichnen wir nun die obigen Producte « 1 o°’10’T grey 
welche daher auch die den Ziffern «, ß, y, . . . entfprechenden 


*) Gewoͤhnlich find die Proportionaltheile mit Weglaſſung der Zehntel nur 
in corrigirten ganzen Einheiten berechnet. 
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Proportionaltheile der Mantiffen- Differenz A find, ber Kürze 
wegen mit a‘, B', y', . . . ; fo wirb die Ergänzung ber Mantiffe 


| l 
Petr 

Hier Tann man die Theilung durch 10, 100, . . . auch fehr 
leicht dadurch ausführen, daß man bei dem Untereinanberfchreiben 
der Proportionaltheile @', PB’, y’, ... jede folgende mit ihrer 
Endziffer um eine Stelle an der Rechten herausrüdt. 

Somit wird man, um die Ergänzung der nädhft Flei- 
neren Mantiffe zur geſuchten zu finden, für die von 
der gegebenen Zahl rechts abgefchnittenen Ziffern, im ihrer Zolge 
von der Linken gegen die Rechte, die entfprechenden Proportio: 
naltheile aus der Tafel herausnehmen, und dieſe unter 
der nächft Fleineren Mantiffe vergeftalt anfegen, daß jebe folgende 
um eine Stelle rechts heraudgerüdt wirt. Hierauf addirt man 
diefe Zuſätze zur Mantiffe, behält jedoch in der Summe nur eben 
fo viel Ziffern für die gefuchte Mantiffe bei, als deren in den 
Mantiffen der Tafel vorlommen, unb -corrigirt die Endziffer nad) 
der erſten weggelaflenen Ziffer. Es leuchtet wohl von felbfl ein, 
dag man in der Herausnahme von Proportionaltheilen nicht weiter 
zu geben habe, als bis die höchfte Ziffer des zuletzt angefchriebe- 
nen Proportionaltheild über die Endziffer (Einer) der Mantiſſe 
rechts herausragt, oder an die Stelle der Zehntel zu fiehen Fommt. 

Zur Erläuterung dieſes Verfahrens fuchen wir mit Hilfe einer 
Tafel, welche die Logarithmen der Zahlen bis 100000 in 7 Stellen 
enthält, den Logarithmen von 78423659. Schneiden wir 3 3if: 
fern am Ende hinweg, und fuchen nunmehr nur die Mantiffe bed 
Logarithmen der Zahl 78423,659 , fo gibt bie Xafel 

mant log 784248944490 
mant log 784238944435 


alfo ift ihre Differenz = 55 
ferner hat man.mant log 78423 8944435 
Proportionaltheil zur Ziffer 6 = 33 
— ⸗ ⸗ 5 = 28 
. — z 9— 50 


daher iſt mant log 78423669 8944471 
und log 78423659—7,89 44471. 
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Damit die Rechnung vereinfacht werde, genügt es, bloß bie 
legten 3 oder 4 Ziffern der Mantiffe, welche eine Abänderung er- 
fahren, aus der Logarithmentafel abfeitd zu fehreiben, und an fie 
bie Proportionaltheile zu fügen, nachdem man bie Differenz der 
Mantifien, zwifchen welche die gefuchte fällt, mittel Subtraction 
in der Tafel felbft beftimmt hat. Danach ſteht die nunmehr leicht 
begreifliche Rechnung, wie folgt. 


log 78423659—7,8944471 4435 
93 
28 
50 
4471 
5. 264. 


Wenn man auf dieſe Art den Logarithmen zu einer Zahl 
ſucht, die aud 8 Ziffern befleht, fo findet man, daß wegen der 
achten Ziffer der Logarithme in ber fiebenten Decimalftelle höchſtens 
nur 4 Einheiten größer werben fann, und zwar nur dann, wenn die - 
erfte Ziffer der Zahl eine 1, und die achte eine 9 iſt; in den übrigen 
Zällen aber iſt meiftens der Logarithme einer Zahl mit 8 Ziffern 
dem Logarithmen der 7 erfien Ziffern bis in die fiebente Decimal- 
ſtelle vollkommen gleich, oder um eine Einheit in der letzten Deci- 
malftelle verſchieden. Wenn demnach zu einer Zahl, welde 
aus mehr ald 8 Ziffern befiebt, der Logarithme ge 
ſucht werden ſoll, fo fuche man benfelben nur zu ben 7 oder 
8 erſten Ziffern auf, und feße die gehörige Charakteriftit vor. 3.8. 
Es wäre log 1009845976 zu ſuchen; fo findet man (nad) $. 263) 
mant log 10098159 — 0040400, untlog 1009345976=9,0040400. 
Eben fo findet man mant log 7985435 — 9022986 und log 
7985438598 — 8,9022986. 

Hat aber eine Zahl Hinten Nullen bei fid, fo fuche 
man nur zu den bedeutenden Ziffern den Logarithmen, und vermehre 
die Charakteriftit um fo viel Einheiten, ald hinten Nullen folgen 
(vermög $. 259). 
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$. 265. 


Wenn zu einer Decimalzapl, d. i. zu einer ganzen 
Zahl nebft einem angehängten Decimalbruche, der Logarithme 
gefuht werden foll, fo darf man Überhaupt nur (nad) $.263) 
den Logarithmen auffüchen, ald wenn ed lauter Ganze wären, und 
die Charakteriftit um fo viel Einheiten vermindern, als Decimalftellen 
vorhanden find. Noc einfacher und eben fo einleuchtend iſt «8, 
die Charakteriftit nur nach den Ganzen der Decimalzahl fo zu be 
ftimmen, als wenn ihnen Feine Decimalen folgten, indem man bie 
Charakteriſtik um ı Meiner als die Anzahl der zur Linken des Deci⸗ 
malftriches befindlichen Ziffern nimmt. &o iſt z. 8. 

log 798,5435 =log 7985435 — log 10000 ==2,9022986 
log 7,985435 =log 7985435 —log 1000000 = 0,9022986. 


Hätte aber der Decimalbrud gar Beine Ganzen, 
wäre er nemlich ein echter Decimalbruch, und die Anzahl 
der Decimalftellen wäre daher größer ald die Charakteriſtik, fo ziehe 
man fo viel Einheiten ab, damit die Charabteriſtik Null werde; bie 
übrigen noch abzuziehenden Einheiten aber Hänge man hinten an den 
Logarithmen mit dem Beihen— an. 3.3. Es ifl 


8432 
log 0,008432 — log Typ0000 ‚os 8432 —log 1000000 


— 8,9269806—6—=0,9259806— 8. 

Man kann jedoch auch zur Charakteriftil die Ergänzung der 
Anzahl der am Anfange des echten Decimalbruches ftehenden 
Nullen auf 10 wählen, und dem Logarithmen noch 10 abzuziehende 
(fubtractive) Einheiten anhängen. Im lebten Beiſpiele iſt nemlich auch 
log 0,008433 — log 0,0084320000 = log 84320000 — log 10"° 

= 17,9259806—10. 


Der Grund diefer Beftfimmungen der Charafte 
riſtik des Logarithmen einer Decimalzahl liegt in Folgendem. Es 
ſei allgemein S irgend eine mit c Ziffern dekadiſch geſchriebene Zahl, 
welche ſich mit 4 Decimalſtellen endigt; fo iſt 10%% eine cziffrige 
ganze Zahl, deren Logarithme die Mantiſſe 7 befitzen mag. 








arms 


Logarithmen. 401 


%: dieſen Annahmen iſt 
log 107s;=c—1-in, oder (nad) $. 257, Nr. und 7 und $.258) 
d-+logs=c—ı1-+m, alſo 
log 3=[c—11 -+m—d, wenn man die Charakteriftit durch edige 
Klammern audzeichnet. Durch biefe Gleichung wird die erſte Be- 
flimmungsweife in Zeichen ausgedrückt. 

Schreibt man aber diefelbe Gleichung in der Form 

log z=[c=d—11--m, 

fo drüdt fie die zweite Beflimmungsweife aus, fo lange 
e>a ift, folglich die Decimalzahl noch eine mit c—ad Ziffern ge- 
fchriebene, von Null verfchiedene, ganze Zahl bei ſich führt. Ertheilt 
man ihr ferner, wenne < dift, die Form log = [01m — (d+1—c), 
wo die Charakteriflit Feine (Null) pofitive, aber d+-1—c, nemlich 
fo viel negative Einheiten befißt, als dem echten Decimalbruche 
Nullen vorangehen, fo fpricht fie die dritte Beſtimmungs— 
weiſe auß. 

Schreibt man fie endlih, da die Anzahl Aa+1—c der den 
echten Decimalbrücen vorangehenden Nullen faft nie die Zahl 10 
überfteigt, in der Seftalt log s= [1 0—(d-1— c))-+m—10, 
fo gibt fie die vierte und lebte Beflimmungsmweife der 
Charakteriftit von echten Decimalbrüchen an, welche für ben wirt. 
lichen Gebrauch unftreitig die bequemfle,, und heut zu Rage auch 
fhon die gewöhnliche if. | 

. Man könnte zwar hier die Subtraction verrichten, und es ift 
log 0,008432—0,9259306—3,0000000——2,0740694; allein. es 
ift, wie wir in der Kolge fehen werden, viel vortheilhafter im Rech⸗ 
nen, die negativen Logarithmen zu vermeiden, ben Fall ausgenom: 
men, wo Logarithmen burch einander zu divibiren find. 

Wenn zu einem echten Bruce, ober zu einer gan 
zen Zahl nebſt einem angehängten Bruche der Loga— 
rithbme zu ſuchen wäre; fo fann man ben gegebenen Bruch 
in einen Decimalbrud verwandeln; oder im lebten Kalle kann 
man auch bie ganze Zahl mit bem beigefügten Bruche in einen 
unechten Bruch’ verwandeln, und dann den Logarithmen bes 
Nennerd von dem Logarithmen des Zählers abziehen Cvermög $. 
357, Nr. 6). So iſt z. B. 

Vega Borleſ. 1. Br, 236 
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log 67= log =log6,75 =]og27 —log4; 


ingleichen log = log 5—log 11. 


Auch bier bei echten Brücen Tann der negative Lo- 
garithme vermieden werden, wenn man zu ber Charalteri- 
ftit des kleineren Logarithmen fo viel (am beften 10) Einheiten ad- 
dirt, daß die Subtraction verrichtet werden Fönne; und wenn man 
dann hinten eben fo viele Einheiten mit dem negativen Zeichen wieber 
anhängt. So iſt z. B. 


für log * bie Rechnung folgende: 


log 5 = 06989700 
log 11 = 10413927 


log = = 06575773 —1 oder 


= 96575775 — 10. 


Meberhaupt fo oft von einem Logarithmen ein grö- 
Berer abzuziehen ift, bleibt ed immer dad Zwedimäßigfte, zu 
den Fleineren 10 Einheiten (ober zuweilen fogar ein Vielfaches von 
10) zu abdiren, und nad volbrachter Subtraction, der Differenz 
wieder die hinzugegebene Zahl mit dem Subtractionszeichen beizu« 
fügen. Ja man kann fogar zur Vereinfachung der Rechnung die ab» 
zuziehende Bahl 10 gänzlich hinweg laffen, da hiedurch keine Irrun⸗ 
gen veranlagt werden, weil man boch gewiß immer weiß, ob ber 
Logarithme einer mehrziffrigen ganzen Zahl oder einem echten Deci⸗ 
malbruche zugebört. 


Soll umgekehrt zu einem gegebenen Logarithmen die 
Zahl, der er angehört, mit Hilfe einer Logarithmentafel ge 
fuht werden; fo wird man, weil feine Mantiſſe nur nach den 
Ziffern diefer Zahl fich richtet, zuvörderſt aus der Mantiffe die Zif- 
fern der zu fuchenden Zahl, und dann erft, weil die Charakterifiif 
nad) ber Anzahl ber Ziffern ber Ganzen oder nach der Stellung des 
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Deeimalſtriches beitimmt wird, aus ber Charafteriflit die rechte 
Stelle für den Decimalſtrich feflfegen. 

Deshalb fucht man, wenn z. B. zu dem Logarithmen 2,7109124 
bie ihm zugehörige Zahl gefunden werten fol, in ber Logarith- 
mentafel unter den Mantiſſen die Mantiffe 7109124 des vorge: 
legten kogarithmen. 

Befindet fih die Mantiffe in der Tafel genau, 
wie in diefem gewählten Beifpiele, fo fennt man auch fogleich dieje⸗ 
nige ganze Zahl 51894, deren Logarithme in der Mantiſſe mit 
dem vorgelegten übereintommt, daher auch bie Ziffern der zu er. 
mittelnden Zahl. Eewaͤgt man nun noch, daß ber gegebene Loga⸗ 
rithme die Charakteriftil 2 beſitzt, fo müffen von den erhaltenen Zif⸗ 
fern +18 für die Ganzen abgefchnitten werben, weil die Anzahl 
der Ziffern der Bahl um 1 größer als die Charakteriſtik ihres Loga⸗ 
rithmen if. Demnach iſt 518,94 die dem vorgelegten Bogarithmen 
2,7109124 entiprechende Zahl, was man auch Durch 2,7109124 = 
log 518,94 ober dur) num log 2,7109124 = 513,94 anzubdeuten 
pflegt. 

Wäre aber die gegebene Mantiffe nicht vollflän- 
big in der Tafel, wie z. B., wenn die bem Legarithmen 
3,8765432 zugehörige Zahl beſtimmt werden ſollte; fo Können aus 
der belannten Mantiffe 8765452 die Ziffern det zn ſuchenden Zahl 
mit Hilfe des in 5. 262 angeführten Satzes von ber Proportiona- 
kitöt der Differenzen der Bahlen mit den Differenzen der Dantiffen 
ihrer Logarithmen gefunden werben. Denn fucht man in ber Tafel 
die zwei. Mantiſſen, zwifchen welche bie gegebene fällt, nebſt den 
ihnen angebörigen Zahlen, zwifchen denen die zu befimmende Zahl 
liegen wmß , fo ergibt fich folgende Bufammenflellung : 

Mantiffe Diff. Zahlen Diff. 


nachſt kleinere 87635411 15256 
. al a 
gegebene 8765432 70365&1-a 
58 1 
nächft] größere 8765469 75257 


wo a den abgeſchnittenen Decimalbrud) vorſtellt. Während dem- . 
wa bie Mamtiffe von der nächft kleineren 6765411 bis zur naͤchſt 
26 * 
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größeren 8765469 um 8765469— 8765411 ==58 wächſt, nimmt - 


tie Zahl von der nächft Fleineren 75256 auf die naͤchſt Höhere 75257 
um 1, ſofort mit jeder zunehmenden Einheit ber Mantiffeum r zu; 
und andererſeits, während die Mantiſſe von der nachſt kleineren 
8765411 bis zur gegebenen 8765432 um 21 fich vergrößert, fleigt 
die Zahl von ber nächft niedrigeren 75256 auf die gefuchte 75256-+-a 


um ae, wei um 21 Mal. oder um 3. nemlich es iſt der Zuſatz 


4* 3. Oder man hat auch, dba einer 2, 8, 4,... Mal fo gro⸗ 


fen Zunahme der Mantiſſe ſtets eine 2, 3, 4,... Mal fo große Iu- 
nahme ber Zahl entfpricht, die Regeldetrisgrage: Während die Man- 
tiffe um 58 waͤchſt, fleigt die Zahl um 1; wenn nun die Mantifie 
um 21 waͤchſt, um wie viel (a) muß die Zahl fleigen? Daher befteht 


die Proportion 58:21 =1:a, aus welder gleichfalls «= Fr = 


0,36 ſich ergibt. Folglich ift die gefuchte Zahl 75256,36 und die» 
jenige ganze Zahl, deren Logarithme in der Mantiffe mit dem gege- 
benen übereinflimmt, ifl = 17525686, 

Aus biefer müffen nun erſt, nach Belchaffenheit der Charakter 
siftit, Die Sanzen vor den Decimalftellen abgeſchnit— 
ten werden. Hier ift die Charakteriſtik des gegebenen Logarithmen 
= 8, daher die ihm angehörige Zahl = 7525,688 (vermög $. 259); 
wäre aber die Charatteriftit = 6, fo wäre die Zahl = 5725686 
ohne Decimalftelen. Sollte hingegen die Charakteriſtik 86 fein, fo 
muß die dazu gehörige Zahl aus mehr ald 7 Ziffern beftehen. Da 
ſich aber die achte Ziffer ſchon nicht mehr beflimmen läßt, weil (ver⸗ 
mög $. 264) die Logarithmen zweier Zahlen, die aus 8 Biffern be: 
fiehen, und nur um einige Einheiten von einander verfchieben 
find, die 7 erften Decimalziffern volllommen glei haben; fo 
hänge man hinten noch fo viel Nullen an, dag man die ber Charak⸗ 
teriftit entfprechende Anzahl der Ziffern erhält. So z. 8. if 
8,8765482=1]og 752563600. . 

Auch Hier laſſen fich Die®afeln der Proportionaltheile 
ber Differenzen der nach einander folgenden Mantiſſen mit vielem 
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Vortheile ben ütz en. Denn behalten wir bie in $. 263 verwendete 
Bezeichnung bei, fo finden wir aus bem für bie Ergänzung y der 
Mantiffe aufgeftellten Ausdrucke 


1 | 1 
Partner tin? t 
weil a’ der größte in ps enthaltene Proportionaltheil iſt, mitteld des 


Taͤfelchens dieſer Proportiongltheile, fogleich die ihm angehörige 
Ziffer a. Aus diefem Ausdrucke finden wir ferner 


1 1 
rettet 
oder wenn wir LOlu—a)—pı fehen, 
1 1 
- 700° 


folglich, da PB’ der größte in pı enthaltene Proportionaltheil iſt, 
mittels desſelben Taͤfelchens die Ziffer B. Der letzte Ausbrud gibt 


ferner auch noch 10041 -P=y + + . 


ober wenn 1000. —P’) us gefeht wird, 
l 
kt nit. 
folglich finden wir, weil y’ der größte in pa begriffene Proportional- 
theil iſt, auf dieſelbe Weiſe die Ziffer y, über welche hinaus (wegen 
$. 264) nie weiter gegangen wirb. 

Um demnach biejenige Bahl zu finden, ber ein ge 
gebener Logarithme angehört, wird man von feiner Man⸗ 
tiſſe die nächft kleinere in der Logarithmentafel enthaltene und zugleich 
auch diefe von ber nächft größeren in der Tafel vorfommenden ab⸗ 
ziehen, und zu ber legteren Differenz bad ihr angehörige Täfelhen 
der Proportivnaltheile fuchen. Hierauf nimmt man aus diefem ben 
möglich größten in der erften Differenz enthaltenen Proportionaltheil, 
zieht ihn von ber Differenz, ab, und hängt dem Reſte rechts eine 
Null an, die Ziffer aber, welcher dieſer Proportionaltheil angehört, 
fchreibt man zu derjenigen Zahl, welche ber naͤchſt kleineren Mantiffe 
der Tafel entfpricht, rechts bei. Auf diefelbe Weife verfährt man mit 
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dem neuen Reſte und jebem fpätexen, allmälig hervortretenden, bib 
bie hoͤchſte Ziffer des legten, fubtzahirten Yrayortiqnaltheils unter bie 
Endziffer (Einer) der Mantiſſe zu flahen Ioment, we man zuweilen 
auch den nächſt zuftimmenden größeren Proportionaltheil nimmt, 
: und bie ferneren Befimmungen von. Ziffern einſtellt, weil fie nicht 
mehr richtig fein können. 
3.8. Sucht man die Zahl des Logaritimen 3,8765432, fo 
ift: gegebene Mantiffe = 8765482 
naͤchſt Hleinere = —= 8765411 
Reſt 21 
nächft größere Mantiſſe —8768460 
nachtt tuinere⸗·))Leu 
Differenz 58 
naͤchſt Feinerer Proportionaltheil - ==17, zugehörige Ziffer 8 
neuer Reft verzehnfacht 4: 
nächft Kleinere Pspportionaltheit, 3, . : 6 
Reſt 5 
Zahl den naͤchſt Heinen Mautife: 7250: 
alfo Zahl der gegebenen Wantiffe 7525686 
und 3,8765438 — log 7625,636. 
Auch bier kann man wie in $. 263, nur bie letzten 8 ober 4 
Ziffern für Die Rechnung beibehalten, wonach dieſe folgende Geſtalt 
erhält. | 








3,8765482==log 7825,636 548% 

Hier wäre zu 40 der nähe Seit: 
zuftimmende Proportionaltheil 41 21. 
und feine Ziffer *, welche jeboch 17 
von der richtigen. 6. um. & bifferirt. 40 
Dies läßt uns erbennen, daß man 30 
mittels der Zafel ber Proportional⸗ 5 . 
theile höchſtens 3. Ziffern. verläßlich beſtimmen Inne. 

K 267. 


Wäre aber „u einem Logarithmen, deffen Charakto 
riſtik o iſt, und bei: malchem hinten noch einige. negative Sim 
heiten angehängt find ($. 265), die zugehörige Zahl zu fuchen; 
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ſo ſetze man der Zahl, welche den Decimalſtellen des Logarithmen 
entſpricht, ſo viel Nullen vor, als hinten am Logarithmen Ein⸗ 
heiten abgezogen find, wovon aber eine für die Ganzen abgefchnit- 
ten werben muß. 3.3. Es wäre 0,9868747— 3 ein gegebener do⸗ 
garithbme; man fol die zugehörige Zahl finden; fo entfpricht der 
Mantiffe des Logarithmen die Zahl 97023, und folglich iſt die gefuchte 
Bahl 0,0097038. - 

Beftände aber die Charakteriſtik eines Logarithmen aus 
einem von Null verfchiedenen pofitiven heile und aus 
10 negativen Einheiten (mögen dieſe nun wirklich angefchrie- 
ben fein.oder nicht); fo findet man die Anzahl der in dem echten De- 
cimalbruche voran fiehenden Nulken gleich der Ergänzung ber pofitie 
ven Charakteriſtik auf die Zahl 10; 3. B. iſt 6,9868747— 10 ober 
auch nur 6,9868747=log 0,00098023. 

Sollte aber der zu einem negativen Logarithmen 
zugehörige Bruch gefunden werben, fo addire man zu Ihm 
eine ganze pofitive Zahl, die abgefehen vom Zeichen größer als er 
ift (am beften 10), ziehe fie wieder ab, nachdem man ihn felbft von 
jener pofitiven Zahl ſubtrahirt hat, und verfahre Dann, wie eben ge: 
fagt worden; ober man ſuche die Zahl auf, als wenn ber Logarithme 
pofitiv wäre, fee felbe zum Nenner eined Bruches, wovon ber Zähler 
ı ift, fo hat man ben gefuchten Bruch ($. 257, Nr.6).3. 3. Es 
fei —2,4353665 ein gegebener Logarithme; man ſoll den dazu gehö- 
rigen Bruch finden, fo ifl 2,4353665—log 272,5, und alfo 





— 2,4353665—log ‚ oder weil —2,4353665—0,5646335—8, 


} 
372,5’ 
und 5646335 — manl log 366972 ifl; fo if —2,4353665 — 
log 0,00866972, ober endlich —2,4353665=10 —2,4358665—10— 
7,5646385 — 10— log 0,00366972. 
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1. Ben man nun mit einer logarithmifchen Tafel verfehen ift, 
fo tönnen die bei großen Zahlen fehr befhwerlihen Multi. 
plicationen und Divifionen durch eine blofe Addition und 
Subtraction verrichtet werben, 
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3. B. Es ſeit in der Gleichung ze= =®, a=628728, b=83639, 
c=567023, fo ann * — folgende Art in Zahlen gefunden werden. 

Es iſt log z=log = ($. 256), und 


log z=log ad — log e ($. 257, Nr. 6); endlich 
log z=loga+ logd—log c ($. 257, Nr. 5). 
Nun ift loga= 5,7984594) ... 
\og = — addirt 
logad==10,7208168 
log c= S 75800071 abgezogen 
logz= 4,9672156 | 
Daher x—92729 die gefuchte Zahl. 
Il. Eben fo kann die Erhebung zu Potenzen mitteld ber 
Logarithmen durch eine blofe Multiplication, und die Audziehbung 
der Wurzeln durch eine blofe Divifion gefchehen. 


| 39543 
1. Beifpiel. Es wäre der Bruch cIr dur dritten Potenz zu 
erheben, fo fee man der Kürze wegen z —6) dann iſt ($. 


| 89543 
257,Rr. 7) lga—8.log Sn (10889643 — 1088564). Nun iſt 
I fubte 


log_8564==8,9326767 
0,6643929 


s mult. 
log 2=1,9931787 

fomit  2=98,441622. 

2. Beifpiel. Auf diefelbe Art kann aus der Gleichung 
c= V4a®t, wenn z. B. a=563,28, 517984 ift, die Größe z in 
Zahlen entwidelt werden. 

log 4u?b log 4 + loga*-+logd 
Denn es ift log <= = Eu + 


_ log 4-H2 log arlogb, 
5 
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Nun iſt log a = 2,7507248_(X2 
log a’= 5,5014486 


log 4 = 0,6020600 

log 5 = 8,8994922 
10,0080008 (:5 

log © = 2,0006002 

und z = 100,1888. 


8. Beifpill. Es fei noch 7 z du entwideln, fo ift 


25 g5— g7 
log = gV7= lo * 


folglich log 5 = 0,6989700 
log 7 = _0,8450980 
5 
log 7 = 9,8588720— 10 


—29,8538720—30 (:3 . 
log z = 9,9512907—10 
und z = 0,8989036. 


In diefem Falle müffen nemlich die negativen Einheiten, 
welche hinten angehängt find, fo eingerichtet werben, daß 
die Divifion ohne Reſt aufgeht, weßwegen in unferem 
Beifpiele 20 hinzugegeben und wieder hinweg genommen wurbe, 
um im Quotienten gleichfalls — 10 zu erhalten. 


4. Beifpiel Eben ſo iſt zur Berechnung von 
= (2%): ‚lgz=7 (log 9—log 11) 
und folglich log 9 = 0,9542425 
logll = 1,0418927 
9,9128498—10 (XS 
39,7385494—40 (:A 
log & = 9,9846873—10 daher = = 0,860275. 
Anmerkung. Daß geübte Rechner zur Vereinfachung der 
Rechnung bie fubtractiven Zehner ſowohl als auch die in ber poſiti⸗ 
ven Charakteriſtik vorfommenden Zehner, ohne Irrungen fid) Preis 


vi 
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zu geben, weglaſſen, haben wir bereits (im 8. 265) bemerkt; nur 
mag noch beigefügt werben, daß nm mit — 30 behafteten Loga⸗ 
rithmen, wenn er durch eine Zahl zus dividiren ifb, ein Zehner weni⸗ 
ger, ald der Diviſor Einheiten Hat, hinzuzuzaͤhlen und wieber abzu⸗ 
rechnen ift, wenn der Quotient wider einen fubtractiven Zehner 
erhalten fol, was aus den zwel legten Beiſpielen deutiich zu er⸗ 
ſehen iſt. 


S. 269. 4 


An den Rehnungen, wo Logarithmen theils au 
addiren, theils abzuziehen find, kann man fich ber deka⸗ 
difhen Ergänzung bedienen. Die dekadiſche Ergänzung 
einer Zahl ift der Abgang, den man zu ihr addiren muß, damit 
die nächft folgende Potenz von 10 zum Vorſchein komme; fo ift 
3.8. 3 die defadifche Ergänzung von 7, weil 74-85=10, bie deka⸗ 
diſche Ergänzung von 76 ifl 24, weil 76+24= 100 iſt, u. f. w. 

Die deladifhe Ergänzung eines Logaritgmen 
erhält man leicht, ohne denfelben aus der Tafel heraus fchreiben 
zu dürfen, wenn man ihn von 10 (welche Zahl die gewöhnlich vor- 
kommenden Logarithmen nicht Überfleigen) auf die Weiſe fubtrahirt, 
dag man von ber Charakteriſtik angefangen jede Ziffer bed Logarith⸗ 
men: von 9 und bie letzte bebentende Ziffer rechts von 10 abzieht. 
So ; B. iſt die befadifche Ergänzung von. log 16:=>8,8289007; 
bie befadifche Ergänzung: von log: 20 = 8,6989700: u. |. w. 

Wenn nun in einer Rechnung einige Logarith- 
men zu abdiren und wieder einige davon abzuzie 
hen find, fo ſchreibe man die zu abdirenden Logaritffimen unter 
einander, und unter biefelben die dekadiſchen Ergänzungen ber zu 
fubtrahirenden Logarithmen; abdire dann alle dies zufammen, und 
laffe bei ver Summe der Kennziffern fo viel Zehner hinweg, ald des 
kadiſche Ergänzungen vorhanden find; fo hat man das richtige 


Reſultat. 
74256.2045.0,00847 
38.3. Es ſei aus der Sleihunge = 3,56.209,97 ober aus 


lot a = log 74356-+log 2045-}-log 0,00847— log 2,56—log 208,47 
bie Größe a zu entwideln; fo if 





Ungositkenen, a 
log THA56 == 4,8707316 
log 2045 = 8,8106988 
log 0,00847 = 0,5408295—8 
def. Erg. log »56 — 9,5917600 
def. Erg. log 208,49 = 7,6914996 


Summe 26,0050140--8 
folglih ke= = 6,0050148--5 
= 30080440 
und z = 1011,68 
Die zu umfländliche Bezeichnung der dekadiſchen Ergänzung 
von. Eogaritömen macht es jedech raͤthlich, von ihr gar feine 
Kenntniß zu nehmen, und blos die in $. 287 erörterte Umflaltung 
eined negativen Logarithmen in einen andern (fogenannten 
balbpofitiven), welcher aus einem pofltiven Logarithmen und 
einer negativen Charakteriſtik beftcht, zu benüten. Auf diefe Weife 
geflaltet ſich obige Rechnung folgender Maßen. 
log 74356 = 4,8707816 
log 2045 = 8,8100930 
log 0,00847 = 7,5403296--10° 
lg 2,56 — 9,5917600—10 
—log 208,49 = 7,6914996— 10 
log z = 8,0050140 
z = HILSF2 
wobei nod) die fubtractiven Zehner von jedem geübten Rechner 
weggelaflen werben. | 
Uebrigens wird man Beine diefer zwei nahe verwanbten 
Methoden anwenden, wenn fehr viele Logarithmen 
abzuziehen find, weil man bann offenbar ſchaeller mit der 
Rechnung zu Stande kommt, wenn man die Summe ber negativen 
Logarithmen von jener ber pofitiven abzieht. | 
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Gin befenderer Vortheil, den die logeriihmiſchen Tafeln ges 
waͤhren, beſteht darin, daß man mit: Hilfe derſelben bie unbe 
fannten Erpanenten aus einer Gleichung: leicht euntwideln 
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kann. Denn ed ſei z.B.a'—=d, ſo iſt log a = log 5, und (ver- 
mög $. 257, Nr. 7) 
z log a=log b; alfo & EB, 
Eben fo aus der Gleihung a’c® = d"= folgt 
log ac" = log DB, 
nemlich =. log a+gz. lege =mz. log d—n .logb, 
und mz.log d—z.log a—ge. loge=n.logb; 
n.log 5 
endlich ==  m.logb —loga —g.loge' 
Auch kann aus folgender Gleichung ac” — = = d mittels 
ber Logarithmen = gefunden werben; denn es ift 
b 


— 


7 7, und (nad) $. 215) 


m, * + 2) =(2) + woraus 
=74 V@ +2) og 


io: T d ® 
Berner iſt log ct = Io ta + Y(&+ N, 
HL Ay 
nemlich 55. loge = log 60V bad. 


lo d+Y 0° -+- 4ad 
m.loge log 2a 

Uebrigens erleichtert man fich auch hier, wie in fo vielen andern 
allen, die Rechnung, indem man nicht unmittelbar ‚die Unbe- 
fannte =, ſondern lieber eine andere Unbelannte vorher, und 
dann aus ihr erft mittelbar = beflimmt. Man erzielt diefes, wenn 
man einen, die Unbefannte = in fi) begreifenden, Ausdruck als eine 
eigenthümliche neue Unbekannte durch einen einzelnen Buchfla- 
ben, 3. B. y, darſtellt, diefelbe in die gegebene Gleichung ein- 
führt, und aus biefer beſtimmt, endlich aber aus der zwifchen ihr 
und z beflehenden Gleichung die letztere Größe fucht. 


endlich == 
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So würde man im letzten Beiſpiele c* =y ſetzen, wodurch man 


4 

qu bu—q, und hieraus = un fiber Ueberdieß hat man 
ME 2 lo 
7 lge=logy, baher z= log e? 


und wenn man für y obigen Ausdruck fchreibt, 
z = ler z log ——— wie vorher. 
$. 271. 

Wenn einmal für ein Syflem die Logarithbmen be 
rechnet find, fo kann der Logarithme einer jeben 
Zahl für jedes andere Syſtem leiht daraus gefun- 
den werden. 

Denn es fei in dem berechneten Syfleme für die Grundzahl a 
der Logarithme was immer für einer Zahl 5 gleich =, und für eine 
andere Orundzahl A der zu fuchende Logarithme eben diefer Zahl 
gleih z, nemlich log bæ m für die Grundzahl a, und log 5= = 
für die Grundzahl 4; fo ift —* $. 255) a = 5 und auch 

=b, fi = und für einerlei Syſtem 

zloeg A=mloga; — 

Sind die bier gebrauchten Logarithmen aus dem Syſteme, 
defien Grundzahl a ift, fo wird log a = =1ı, alfo 

m log & 
ig — * x log b. 

Sol z. B. aus dem berechneten Brigg’ichen Syſteme der Lo⸗ 

garithme = von jeber Salt d für die Grundzahl * = 5 berechnet 








werden, fo ifl z= X log brig 6* ETITTIT. Xlogbrigb 


= 1,4806766 X log brig 6. 
Man darf demnach nur den Brigg'ſchen Logarithmen einer 


Zahl mit 1,4806766 multipliciren, fo bat man den Logarithmen 
von ber nemlichen Zahl für die Grundzahl 5. 
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Anwendung der geometrifchen Reiben und ber Logarithmen 
auf die Auflöfung verfchiedener Aufgaben. 


5. 272. 

Um ben Gebrauch der Iogarithmifchen Tafeln durch eine fleis 
Bige Uebung ſich eigen zu machen, kann folgende Anwendung ber 
geometrifchen Reihen und Logarithinen auf bie Auflöfung einiger 
Aufgaben nützlich fein. 

4. Aufgabe. Es hat Jemand einen Metzen Weiten auöge: 
fäet; die Ernte hievon ſäet er im zweiten Jahre wieder ganz aus, 
und von diefer zweiten Ausfaat hat er wieder die ganze Ernte im 
dritten Jahre audgefäet, u. f. w. Wie viel würde er wohl auf biefe 
Urt im zehnten Jahre ernten, wenn man annimmt, baß jeber 
Metzen Ausſaat jährlih 4 Metzen Ernte bringt? 

Auflöfung Da hier die Ernten in einer genmetrifchen 
Reihe ftehen, indem im erſten Jahre die Ernte 4, im zweiten 
Jahre 16, im dritten Jahre 64 Metzen, u. ſ. w. beträgt; fo wird in 
der Sleichung ($. 244, D = ag"!, 
a=4, g=4,n—=10, folglich durch Subſtitution dieſer Werthe 
14. 42 410, ober log &== 10 log 4 = 6,0206000 ; daher 
= 1048576 Meben. 

3. Aufgabe. Es fest Jemand in die Lotterie, und zwar 
das erfte Mat 3 Groſchen; verboppelt aber jedesmal feinen tor. 
bergehenden Einfog. Wie viel wird er wohl burdy 12 Sehungen 
verfpielen ? 

Auflöfung. Da bier die nach einander folgenden Einſätze 
die geonsetsifche Reihe 8, 6, 12, 24, . . . bilden, fo wied in ben 
Gleichungen ($. 244, 1 und ID i=ag”", . 

428, 9* 2, n=12; folglich ur Subftitution dieſer Werthe 
12__ 
28. 3", und⸗—? * — —E 


Nun iſt log (29) = 12 log 2 = 8,6128600 und alſo 212 40986, 
folglich s= 8(4096—-1)=3 . 4095 = 12385 Groſchen 614! Fl. 
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Man fieht aus biefer Auflöfung, daß man ad in den Glei- 
dungen, wo bie unbelannte Größe fi) nicht unmittelbar loga⸗ 
rithmiſch entwideln läßt, boch einzelne Slieber derfelben mittels der 
Iogarithmifchen Tafeln entwideln kann, wodurch ſich dann die unbe⸗ 
kannte Größe leichter ergibt. 


8. Aufgabe. Zwiſchen 1 und 2 follen noch 11 Glieder ber: 
geftalt eingefchaltet werben, daß eine geometrifche Reihe von 13 
Gliedern entſtehe. 

Auflöſung. Weil bier das erſte Glied der Reihe a = 1, 
das lekte Glied ⸗— 2, und bie Anzahl ber Glieder a = 13 fein 


fol ; fo ik (9. 24, D 2=1.g", folglid =, und 
log qg = = = 00950858. Nun if aber die Reihe 
1,9, 0° Ir „eg, 2; folglich iſt 


log g = 0,0250858 | zugehörige Bahl 1,059 = 2teu&liebe 
3 log qg = 0,0501716 s - 1,122..= 8ten = 
8 log 9 — 0,0752574 . nd 1,189... = daten ud 
11 log qg = 0,2759438 ⸗ » 1,888..= 12ten⸗ 
12 log qg = 0,3010296 ⸗ ⸗2,000.. 18ten⸗- 


4. Aufgabe. Jedes Glied der geometriſchen Reihe 
a, 69, ag°, aꝙꝰ,... in m ſolche Theile zu theilen, daß alle Theile 
wieder in einer zufammenhängenden geometrifchen Reihe ftehen, und 
folglich eine Reihe zum Vorſchein komme, welche m Mal fo viel 
Slieder hat, ald die Hauptreihe. 

Auflöfung. Es ſei = das erſte Glied der gefuchten Reihe, 
und y ihr Quotient, fo ift die Reihe 
Eye yet. 
Da nun die Summe von ben m erften Blsdern vi biefer Reihe dem 
erften Gliede der Hauptreihe gleich fein muß, fo ift 

zstaytay’+..+aoy'=o. (4) 

Da ferner die Summe von ben folgenden me Steden diefer 
Reihe dem zweiten Gliede der Haupsreihe gleich fein muß; fo ifl 

ty tray... +aytt! og. (3) 
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Multiplicirt man nun die Gleichung (A) mit y*, fo iſt 
ty tr. ty ay®, CO 
folglich aud ag = ay”, (vermög 8. 13, Grundſ. ID; nemlid 

 geyrmy=ve 

Nun fummire man in der Sleihung (A) ben eriten Theil der⸗ 
felben (nach $. 244, MD; fo ift die Summe 


VE _ = I, mithin 


„ea a, woraus z= UL, 
folgt. € ift bemnad) die geſuchte Reihe 


avg—ı) —— — ** ed 
g—1 L) 92 1 8 822 


Sl z. B. in ber geometrifchen Reihe 7 56, 448,... jebed Sieb 
in brei folche Theile getheilt werben, daß wieder eine zufammen- 
haͤngende geometrifche Reihe entflehe; fo if wgna=]7,4=8, 
und m = 3 daß erfte Glied der gefuchten Reihe 


8 
= em = 1, und der Quotient = v 8=2; daher iſt die 


verlangte Reihe I, 3, 4, 8, 16, 82,.. 
Summirt man ferner n Slieder ber angeführten Reihe CD) 
(nad) $. 244), fo ift Ka 


t= ayg-ı re — «vg -DvVg"" 


g—I g—1 

ayg-ıvVg—alyg-1 
und s = 
g-1Xvg—) 

_ Kaum _ _aly vg 

@-1XV9—1) Ze 

So } 8 iſt die Summe von 7 Siledern der erſt gefundenen 

yet 


Reihe = = 83 ,8— -1= 6 .3-1= 137. 
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Die nemlihe Summe würde man erhalten, wenn man in der 


Hauptreihe gleichſam = Glieder fummirt, das ift, wenn man in 


den Sleihungen I und II ($. 244) I ftati » ſubſtituirt. 


Man flieht hieraus, in welhem Sinne man in ber allgemeinen 
Summenformel für n eine gebrochene Zahl annehmen kann. Nah 
diefer Formel läßt ſich auch folgende Aufgabe auflöfen. 

5. Aufgabe. Es beftellt Jemand bei einem Juwelier einen 
Diamanten mit dem Accorde, daß er ihm für den erften Karat, 
den der Diamant wiegt, 40 Fl., für ben zweiten Karat 120 Fl., 
für den dritten Karat 860 Fl., u.f. w., nemlich für jeden folgenden 
Karat drei Mal fo viel, als für den vorhergehenden zahlen wolle. - 
Nun ift das Gewicht des Diamanten 35 Karat; wie viel muß er 
dem Juwelier bezahlen ? 

Auflöfung. Da hier die Werthe der ganzen Karate in 
einer geometriichen Progreflion fleigen, fo müflen die Wer: 
the der Xheile berfelben ebenfalls in einer folchen Reihe wach 
fen; und es ift, wenn man bie obige Sormel hier anwendet, 
a=40, q=8, m=4, und n—13; folglich der ganze Werth bes 


400/31) 
2 


4 
Diamanien s= = 20(/3"—1). 


Nun ift zur Beflimmung von —8 


* 13 log 3 
log v3" = a , 
daher log 8 = 0,4771213 C(X13 
14318639 





6,2025769 (: 4 
log yaı = 1,5506442 
wozu die Zahl 35,534 gehört; folglih s=20.34,534 = 690,68 Fl. 
— 690 Fl. 41 Kr. Mithin koſtet dad legte Viertel Karat 


ER _1\, /pl2 
——— = 20. 3X, 78—1) = 540(/8—1) 


= 540 . 0,81607 —= 170,68 51. = 170 81. 41 Kr. 
Vega Vorleſ. I, Br, 27 


nr 
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MWiirde man aber für dieſes lebte Viertel Karat ben vierten 
Theikvon 40 . 3° = 40 . 27 = 10860 ZI. rechnen, welche der ganze 
vierte Karat koſten würde; fo hätte man 270 Fl., welches um 
995. 19 Kr. zu viel ift. Weit mehr würte man fehlen, wenn man 


3 
für den Werth des Diamanten 40-+40.3--40.3°--40.3* rechnen 


wollte, wo für dad lebte Viertel Karat um 803 $1. 6 Kr. zu viel 
bezahlt würbe. 


6. Aufgabe. Es hat Jemand ein Faß Wein, welches 
a= 100 Mag enthält, wovon jede Maß c=36 Kr. koſtet; er zapit 
—1 Maß ab, und füllt das Faß wieder voll mit Waffer an. 
Nachdem fih das Waffer mit dem Weine vollfommen vermifcht 
bat, zapft er abermald = ı Maß ab, und füllt das Faß wieder 
mit Waſſer an. Wie oft kann nun diefes wiederholt werden, damit 
jede Maß der VBermifhung, welche fid) noch im Faſſe befindet, 
d= 24 Kr. werth ſei? 

Auflöfung. Da hier vorausgefeht wird, daß fich das 
Waſſer mit dem Weine jederzeit völlig genau vermenge, fo läuft 
bei jebem Abzapfen wieder ein Theil Waſſer mit heraus; und 
zwar verhält fich bei jebeömaligem Abzapfen die ganze Vermi⸗ 
(hung zu der Menge der Vermifchung, die abgezapft wird, 
wie die Menge Wein, die fih in der ganzen Vermifchung be: 
findet, Tich zu der Menge Wein verhält, die beim Abzapfen mit 
berauöflicht; nemlich es ift jedesmal a:5= wie die Menge Wein, 
die noch im Faſſe ift, zur Menge Wein, die unter den 5 Maßen mit 
abgezapft wird. Nun find nad) dem erften Abzapfen noch a— 5 


Maß Wein im Faffe; folgih a:5 = (a—D: (a —b = be 
Menge Wein, die bei dem zweiten Abzapfen mit herausfließt; und 
e8 bleiben alfo nad) dem zweiten Abzapfen noch an (a—b) 


= un. Mag Wein im Faffe Ferner iſt wieder a: 5 


— 52 — 
* —— : —E — der Menge Bein, bie beim dritten Ab: 
a a 


zapfen ausfließt; und eö bleibt beim dritt en Abzapfen noch im Fafle 


Aufgaben über geometrifhe Reihen und über Logarithmen. 419 


-D)! Ka-d* (a-b)* 
(a _ Kad _ u ; eben fo findet man, daß nach dem 


ae 
—n, 








vierten Abzapfen (a ‚nad dem L ün N ten Abzapfen 





und folglid nad) tem nten Abzapfen © I af Wein * im 


Faſſe verbleiben, wovon jede Maß c Kr. werth iſt. Alſo iſt der 





Werth der ganzen Vermifchung er x c, weil bad Waſſer hier 


keinen Werth haben fol. Da aber jede Maß der Vermiſchung 
d Kr. werth fein fol; fo iſt auch der Werth der Vermiſchung 


ad Kr., folglich en Dr .c=ad, und fofort 


— ra D-+Hore-(a—Diege = loga-+-log d, woraus 
log c— log d 





— Iga— log (@a— 5) folgt. 
Nun iſt in unſerem Beiſpiele on 
a=100, 5b=1, a—5=99, c=86, d=24, mithin 
log ce = 1,5563025 log a = 2,0000000 
log d = 1,8802112 log(a—5) = 1,9956852 
Diff. = 0,1760918 Diff. = 0,0048648 
n = 1760918 : 48648 — 40,38 
174592' 
149930 


Folglich iſt mn 40 nebft einem Bruche. 

Wenn nemlic die Abzapfung 40 Mal wiederholt wird, fo iſt 
die Vermiſchung im Faſſe noch etwas beffer ald ein Wein, wovon 
eine Maß 24 Kr. koſtet. Wiederholt man aber bie Abzapfung 41 Mal, 
fo ift eine Maß der Vermiſchung nicht mehr 24 Kr. werth. 

7. Aufgabe. Es legt Jemand ein Capital a = 20000 Fl. zu 
c=5 Proc. jährlichen Intereffen an, und fhlägt mit Ende eines je 
ben Jahres die Intereffen zum Gapitale, oder was eincrlei ift, er er: 
bebt felbe, und legt fie gleich wieder ald ein Capital an. Wie groß 
wird nun dieſes Capital nach der Zeit von n = 12 Zahren fein? 

Aufldöfung. Da 100 Fl. Capital in einem Jahre e Fl. 


Interefien bringen, fo bringt jeder Gulden —- i 75 Fl. Intereſſen 
37 * 
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während eined Jahres, und mithin ift jeder Gulden bed angelegten 


Gapitald nach Verlauf dieſes Jahres 1 +70 Sl. werth. Seht 


man daher 1 + — 1 m =p, d. h. begreift man unter p ben Werth 


eines Guldens des Capitals mit Zuſchlag der Zinſen von einem 
Jahre, fo beträgt der Werth des Capitals a nach einem Jahre 
ap. Man muß demnad jedesmal das Capital am An- 


fange bed Jahres mit p=1 +05 multipliciren, um 


das Capital fammt Interefjen am Ende diefes Jah: 
red zu erhalten. Es ift fofort dad Capital fammt Intereſſen 
am Ende des ıten Sahres = up, 
⸗ ⸗ ⸗21ten — ap”, 
⸗ ⸗ : Bten * = ap”; 
folglich ift da8 Capital fammt Interefien am Ende des nten Zahres 
s=ap", undlogs=loga +n log p- 
Nun ift in unferem Beiſpiele = 20000, e=5,n=13, 2, daher 
p=1,05, und logp = 0,0211893 (X 12 
logp’ = 0,2542716 
loga = 4,3010300 
logs = 4,5553016 
mithin s = 35917,125 $L. = 35917 $1. 74 Kr. 
Diefe Formel fann aber nicht unmittelbar angewendet werten. 
um den Anwachs des Gapitald zu berechnen, wenn die Anzahl 
ber Jahre n ein Bruch fein follte. Denn es fei in der obigen Aufe 


gaben=m +7, fo ift der Anwachs des Gapitald nad) m Jahren 
— ap”; und dieſes als ein Capital betrachtet, trägt noch in der 
Zeit von — Jahren 1007 . ap” El. Interefjen, weil eben biefes 
Capital ap" Fl. in einem ganzen Jahre Son ap” Fl. an In 
terefien bringt; mithin ifl “ Capital fammt Intereffen nad 


m+7 Jahren s = ap" + 757 1007 pP =ap" (+ 1007) 
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Würde man aber, um den Anwachs bed Gapitald nah m +7 


Jahren zu beflimmen, in ber obigen Formel a= m + — ſetzen; ſo 


wäre s = apt; = ap". m, welches augenfcheinli nicht bem 
Vorigen gleich fein kann. 

Um den Fehler deutlicher durch ein wirkliches Beifpiel ein- 
zufehen, fei oben a = 123 Jahr; fo ift das Capital nach 12 Jah: 
ren angewachſen auf 35917,125 Sl, und diefe trägt noch, in; Jahr 
897,93 ZI., weil 100 Fl. in diefer Zeit $ ZI. Intereffen bringen. - 
Mithin ift die ganze Summe nad) 12: Jahren s = 36815,06 Fl. 
Würde man aber in der obigen Formel a 123 ſetzen, fo wäre 


s = 20000 . (1,055? , was logarithmiſch entwidelt, 86804,1 Sl. 
gibt, daher beinahe um 11 Fl. zu menig iſt. Beträchtlicher würbe 
der Sehler fein, wenn daß anfängliche Capital größer wäre, oder 
wenn es durch⸗ eine größere Anzahl Jahre immer auf die aͤngeführte 
„Art vermehrt würde. 

In den k.k. Staaten werden die Intereffen in den öffentlichen 
Fonds halbjährig ausbezahlt. Wollte man mit Ende eines jeden 


halben Jahres die Intereffen wieder zum Gapitale ſchlagen (welches 


hier fehr (et angeht, weil die Intereffen gewöhnlich um 8, aud) 
14 Tage vor dem berfallenen Termine fehon ausgezahlt werden), 
fo würhg der Anwachẽ dieſes Capitals betraͤchtlicher ſein, als im 
voriſdn Falle” 3. B. Es legt Jemand ein Capital von 
25000 Fl. zu 55 Proc. jährlihen Intereffen, und mit 
Ende eined jeden halben Jahres die Intereffen wie: 
ber als ein Capital an; wie hoch wird dieſes Capital 
in 20 Jahren anwachſen? Wendet man hier obige Formel 


.s= ap“ an, fo ift 


3: 7 
a = 25000, na =40 halbe Jahre, dc == - = 1,75 


2 4 — A I 
daher p = 1,0175 
und log p = 0,0075344_ (X 40 


log „= 0,3013760 

log a = 4,3979400 

log s = 4,6993160 
s = 50039,8 $l. 
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Der Anwachs der Summe 5, die nach Werlauf ded erfien 
Jahres, oder mit Anfang bed zweiten angelegt wird, ift 
— dp""', weil diefe Summe nur durch a—1 Jahre anliegt. 

Der Anwachs der Summe Z, die nach Ende des zweiten 
Jahres angelegt wird, iſt öp"-?. 

Eben fo ift der Anwachs der Summe 5, welche mit Ende 
des dritten Jahres angelegt wird, = d5","*, u. f. w. 

Endlich ift der Anwachs der Summe 5, weldhe am Enbe bes 
vorleßten, oder mit Anfang des lebten Jahres angelegt wird, — bp, 
weil diefe Summe nur ein Jahr liegt. 

Es ſtehen demnach die Summen, auf welche die jährlich zu- 
gelegten Xheile 5 anwacfen, in folgender geometrifchen Reipe: 
öp, bp*, bp® A ...dp°""; hievon ift die Summe 

pp i— \ 
= (nad) $. 244, DD. 

Addirt man nun zu diefem Betrage noch den Anwachs des 
Capitals a, fo erhält man s= ap" . 

Es ſei z. B. a=6000, 5=500, n—=10, und die Intereſſen 
ſeien zu 5 Proc. vorgeſchrieben, nemlich = 1,05; 
pffta = 9773,37 \ wenn man jedes insbeſondere logaritb« 
und Pe! = 1,551828 mifch entwidelt, 
alfo pr 1=0, 551328. 


Mithin Er —N Br? = 5788,94, und s = 15562,31 FH. 


Setzt man aber‘ in diefer Aufgabe &=a, d.h. nimmt man am, 
daß die jährliche Bulage dem anfänglihen Sapitale 
gleih if; ſo wrd s= er 
und I. log s>=loga +logp log -I) — logp—)), 

I. menge —1), 


u. _ log pr eg DZ. ga _ 


log p 
Jede bee Formeln löft nun wieder verf sie bene hieher ge: 
hörige Rehnungsfragen auf, von benen Jeder einige nach Be⸗ 
lieben in Bahlen auffegen, und mit Hilfe der Logarithmen entwideln 
fann, 
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1. Srage. Ein Kaufmann war verpflichtet, durh 6 Jahre 
binter einander, mit Anfange eines jeden Sahres 4000 FI. zu bezah- 
len; er hat aber gar nichts bezahlt. Wie viel ift er am Ente des 
fechöten Jahres fehuldig, wenn die Intereffen zu 4 Proc. und Ins 
terefjen von Intereffen gerechnet werden ? 

Antwort. Hier iſt «4000, n=6, c=4,' nemlid) 91,04; 
folglich hat man nachflehende Rechnung. 


logp =0,0170233 log a =8,6020600 
log p"==0,1021998 logp —0,0170833 

»’=1,265318 log(p’— 1)=9,1237667 
p"— 1==0,265318 —log(p —1==1,3979400 
p 10,04 logs —4,4408000 


und s =27598,07 SI. 

3. Frage Es hat Zemand nah zwanzig Jahren eine 
Summe von 10000 Fl. ohne Sntereffen zu erheben; er will aber 
dafür während diefer zwanzig Jahre mit Anfang eines jeden Jah: 
red eine dergeflalt beflimmte Summe erkalten, daß die Schuld 
nad zwanzig Iahren ganz getilgt ſei. Wie vicl kann ihm jährlich 
gegeben werden, wenn die Sutereffen zu 4 Proc. vorgefchrie- 
ben find? 

Antwort. Hier iſt s=10000, n=20, c—=4, alfo p=1,04, 
folglich nach der Formel II. aufnachftehende Weiſe zu rechnen. 


logp =0,0170338 log s ==4,0000000 
log pP =0,3106660 log (p—1)=8,6020600 
p" =2,19112 —logp =9,9829667 
p'—1=1,19112 — logtp" - N==9,9240445 
p — 11:20,04 ga ==2,5090712 
und a —822,902 Fl., 


welches jaͤhrlich für die Schuld bezahlt werden kann, weil dieſe 
Summe zu 4 Proc. angelegt, und jährlich auf die angeführte Art 
vermehrt, in zwanzig Suhren eine Eumme von 10000 Fl. zum 
Vorſchein bringt. 


$. 275, 


Aufgabe Ein Capital = wird zu c Proc. angelegt und 
» bie Intereffen werden jährlich zum Capitale gefhlagen; bagegen 


426 6. Hauptflüd. 7. Abfchnitt. 


aber wird mit Ende eines jeden Jahres eine Summe 5 hinweg ge- 
nommen; wie groß wird der Reſt 2 nad n Sahren noch fein? 
Auflöfung Das Capital a, wenn nichtd davon genom- 
men wird, wächſt in n Jahren zur Summe, ap" an (vermög 
$. 273); und die Summe 5, die mit Ende des erflen Jahres 
hinweg genommen wirb, kann ebenfalls ald ein Capital angefehen 
werden, welches in n—ı Sahren auf 5p""" anwachlen würbe, wenn 
es durch dieſe Zeit immer angelegt bliebe. Eben fo waͤchſt die 
Summe 5, welche mit Ende deö zweiten Jahres hinweg genom- 
men wirb, als Capital betrachtet, auf Zp”?, u. f. w. und die 
Summe 5, welde am Ende deö vorlegten Jahres hinweg ge- 
nommen wird, auf dp. Endlich ift, ba am Ende des legten Zah: 
red ebenfalld noch 5 I. hinweg genommen werben, nad) » Jahr 
ven dad Capital ap" um 5-+-dp-+dp’+ .. . vermindert 





—] 
worden. Diefe Reihe (nad) $. 244, II) fummirt, gibt -F n , 
43 43600- 1 2 
folglich iftl. A=ap* - ng 
Kp’—ı) , R 
1. a =--— —— 1 
PonTp’ 
— 1 
M. b=(ap— M— y 
IV. n— log [p—1) R—51—-log(Ip -1)a—b] 
log p 
_logd—(p—1)RI— logld—(p—1Val , 
— log p 


Einige Beifpiele zur Anwendung biefer Formeln. 

1. Frage. Ed legt Iemand ein Capital von 80000 ZI. zu 4 
Proc. an, und nimmt jährlid) von den Intereffen 800 SI. zu feinem 
Unterhalte weg; ben Ueberreſt aber fchlägt er zum Gapitäle. Wie 
groß wird dieſes Capital nach 15 Jahren fein? 

Antwort. Her ift a«=830000, 5=800, n=15, und c=4, 
nemlich p=1,04, daher nad) der Formel I. folgende Rechnung aus⸗ 
zuführen. 
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logp =0,0170338 BT m, 

851665 p—ı 
Togp=0,2551965 ——— logs ==2,9080900 
"  p=1,800941 log(p'— 1)==9,9086005 
2° — 1==0,800941 —log(p —1)=1,3979400 
— 10,01 log d=4,2046305 

ap'=54028,23 
d =16018,28 


und R==38009,41 Fl. 


2. Frage. Es hat Iemand durch ſechs Jahre hinter einan- 
der eine Rente von 500 Fl. zu genießen, und ift gefonnen, dieſe 
Rente zu verlaufen; was wird fie wohl jest werth fein, wenn 
die Intereffen zu 34 Proc. vorgeichrieben find? Oder was da$: 
felbe ift: Es will Jemand feinem Freunde cin jährliches Auskom⸗ 
men von 500 Fl. bei einer allgemeinen Leihbank durch ſechs Jahre 
anmweifen; wie groß muß dad Capital fein, welches bei diefer Bank 
zu erlegen ift, wenn die Intereffen zu 85 Proc. gerechnet werden, 
und am Ende bed fechften Jahres das Capital fammt den Intereffen 
verzehrt fein fol? 

Antwort. Hier ift das unbefannte Capital =a, die jähr: 
lihe Rınte 5=500, n=6, c=3;, mithin p=1,035; und da 
am Ende des fechiten Jahres das Capital fammt den Sntereffen 
verzehrt fein fol; fo ift der Reſt A=0, folglih nah ter 


b —1 
Sormel I. a= 7 und nachſtehender Maßen zu rechnen. 


logp =0,0149403 log 5 —2,6989700 

logp'==0,0896418 log(p— 1)=9,3603169 

p’=1,229254, —logp" ==9,9103582 

p'—1=0,229254 —log(p —=1,1559320 

p —1==0,035 log a —=3,4255771 
mithin a —2664 Sl. 


3. Frage. Es ift ein Rittergut zu verkaufen, und es mel» 
den fich drei Käufer; der erfte will dafür 34500 Fl. ſogleich bar 
bezahlen, der zweite bietet 38000 Fl., aber fo, daß er 6000 Fl. 
ſogleich, und vier Zahre hinter einander mit Ende eines jeben 
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Jahres 8000 Fi. erlegen will; der dritte bietet 40000 Fl. jedoch 
fo, daß er 4000 FI. fogleih, und ſechs Jahre hinter einander mit 
Ende eines jeden Jahres 6000 FI. erlegen will. Wer hat nun 
am meiften geboten, wenn die Intereffen zu 5 Procent gerechnet 
werben? 

Antwort. Man unterfuche, fo wie im vorhergehenden Bei: 
fpiele, wie viel die 32000 Fl., welche der zweite in vier Terminen 
bezahlen will, für jetzt werth find; nemlich man feße in der Formel II. 
b=8000, n=4, »=1,05, R=0. Man findet für den jetzigen 
Merth diefer Zahlungen u=28367,6. Mithin ift der Anbot des zwei: 
ten =6000-28367,6—34367,6 Fl. 

Eben fo beflimme man aus der Formel II., wie wiel die ſechs 
Zahlungen des dritten für jet werıh find, indem man 5=6000, 
n=6, p=1,05, R=0 fest; und man findet für den jegigen Werth 
a—30154,2. Mithin ift der Anbot des dritten =4000-30454,2 
—341454,2 51. ; folglidy bat der erſte den größten Anbot gemacht. 

4. Frage Es fol eine gegenwärtige Schuld von 1000 Fl. 
in fünf jährliche Zahlungstermine eingetheile werden, damit am 
Ende eines jeden Jahres eine gleihe Summe bezahlt wird. Wie groß 
muß diefe Summe fein, wenn die Intereffen zu 5 Procent vorge: 
ſchrieben find ? 

Antwort. Man fehe die Summe, welche alle Jahre bezahlt 
werden fol, als cine Rente an, wovon der gegenwärtige Werth 
1000 Fl. ift; alfo hier ifft a=1000, n=5, c=5, p=1,05, A=0; 
folglich nach dir Formel III. &==230,97 Fl., welche in jedem Termin 
bezahlt werden müflen. 

5. Srage. Es hat Zemand ein Capital von 100000 Fl. zu 
5 Proc. anliegen ; allein mit den Intereſſen hievon kann er feinen 
Aufwand nicht beftreiten;; er braucht jährlich eine Summe von 6000 
Fl., und iſt daher bemüßigt, vom Capitale mit Ende eined jeden 
Jahres fo viel hinweg zu nehmen, daß dieſes fammt den verfallenen 
Intereſſen 6000 1. beträgt. In wie viel Sahren wird wohl der Mann 
ein Bettler werden, wenn er fo fortfährt? 

Antwort. Hier iſt a=100000, 5=6000, p=1,05, R=0; 


_log 6000 —log 1000 _ 
folglich nach der Formel IV. n log 1,05 
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6000 j g 6 77815133 . 
(105 1000,):108 1,05 = PT = anasn — 36 Sabre bei: 
nahe. Wollte man nun miffen, wir viel ihm nad verfloffenen 
86 Jahren noch übrig bleibt, fo feße man in der Formel I. 
«100000, 56000, P=1,05, n=36 ; fo findet mın 2==4168,7 
Fl. welhe mit Anfang des fiebenundbreißigiten Sahres noch vor⸗ 
handen find. Diefes bringt in diefem Jahre noch 208,2 Fl. Interef- 
fen; mithin bat diefer Mann am Ende des fiebenunddreißigften 
Jahres 4371,9 FI. zu empfangen, wo fobann das ganze Capital 
ſammt Intereſſen verzehrt if. 


i __0,7781518 | 
Man würde aber fehlen, wenn man n 5 


36,724 Zahre=36 Jahre 264 Tage ſetzen, nemlich behaupten wollte, 
daß diefer Mann denfelben Aufwand dur) 36 Jahre und 264 Tage 
machen könne; denn der Reſt 4163,7 Fl., welcher nach, verfloffenen 36 
Fahren verbleibt, bringt in 264 Tagen 150,6 Fl. Intereffen ; alfo 
hat er nach Verlauf diefer Zeit in Allem 4314,38 Fl.; er braucht 
aber in biefer Zeit zu feinem Aufwande 4339,7 Fl.; mithin hat er um 
25,4 Fl. zu wenig. 

6. Frage. Eine Gemeinde hat von ihrer Herrfchaft eine Summe 
von 20000 Fl. audgeborgt; dagegen hat fie der Herrfchaft einen 
Wald, welcher jaͤhrlich 1500 FI. reinen Nuten bringt, indeſſen zum 
Unterpfand gegeben. Wie viel Jahre kann die Herrſchaft diefen 
Wald mit Recht benügen, wenn bie Intereffen zu 5 Proc. und In⸗ 
terefien von Intereſſen gerechnet werden ? 

Antwort. Hier iſt a=20000,5=1500,9—1,05, und es wird, 
weil dad ganze Gapital durch Benügung des Waldes getilgt ſein ſoll, 


1500 — 500 
R=0; folgliy nad) der Formel IV. n [og 1500 log 500 _ 


log 1,05 
on 5 = —= 22 Jahre beinahe, durch welche die Herrfchaft 
den Wald mit Recht benügen darf. Und wenn man nun in der 
Formel I. n=22, a=20000, 5=1500, und p= 1,05 fett, fo 
findet man A=1747,4 Fl., welche die Gemeinde der Herrſchaft nach 
verfloffenen 22 Sahrın bei ter Zurüdnahme des Waldes noch zu 
bezahlen hat. Geſetzt aber, die Herrfchaft hätte das Pfand durch 
380 Jahre benüßt, und nun folte liquidirt werben; fo wäre, nad 


. — — 
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der Formel I. A— — 13219,4; nemlich die Herrſchaft müßte ber 
Gemeinde nebfl dem Walde auch noch eine Summe von 18219,4 FI. 
zurüdgeben. 

Anmerkung. Die hier angeführten Rechnungsaufgaben mö- 
gen hinreihen, um den Nutzen einzufehen, welchen die Logarithmen 
auch bei den, im gemeinen Leben vortommenden, ‚Rechnungen ver⸗ 
fhaffen; und wie ſchwer ed einem blo8 mechaniſchen Rechner, dem 
die Theorie der Logarithmen ganz unbekannt ift, fallen müſſe, der 
gleichen Aufgaben aufzulöfen. Indeſſen kann doch der fleißige Lefer 
fi über alle vorhergehenden Formeln verfchiebene Zifferbeifpiele 
auffeßen, um fich den Gebrauch der Logarithmen recht geläufig zu 
machen, und feinen Scharffinn in der planmäßigen Anlage folcher 
Rechnungen üben, damit er diefelben nicht blos möglichft kurz und 
einfach, daher zugleich fo ſchnell und ficher als thunlich ausführen, 
fondern auch durch die möglich leichtefte Durchſicht derfelben von 
ihrer Richtigkeit fich Überzeugen könne; welche Vortheile ihm jedoch 
das font in manchen Lehrbüchern gebräuchliche nach einander An⸗ 
ſchreiben mehrerer Logarithmen in der laufenden Zeile durchaus nicht 
gewähren wird. 








Siebentes Hautück 
Lehre von den Functi 


1. Abſchnitt. 
Erklärung und Eintheilung der Fumen. 


6. 276. ” 


Bei unſeren bisherigen Unterſuchungen der Größeier vielmehr 
der ſie darſtellenden Zahlen haben wir da, wo ſelbe diaugemeine 
Zeichen (Buchſtaben) vorgeſtellt werden, zu zeigen unmüht, wie 
der Werth einer ober einiger von ſolchen Größen aus eiioder mıh: 
teren anderen berechnet werben könne, wenn einer je yon den 
letzteren ein einziger beſtimmter Werth beigelegt wird. Us bereitd 
von und befichtigte Gebiet der Mathematik nennen wityie ſchon 
($.53) erwähnt, allgemeine Arithmetik (BuchſtalRechen⸗ 
Zunft), oder wohl auch, in fo fern in ihm gelehrt wird, yefannte 
Zahlen mit Hilfe von Gleichungen durch befannte allgemein heſtim⸗ 
men, Algebra. Ein noch meit ausgedehnteres Keld von mhemati- 
‚Then Sorihungen eröffnet man fid) aber dadurch, daß man nidgowohl 
die Werthbeſtimmung der Größen, fondern ihren Zuſammhang 
unter einander, ihre wechfelweije Abhängigfeit, und ihre gleileitige 
BVeränderlichleit zum Gegenftande der Unterfuchungen wählt, dieſes 
Gebiet der Mathematik heißt Analyſis, und fol gegenwaͤig in 
einigen. der vorzüglichften Partien von und betreten werden. 
$. 277. j 
Eine Größe, welche von anderen Größen abhängt, d. h. eren 
Werth durch die Werthe der letzteren Größen bedingt und beftinnit 
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wird, folglichtungen erfahren Tann, wenn die Werthe dieſer 
abgeändert weeißt eine Function (abhängige, bependente 
Größe) von T zum Grunde liegenden Größen, welche ſelbſt 
wieder die Ggrößen ber Function genannt werben. Iſt aber 
eine Gröge v Einwirkung anderer völlig frei, fo wird fie von 
ihnen unahig (independent) genannt. 

Die ITenheit des Zuſammenhangs der Zunction 
ihren Gruren bedingt die Form der Function. Diefe 
Abhängigtet Function von ihren Grundgrößen kann theils ber» 
geſtalt auschen werden, daß ſich die abhängige mit ihnen, ent⸗ 
weder affej.er in Geſellſchaft von anderen Hilfägrößen, in Slei- 
chungen br läßt, theilö kann fie blos Äberhaupt erkannt werden, 
ohne dag Aufftelung ſolcher Beziehungsgleichungen gelingt. 
Eine Appsteit der letzteren Art iſt jedoch nicht geeignet, Gegen⸗ 
fland anccher Sorfhungen zu fein; daher werden wir ed in der 
Analyſis mit Abhängigkeiten — Functionen — der erfien Art zu 
thun habBei diefen wird zur Erleichterung der Forſchungen unfer 
Strebend dahin gerichtet fein, nach Beſeitigung aller Hilfögrör 
Ben die .ction allein in dem einen, die Grundgrößen aber in ben 
anderemeil einer Gleichung zu bringen, d. h. die Function durch 
die Grorößen auszudrücken. Sunctionen, bei denen dies gefche: 
ben ift:ißen gefonderte, entwidelte Cerplicite), die andern 
aber gefonberte, unentwidelte (implicite). Aus biefem 
Grunwird felbft jeder algebraiſche Ausdruck eine entwickelte Func⸗ 
tion, x auch nur ſchlechthin eine Function ber in ihm ſtehenden 
allgemen Größen genannt. 

B. Der Werth eined auf Zinfessinfen anliegenden Capitals 
wirdarch den urfpränglichen Betrag deöfelben, durch bie Procente 
und ie Zeit feined Anliegens bergeftalt beflimmt, daß, wenn a 
das irklich angelegte Capital, c bie jährlihen Procente, und n die 
Anzıl der Jahre, während welcher es licgt, vorftellt, der fragliche 
Met s des Capitald (nach $. 272, 7. Aufg.) durch die Gleichung 


=( i+ 55) dargeboten wird. Somit iſt s, fo wie auch ſchon 


mit 


der Ausdrud a(1 + 196) allein, eine Function, und zwar eine 
gefonderte von den Größen a, c, n, Aber auch jede biefer Ichteren 


Erfläruug und @intkeilung der cn. 


Größen ift wegen biefer Gleichung eine, j gefonderte Func- 

tion ber beiben übrigen und der Größe a... ro hängt die 
Länge ded Weges, den ein fich bewegenber durchläuft, von 
ben Stärken und Richtungen der Kräfte, Auf ihn wirken, 
und von ber Zeit ab, während welcher er ſigt; allein dieſe 
Abhängigkeit läßt ſich in manchen Faͤllen, Rip hei den vom 
Winde oder Waſſer fortgetriebenen und bei beghrpern, nicht 
durch Gleichungen ausfprechen. Ä 

u 8. 278, 

Die Erforfhung der Abhängigkeit einer hn von ihren 
Grundgrößen pflege man ſich gewöhnlich dbadurdy intern, daß 
man von dem Einfluße einiger derfelben gänzlich a inbem man 
ihnen beflimmte Werthe beilegt, während man bie dl verſchiedene 
Werthe annehmen läßt. In dieſer Rückſicht werdenrundgrößen 
der Functionen in veraͤn der liche (variable), und, ſtaͤndige 
(conſtante) oder unveränderliche (invariable) heilt, von 
denen man als eigentliche Grundgrößen gewöhnlich ie erſteren 
nennt. — Nach diefen Begriffen pflegt man dinalyſis 

auch als die Lehre von den Functionen anchen. 
Die befländigen Größen bezeichnet man, fo lang frei ſteht, 
mit den erflen, und die veränderlihen mit ben letztenchſtaben 
des Alphabetes. Berner flellt man die entwidelten Sunyen, ent- 
‚weber, in fo fern fie gleichfalls veränderlih und zwaelativ 
(dependent, abhängig) veränderlich find, wenn man Grund⸗ 
größen ald abfolut (independent, unabhängig) verämich an⸗ 
fehen will, durch die legten Buchſtaben des Alphabets, » .®. 
eine Function von z durch X, eine von y durch F, eine vca und 
y durch U, oder, um größere Ueberficht in ben analytiſchMpera⸗ 
tionen zu gewinnen, dadurch vor, daß man die Zeichen ik ver⸗ 
änderlichen Grundgrößen, neben einander und durch iche 
geſondert, hinſchreibt, mit Klammern umgibt, und einen detzuch⸗ 
ſtaben f, f, F, 9, ®, u. dgl., welche bewegen Functons⸗ 
zeichen heißen, vorfeht. &o bezeichnen in einer beflimmte Un- 
terfuchung die Symbole fa), F(), 9(z), ... verfchiebä ge- 
 formte (unähbnlihe) Zunctionen derfelben varlablen Größ =, 
und f(@, y, 8, ++ .), FR, y, 8, + - ») verſchieden geformte 

Bega Vorleſ. 1. 9, 38 
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Functionen kaͤnderlichen z, y, 8, . .; während die Sym⸗ 
bole /cz) ganz gleich geftaltete (ähnliche), nur in der 
Bezeichnuneraͤnderlichen Größe ſich unterſcheidende, Func⸗ 
tionen vor Das Symbol F(zy), worin die veraͤnderlichen 
Größen du Comma gefchieden find, deutet eine Function bed, 
wie eine eÿröße betrachteten, Productes zy an. 

Der te Werth, welchen eine ſolche allgemeine Func⸗ 
tion von der mehreren Veränderlichen für beſtimmte Werthe 
Diefer Veichen annimmt, wird kurz dadurch vorgeftellt, daß 

‚diefe Wei dem Symbole ber Function flatt der Zeichen ber 
Verände angefeht werben. &o ift Aa) der Werth der Zunc 
tion Az =a; fa, b, c,...) ber Werth der Function 
Ka, y, .), won z ina,yind,sinc u. ſ. w. ſich ver 
wandeirät man z. B. bie Function a 5’—z’—(z), fo 
if Ay +V 0°—y*, ferner Ku) = ar d5'— u" und 
I = b’—-0* = a. 

‚ Zonderen Fällen fett man auch conftante Größen, auf de 
ren Amheit In dem Ausdrude der Function man befonder3 aufe 
merkfaachen will, zwifchen die Klammern hinter dem Functions⸗ 
zeichen bezeichnet Kz, a) eine Function, in welcher nicht blos 
die Bherliche z, fondern auch die Conftante a vorkommt. 

” $. 279. 

« (entwidelten) Zunctionen heilt man in algebraifche 
und andcendente ein. Jene entfiehen aus der Addition, 
Subition, Multiplication und Divifion veränderliher Größen 
unterh und mit befländigen Größen, aus ber Erhebung verän- 
derlic Größen zu Potenzen von conflanten Erponenten, (woron 
die Bziehung der Wurzeln aus veränberlihen Größen nah con- 
ſtam Wurzelerponenten als ein befonderer Fall zu betrachten ifl). 

Zu n trandcendenten Functionen rechnet man die Erponential« 

grön (Erponenttelen), d. i. Potenzen conftanter Wurzeln mit 

versberlichen Erponenten, die Logarithmen von veränderlichen 

BZakn für conflante Grundzahlen, und alle Kbrigen Functionen, 

wehe wir noch in ber Folge kennen lernen werben. So find 


. 010, b—z+y, zys, z’y*, aV 2+y algebraiſche, dagegen a*, 


æ; log z, log(@+y) trandcendente Junctionen. 
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Jerner werben bie algebraifchen Sunctionen entweber ratio: 
nale ober irrationale genannt, je nachdem in ihnen die Wer: 
änderlihen mit Wurzelzeichen (oder gebrochenen Erponenten) be 
haftet find oder nicht; fie heißen ganz oder gebroden, je 
nachdem bie vorkommenden Nenner von ben Veraͤnderlichen frei 


find oder nicht. So ift die Function il rational und ge⸗ 


ra 
brochen, —— irrational und ganz. 
4 


Laͤßt eine Function für beftimmte Werthe der vorfommenden 
veränberlichen Größen im Allgemeinen mehrere verfchiedene Werthe 
zu, fo heißt fie eite vielförmige oder vielbeutige, und zwar 
nad) der Anzahl diefer Werihe eine zweiförmige, breiför: 
mige, u. f. w.; im Gegentheil wirb fie einförmig genannt, 
wenn fie nur einen einzigen Werth erhält. So find alfe rationalen . 
algebraifchen Zunstionen einförmig, dagegen iſt bie Function / + y 
im Allgemeinen vierförmig, weil fie, nach Berfthiebenheit der Vor⸗ 
zeichen der Radicale, HYzrVy, tVo—vVy, -—Varvy 
— Vr-vy ſein fan; für z=0 oder yo if fie bloß zwei⸗ 
fürmig, endlich für z=0 und y=0 iſt fie foger einfoͤrmig. 


IL Abſchnitt. 
Don den Grenzen der veränderlichen Größen, dem 
Uinendlichen und der Stetigfeit der Variablen. 


$. 280. 
Wenn eine veränderliche Größe ſich fortwährend einer bezeichner 
ten Größe nähert, fo daß fie endlich von ihr um weniger als jede be⸗ 
liebig gewählte nody fo Beine Größe verfchieden fein kann; fo heißt 
jene bezeichnete Groͤße eine Grenze der veränderlichen Größe. &o 
iſt 3. B. eine Irrationalzahl die Grenze eines veränderlichen ratione- 
len Bruches, der, während fein Renner, und nach ihm fich richtend 
ber Zähler ununterbrochen wädhft, fich jener irrationalen Zahl, ſo 
weit es verlangt werden mag, nähert. ° . 
| 38 
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Man ſagt ferner von einer veränderlichen Größe, fie wachſe 
unenblich, ober fie werde unendlih groß, wenn fie bei 
ihrem Wachſen größer werden kann, als jede angegebene nod fo 
große Sröße. Eben fo fagt man, dic veränd:rliche Größe nehme 
unenblid ab, werde unendlich klein, menn fie bei ihrem 
Abnehmen Eleiner werden fann ald jede angegebene nody fo kleine 
Größe. Man erlaubt fi deßwegen auch, die Null co) als die un- 
erreihbare Grenze der unendlich abnehmenden Größen anzufehen, 
und indem man erwägt, baß bei der unendlichen Abnahme einer 
veränderlihen Größe -z, oder bei ihrer unendlichen Annäherung an 


die Grenze 0, ihr Umgefehrtes - ) unenblich, zunimmt, betrach« 


i J 
tet man 7 als die unerreichbare Erenze ber unendlich wachſenden 


Größen, wofür man gemöhnlid das Symbol CS fchreibt. Eine 
Veränberliche, welche weder unendlich waͤchſt, woch unendlich ab- 
nimmt, wird endlich genannt. 

Dbgleich hier nur vom Unendlichgroß⸗ oder Unendlichklein⸗ 
werben, nidt aber vom wirklich Umendlichgroßr ober Unendlich⸗ 
Hein fein, und auch keineswegs von dem eigentlichen Srreichen einer 
Grenze die Sprache ift;. fo pflegen doch felbft gründliche Analyften, 
um ſich kürzer auszudrüden, von gleichfam wirklich unendlich großen 
und unendlich Heinen Größen, fo wie von einem eigentlichen Er- 
reichen der Grenzen zu Tprechen; daher auch wir gewöhnlich ihrem 
Beifpiele folgen werben. 

Man erfieht aus den obigen Betrachtungen leicht, daß man 


ein unbeſtimmtes, ohne Ende Fri einer veränderlichen Größe von 


dem Konepmen ind Unendliche unterſcheiden müſſe, da fit im erſten 


Falle auch einer fisen Grenze zuftreben, gegen-fie convergiren 


*) Das Umgekehrte oder der reciproke Berth einer Zahl iſt der 
Werth der durch dieſe Zuhl getheilten Einheit. So iR von = das 
& 


Umgekehrte 3 von 4 das Umgekehrte ud don ‘5 das Umge⸗ 


kehrte 3. 


7 
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kann. So nimmt z. 8. die Snction 4 4 — während = ind 
Unendliche wächſt, zwar ohne Ende, aber nicht unendlich ab, weil fie 
nicht unter Die Grenze a herabfinten fann. 

Zeigt fih bei Vergleihung zweier unendllch peter Größen, 
daß das Werhältnif der rinen zur andern auch unendlich * ſei, 
fo nennt man die erfiere eine unendlich grade Größe der 
zweiten Ordnung, indem man bie andere ald eine unenblich 
grobe Größe der erfien Ordnung anſieht. In demfelben 
Sinne fpriht man auch van einer unendlich PF/ÄE" Gröge 
der Sten, sten,... mten Ordnung, wenn das Berhältniß: 
einer unendlich rohen Größe der 2ten, Stew, ...m— iten Ord⸗ 
nung ‚zu einer andern von berfelben Ordnung ein unendlich 
One der erften Orbnung iſt. &o iß z. B., wenn = eine unendllch 


gb Größe vorflelt, z* eine unendlich FM Größe der zweiten 
Ordnung, z° eine der britten Ordnung, u. ſ. w. 
$. 281. 

Aus den biöher gegebenen Erklärungen von den endlichen und 
unendlichen Srößen fließen folgende Echrfäße. 

ı) Eine endlihe Größe bleibt in ihrem Werthe 
ungeändert, wenn man ihr .eine unendlich Fleine 
addirt oder fubtrabhirt. 

Bezeichnet nemlih u eine unenblid keine, £ eine endliche 
Sröße, fo ift -u=L Denn ber eigentlihe Sinn digfes Says 
ift bloß der, daß. bei der unendlichen Abnahme bet Größe u fowohl 
die Summe s-+u, ald auch die Differeng —u gegen bie Grenze s 
convergirt, was an fich Bar if. 

3) Eine unendlich kleine Größe von was immer 
für einer Ordnung wird durch eine unendlich kleine 
Größe einer höheren Ordnung weder vermehrt, 
wenn fie ihr addirt, nod vermindert, wenn fie von 
ihr abgezogen wird. . 

Iſt nemlih u ein unendlich Kleinss irgend einer Ordnung 
und o ein unenblich Kleines einer höheren Drbnung, ſo futr=n. 
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Denn 8 fl uLr = wit”), und das Verhaͤltniß - unendlich 
Hein, weil o eine unenblidy Eleine Größe von einer höheren Ordnung 
als u ift; daher muß (nach 1.) 147 = 1, und fomit u Lou fein. 


8) Eine unendlih große Größe von was immer 
für einer Ordnung wird nicht geändert, wenn man 
ihr eine endliche ober aud eine unendlich große Größe 
von niedrigerer Orbnung addirt ober fubtrapirt. 


Iſt nemlich p eine unenblid große Größe irgend einer Drdr 


nung, g eine enbliche oder eine unendlich große Größe niedrigerer 
Ordnung, piflptg=p. Denk hat man ptg=pütN,” 100 
jeden Falls, es mag q endlich, oder unendlich groß von niedrigerer 
Ordnung als p fein, dad Verhaͤltniß r unendlich groß, baher bas 


umgekehrte unendlich klein, ſomit F 1. 1 1838* 1 ausfällt, 


wonach ptg = p fein muß. 
$. 282. 

Aendert ſich eine abfolut veränderliche Größe, indem fie, bei 
bem Uebergange von einem beflimmten Werthe entweder zu einem 
anderen entfernteren, ober zu einem unmittelbar angrenzenden, bes 
nachbarten Werthe, alle denfbaren Zwifchenwerthe durchwandert, 
blos allmaͤlig, nicht aber fprungweife; fo fagt man im erften Falle, 
fie fet Innerhalb diefer zwei Werthe oder Grenzen, 
und im anderen, fie fei in der Nahbarfhaft (Nähe) jenes 
beflimmten Werthes fletig <continuiclih); "im Gegentheile 
heißt fie unftetig (discontinuirlich). 


Eben fo heißt eine Function von einer Beränderlihen x in⸗ 


nerbalb der Grenzen z=a und z=5 fletig, wenn, 


während biefe Weränderliche von der einen Grenze zur anderen alle 
denkbaren Zwifchenflufen durchgeht, auch die Function fletig, um 
umendlich Meine Größen, fich ändert. Kalten aber in der Nachbar: 
fchaft eines beſtimmten Werthes der Veränderlihen z=% die Un 
* terichiebe bey Werthe der Functlon nicht unendlich Mein aus, oder 
wird die Function für den bezeichneten Werth felbft unendlich groß, 
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ober fpringt fie an dieſer Stelle plöglich aus dem Pofitiven in das 
Negative, aus dem Reellen in das Imaginäre; fo fagt man, fie fer‘ 
in der Rahbarfhaft des Werthed z—=A der Berän- 
derlichen z unftetig, ober erleide bort eine Unterbre 
hung ihrer Stetigkeit. 


3 
So iſt 3. B. «+5 für alle reellen pofitiven Werihe, welche 
die Null Überfleigen, fletig, aber bei dem Uebergange der Verän- 
berlihen z. aus dem Pofitiven durch Nul in das Negative, tritt 
bie Function bei z=0 aus dem Reellen in das Imoginäre, und 
iſt daher in der Nähe dieſes Werthes unfletig. 


III. Abſchnitt. 


Don den ganzen rationalen Functionen und den 
höheren algebraifchen Gleichungen. 
1. Bon deu ganzen rationalen $unctionen. 
6. 283. 

Jede ganze rationale Function einer Veränderlihen o muß 
‚eine Summe von Gliedern der Form Az" fein, wo 4 eine von = 
unabhängige und m eine yofitive ganze Zahl andeutet. Faßt man 
bie mit derfelben Potenz ber Veraͤnderlichen behafteten Glieder zu⸗ 
fämmen, und ordnet fie nad) $. 67 fallend, indem man mit der 
höchſten Potenz, deren Erponent die Dimenfion, Ordnung, 
den Rang: oder Grad der Zunction angibt, beginnt; fo ifl 
(1) AP +AL"T + Ar” + ... +4-12*+4 
bie allgemeinfte Korm einer folchen Function, wenn 

Jo; Aı, As, ... Aa-15 Ar 
ihre underänderlihen Coefficienten heißen. 

Digfelbe nennt man übrigens vollfländig, wenn feine Pos 
ten; b& Variablen, von der höchften an bis zus niebrigften herab, 
fehlt, fonft unvollffändig Im letzteren Falle kann fie jedoch 
fcheinbar vervollftändigt werden, wenn man die abgängigen 
Hotenzen mit dem Goefficienten O0 an ihren zugehörigen Pläben ein⸗ 
reiht. Auch pflegt man ganze rationale Functionen des erften Grades, 
wegen ihrer geometrifchen Bedeutung, noch lineäre zu nennen. 
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Sol die ganze rationale Function mehrere Veraͤnderlichen 
8, y, 3, ... enthalten, fo muß fie ein Aggregat (Werein) von 
Gliedern der Form Az"ys? .. . fein, im welcher, wenn die Zunc- 
tion von der dten Ordnung fein fol, bie Erponenten ber Variablen 
auf alte möglichen Weifen fo gewählt und abgeändert werben bür- 
fen, daß ihre Summe m +n+p+ . .. nach und nad) allen pofitiven 
ganzen Zahlen von 0 biß + gleich werde. So iſt z. 8. 

Az’+By'+Cay+Dao+Ey+F Ä 
die allgemeinſte Form einer ganzen rationalen Function ber zweiten 

Ordnung yon den Veränberlihen z und y. 

$. 284. 

1. Der Werth, den eine ganze rationale Function einer Veran⸗ 
berlichen z, auf welche Art von Zunctionen unfere gegenwärtigen 
Unterfuchungen ſich einſchraͤnken werden, fü’ irgend einen angege- 
benen Werth a diefer Beränderlihen, annimmt, koͤnnte zwar durch 
Berechnung ihrer einzelnen Glieder gefunden werben; allein leichter 
gefchieht dies auf nachſtehende Weiſe. 

Bezeichnen wir nemlich die ganze rationale und fallend geord- 
nete Function (1) dur Aw), indem wir . 

(8) MO) = Aarr+rAha" that... rast 

ſetzen, fo übergeht fie für = a in 

3) Na) =Aa that" +Aa tr... that 

und kann, wie leicht zu fehen, nad) und nach folgende Geſtalten 

annehmen. 

Ka) = (Ast A) "'+Aa rar... Amarth, 
= (AHerdA)ar Al "+Asa +... +A-ıatA 
[Chat A) ar Asla+ Alatr’+t... +AıatA, 

uf.m 

Setzen wir demnach 
(4) Bo ‚= As; 


Bar = 4-1 taB.-2; 
B. = An tab) 
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fo wird . 
H) 092 fd)=B, 
und wis feben, daß, wenn wir ber Ordnung nach die Größen 
Do, Bı, B,:.-« a-19 DB 
nach Anleitung der vorfiehenden Gleichungen berechnen, die letzde 
von ihnen ber verlangte Werth /Ca) der Function If. 

Um daher den Werth einer ganzen rationalen 
Function für einen gewiffen Werth ihrer Verknder—⸗ 
lichen zu berechnen, jchreibe man, bei fallender Anordnung der 
Glieder, ihre Eoeffieienten, nachdem die etwa fehlenden durch Auen 
erſetzt worben, mit ihren Qualitätszeichen C4+,—) ohne fernere Ab- 
fonderung in eine Zeile; multiplicire den erſten Soefflcienten mit dein 
bezeichneten Werthe der VWeränderlichen und addire das Product zum 
- zweiten Goefficienten; die Summe multiplicire man wieber mit Dem 
Werthe der Veränderlichen und zähle das Probuct zum nachſt folgen: 
den Coefficienten; und auf biefelbe Weiſe fahre man fort, bis man 
auch zum legten Goefficienten abdirt und eine Summe gefunden Bat, 
die der verlangte Werth der Bunctien ift. In einem Schenta von 
Zeichen läßt ſich diefe Rechnung etwa folgender Maßen darſtellen. 
(6) Aot+ At At At... + Anıt An. 

ı +aBbtaB, raB+... FABR FGB. 
"BtrBt+tBt+ Bt...+ B-ıt B. 
Soll z. B. der Werth der Function 
fd) = 22°'—-2°+82°+24 
für z = 2 berechnet werden, fo gefchieht dies auf folgende Melfe. 
2—1+ 8+ 0.+r24 
+4+ 6+28+56 
 9+3+14+28 +80 80 = (2) 
Hierbei ift »..3= 4 i-1= 38 


3.3= 6, 6+8=14, 
2.141=238, 2383+0- 28, 
2.3=56 5644 =80. ° * 


1. In manden Sällen kann es jedoh, weil W=e& er 
if, auch gut fein ı zuerft den Werth des Verhaͤltniſſes oder der ge 
brochenen Function 2 für z=a, nemlich 
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(7) La _& Pe ey 

zu berechnen und ihn mit a” zumultipliciren. Man ficht nemlich 
auf den erften Blick, daß man dieſe gebrochene Function auf die 
nemliche Art, wie die ganze Function (3) behandeln könne, und 
daß, wenn man zur Abkürzung 


(8) Oo — - 


_ Auı to 

u = 7*, 
At 

Os —, 

Oz — n-2 


0%. = Atp-ı Teht, 
(0) i@=_ 0. und .fCa) = a0, fein werde. 


Man wird daher den Werth bed Verhältniffes 
einer ganzen rationalen, fallend geordneten Func— 
tion zu jenem ber höchſten in ihr vorkommenden Po- 
tenz der VBeränderlihen für einen gegebenen Werth 
ber legteren berechnen, indem man ihre Coefficienten in umge- 
fehrter Ordnung in eine Zeile fchreikt, den gegenwärtig erflen von 
ihnen durch den Werth ber Weränderlichen divibirt und den Quo⸗ 
tienten zum folgenden Goefficienten abdirt,. hierauf diefe Summe 
wieder durch den Werth der Veränderlichen theilt und den Quotien« 
ten zum folgenden Coefficienten zählt, und. auf diefe Weife fortfährt, 
bi8 man auch zum letzten Goefficienten abdirt und fo das verlangte 
Verhaͤltniß beftimmt hat. 

Multipliirt man endlich noch diefes Werhältnig mit dem 
Werthe der höchſten Potenz der Weränderlichen, fo hat man auch 
ben geforderten Werth der ganzen Function. 

3.8. Für obige Zunction nimmt man folgende Rechnung vor. 
24 0+ 8—ı1r23 2'=16 24:2=12, 13+0=13, 

+12+ 647793 5 12:2 6, 6+8—=14, 
+3H144+6+45  goofo), M3=7r 17-i=6, 
6:2 8, MB. 
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$. 285. 


I. Bei den im gegenwärtigen Abfchniıte vorzunehmenden Unter- 
fuchungen werben wir öfters in die Lage fommen, eine ganze rar 
tionale und nach ihrer Veraͤnderlichen fallend georbnete Function 
(2) )= hat As AR"... +Anız +4 
durch ein Binom von der Form z—a, in welder a eine belie- 
bige, von z unabhängige, Zahl vorftellt, zu dividiren, und fo- 
wohl den Quotienten, als auch den von z unabhängigen Reſt zu be- 
fiimmen. Obgleich hiegu die bereits in $. 67 ertheilten Vorſchriften 
ausreichen würden, fo geflattet doch die befondere Geſtalt des Divi- 
dends und Divifors eine fehr vortheilhafte Vereinfachung berfelben, 
die wir baher kennen lernen wollen. Führen wir nemlich die Divifion 
zuerſt nad) ten erwähnten Vorſchriften bis dahin aus, wo der Refl 
von z unabhängig ausfällt; fo geftaltet ſich die Rechnung, wie folgt. 
(At+A ++... +A-10+4) (2a) = Boat" 


Aa" — abor""' + Ba”? 
Bar'+Ax”? Hiebei feßen wir: + Ac”” 
Buar—aBbe? (10) BH=A + Aa 
Ba”’+ Aa Bı = Aıtabo : 
Br"—abr"® B = A-tabı + Bu.0” 
Ba’ Ara”* Ba = AstaB: + B.-ı 

: + _ 

: : z—a 
Be +x” + AnıE B.-ı — A-ıTtaB,-: 
B.-+2’— aB.-ı% B 4A +aB.-ı: 
BA An 
B-ı2—-aB.-ı 
B 


Vergleichen wir die Ausbräde (10) der Goefficienten: Dei, bei 
dieſer Theilung von /Cz) tur) z—a, entfallenden Quotienten, 
ben wir mit Ca) begeichnen, daher 
m) DIT A" +Be Fr... +2,04 2-1 
fegen wollen, mit obigen (4) in $. 284 erhaitenen, fo zeigt fich, 
daß: ſowohl die Eoefficienten Bo, A, Bas. + Ba-ı dd Quos 
tienten 12), welcher, wie der Dividend Az), gleichfalls eine ganze 
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rationale Function, aber von dem nächft niebrigeren, = — Iten, 
Grade wird, als auch der, von der Veränderlichen z unabhängige, 
Reſt B, genau fo berechnet werden, ald wollte man nach den in 
5. 2841, I erörtertin Schritten den Werth bed Dividende =) für 
z=a belimmm, und daß darñach jener Reſt 2, nichts 
anber& als der für z = u eutfallende Werth f(a) 
der bividirten Function ifl. Sol z. B. 
sz2’—42.’+22°— 44 durch ⸗—8 
gerheilt werben, fo nimmt man folgende Rechnung vor: 
s4+0—- ı+ 3— ı+ 4 
-+9-4-27+69-4+219-4-686, 
| 8--9-+23--714+212+4640; 
demnach iſt der Quotient 32°+492°+232°-+712-4.212 und der 
Heft 640. 

II. Die hier befprochene Divifion läßt fi) aber auch fo audfuͤh⸗ 
ren, daß man das fleigend geordnete Polynom (2) zuerfi durch den 
mit entgegengefeßten Zeichen genommenen Divifor, d. i. buch a—z 
biß dahin dividirt wo das letzte Glied des Dividends zu theilen 
kommt, und dag man nachher alle Zeichen des Quotienten dndert. 
Hiebei ift folgende Rechnung zu führen. 

(AFtAnrst :-- Az" +s2) : (aa) = +08 








ala — or Au +02 

(ta Dat, I) R=, +.0.2° 
alı 2— — — 

(G+4-)2°44.-,32” 0 = a + 0-12” 

: : aræ 
(Qu. +Aı)2"'+ Asa” _ Dt ° 
nt Et A 
(Q.-ı}A0)2* 0. = Q.-ıtAo 


Mithin ift 
(Ar+A2 +42’ +... 4A-12 44) : (2a) = 
— 0-02 0:0’—. .. 0. + 
Die Vergleihung der Ausdrücke (12) .und (8) läßt leicht 
erfennen, daß man bie mit entgegengefebten Zeichen behafteten 
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Goeffichmten Oo, Qi, ++ Os-ı ded zu ſuchenden Quotienten 
— Oo - NL Bet— ... —0.-12""", fo wie den Goefficienten Q, 
des Reſtes Q,c" gerade fo findet, als wollte man den Werth des Ber» 


hältniffes X | welche bei den 


in der ketteren Rechnung vorzunehmenden Theilungen durch a ent⸗ 
fallen, find die verlangten Coefficienten, und die letzte Summe 9. 


oder CE if der Factor yon’a* im Reſte. 3. B. Col 


32’+0'+182—24 durch z—4 
getheilt werden, fo führt man folgende Rechnung: 
414154142, —24: 42 -æ6 2 +18-6= +19, 
— 645-1, +12:4=43, +143=+ 4 
+44, +4:4=4ı, +3941= +8; 
daher ift der Quotient 6-32 — z* und ber Reſt 32°. 








$. 286. 

I. Manche Unterfuchungen erheifhen eine ſolche umſtaltung 
einer ganzen rationalen Function 
(2) —X At Et. Hast, 
daß fie nicht nach Potenzen von ihrer Veraͤnderlichen z, ſondern nach 
den Potenzen einer, von ihr um eine beftimmte Zahl = unterfchie- 
denen Veraͤnderlichen = — a fortläuft. Bu diefem Zwecke benügt 
man die Bemerkung, daß itentifh z = a-(a—a) if. Subſti⸗ 
tuirt man nemlich in der Function (2) für = das Binom 
at (z — a), fo verwandelt fie fi (nach $. 250) in Eine ganze 
rationale Function der nemlichen, nten, Orbnung von Der Veraͤn⸗ 
derlihen — a, mithin iſt 
18) fa) = Mle-a)'+Mılz- a !+Mlc-a)’+.. 

‚+ FM. (2a) +3, 
wobei die von z md z—a unabhängigen Goefficienten 
Mo, Mi; May. A, entweber durch wirkliche Potenzirung bed 
. Binomd + (2a) nach dem binomiſchen Lehrfage ($. 250), ober 
aber auch nach folgenden Betrachtungen beſtimmt werben Tönen. 

"Dear eben gefundene Ausdrud der Function f(z) gibt, vu 
'u—& divicitt, de Braten 
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M,(z-a)""!+-M,(2-a)”"?+..+M, (za) +M,_ı 
zum Quotienten und M, zum Reſte; dieſer Quotient ſelbſt aber 
liefert, dur z—a dipidirt, zum Quotienten 

M, (za) +Mı (2-a) +... + M(z-D)+M,_: 
unt zum Nele M,—,. Sept man diefe Theilung nach ber begonne: 
nen Weiſe fort und erwägt, daß der Ausbrud (13) der Junction 
‚fz) nur eine abgeänderte Form des frühern (2) iſt; fo erhellet, daß, 
wenn man nicht nur bie Function | 

LI=Ar + A" 1-42 -'+..+A-ı2rtA, 
durch 2 —a dividirt, fondern auch auf diefelbe Weiſe die nach ein- 
ander hervortretenden Quotienden burch dieſes Binom thellt, We 
verlangten Goefficienten M6, Mi, Ma... Mu, M, der Poten: 
zen von z—a in umgekehrter Ordnung als die von z—a unabhän- 
gigen Reſte ver nach und nad audgeflihrten Diviflonen gewonnen 
werben. 

Um ſonach diefe Coefficienten im Zufammenhange zu berechnen, 
beflimmen wir zunächft (nad) $. 285, I) bie, bei der angeführten 
Theilung von /Cz) durch z—a allmälig ſich darbietenden, Quotien- 
ten, welche mit 

N), RD, Bd) sr. AA (2), Ale) 
bezeichnet werden follen und folgenbe Formen beftgen. 
(14) 

(@)=Boa* "+ BB" + Ba" +... +8,30 + Bi 

=M (ea "MM, Cr—a)” ?+.+ MM, (cd) + M-ı 
ke) =02"G "+62 "+. + sctO. 

=M, (zo) "+M, (z =’... Ms (2 - a) — 

A) =Da" + Da” "+ Dee" +... .. 
| =Ms (2a "FM (2a) hun Mans (Em) Ma-a 


. . 0.010 0 1 8 8 CT [Tre Tr Tr LI EL FT 0 0 oe 


Ir-ı (J)=bor+ Li. 
=HM,z-a)+M, 
h(z)=M.. 

Berehnet man nun nad Anleitung der SS. 285 umd 2864 
aus Any Ar, Aa, + .. An die Coeffiienten A, Br, Bar.» - Ba 
aus biefem bie Coefficienten Co, Ch > Cay .... G, u ff, bis 
Io, Lı und M,, wobei B=A, G=Bo,... Mb if; fo 
läßt ſich das ganze Rechnungsgeſchaäft nach) 5. 384 (6) im Zufam- 
menbonge auf folgende Weiſe bildlich barftellen. 
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(15) Ant At At Art... Ast Anı td 5 
-+aBotaBı-FaBı+... +aB_ıtaB, st Bi " 
B+ B+ Bt B+.. + Burt Beitd, 
+aGtatitalt... t+eG steh: - 
G G+ G+ G+.. + Et 4 
+taD,taD.taD. +... ta - . 
D,+ D+ D.+ Dr „ot Da 


st At 324° ‘ 
-Fako-takı 2* 

Ast Kt Kr ' 
tal 

L+L 


M 
Mo-t Lich Kt At+....+ DAM4 G-1+2. 
Hieraus fo wie aus (13) und (1) folgt 
(16) * =B. =/(a) . 
H,-1=6-1Ff (a) . " 
Mu =D+mhle) '' ——— ‘ - 
M. =E,3=R (a): 
M. =Ah =f-(e) . 
M. = fra) ' 
Mi =/Lı =. (a) 
M =M =fAa) und 
(17) Ke)=fia)(z -a)”+R-ı (a) c-aL.. 
+ (z—a)’-+fifa) (2a) +/(a). 
Es find demnach die verlangten Coefficienten “ 
Mo, Mı, Mr, Mu,... Mia, M_2, Mi, M, 
nichts anders ald die legten Glieder 
Mo, Lı ’ As, Je E- „ Das GC; B. 
der in (15) nach und nach gewonnenen und immer um ein Glied 
ſich verfürgenben Reihen; weßwegen felbe am Ende der Rechnung 
(15) in einer Beile angefchrieben zu werben pflegen. 
Sol z. B. die Functiog 
ls) =832°—AIz°’-)2* {81 
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mit der Variablen æ—2 vorgeſelt werden, ſo fhrt man folgende 
RNechnung. 

8s—- 4+ 12 14 2— s+ 1 

+6+ 3> ı04+ 184 40474 

3-8 54 9.6 30+ 87475 

+ 6+ 15% 4341024244 

3-4 8% 21+ 514-122-4-281 

+ 64 264 a 
3-16} 40-H1494420. © Ä 

te 64 404-279 

s+204+ 6894-5327 

+ 6+ 52 

s-+-26-+141 

+6 “ 
N 

s+92--181-+327+320--281-4+75 

Somit iſt die gegebene Function auch 
G) (37-29-4832 —2°+ 14102 —2)*4837 (ie —2)° 
+ 420 (#—-2)’-+ 281 (2-9 +75 
und die allmaͤlig ſich ergebenden Quotienten find 
fi @)=82'12s'452°92°-4202437 
=stz —2)’+82(#— 2'4 141(2—2) -2) 


4420 (2—3) 4281 
fı (2) 3a -82’+ 212° 5124122 
=K8—-2)'43%42-D’+14102— 2°’ —-337(2—2)4420 
fa (N =38’--142’449-+149 
=8(2-D’H3I2 (7 D’+141 (2 —3) +327 
fi (2) ==%2°+20r-+89 
=Kc—- PH (DH 
fs (2) =32-+26 
.  =I(e-N)+32 
ld =3. 
88 dürfte jetzt wohl nicht fchwer fein, einzufehen, wie man 
in der Function la) die Beraͤnderliche 2 ſchrittweiſe in z—a, 
-)FI=r—atb), Ie-laHW —-c=r— (a+b+o),..- 
»-(atrb-rc-+ . .) umfegen koͤnne. Hieraus wirb dann fogleich 





®_. 
a v 
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einleuchten, Daß man, wenn a eine pofitive ganze Zahl iſt, ſtatt von 
ber Veränderlihen z auf zFa, ſogleich zu übergeben, der Reihe 
nah auf zFI, (FI) FI=zFr, (FIN FI=zF,...20F0 
vorfchreiten könne, und dahei Ben Vortheil habe, daß keine Multipli⸗ 
cationen, fondern blos Adbitionen und Subtractionen vorzunehmen 
find. Nach diefen Betrachtungen laſſen fich in obigem Beifpiele die 
Eoefficienten auf folgende Weiſe beſtimmen. 

8_ 44 I— 14 3-81 

8— 14 0— 1-4 1-3—1 

8-- 3+ 3-4 I-+ 210 

8-4 5+ 7-+ 8-10 

84 8415423 

8--11-4-26 

8-+-144 264 23-+ 104 0— 1, Coeffickenten nr. s—1. 
8-17+ 434 664 764 76475 

8-20 63-4-129-+205-+281 

3-28-1 86-4215--490 

84-26-1112 -43327 

8429-4141 

S-+82-+141-43274420-+2814+75, Coefficienten für z—2. 

Das zuletzt erwähnte eingeſchränktere Rechnungdverfahren 
wurde zuerfi von Budan de Boislaurent im Jahre 1807 
empfoblen. 

N. Drüdt man die eben vorgelommenen Goefficienten 
Bo> Bi, Bay.» Ba, ſonach ©, Ci, ++. G-i, u. ſ. w. bis 
Mo, Mi, Ma, .... M, der Reihe nach durch die Goeffictenten 
Ao, Ars Aa,... An der vorgelegten Zunction f(z=), und burd) 
die Zahl a nad) Anleitung von (10) und (15) aus; oder beflimmt 
man, nachdem man in diefer Function anflatt = das Binom 
a-+ (z—a) fubftituirt hat, nach dem binomifchen Lehrſatze ($. 250) 
die Coefficienten Mo, M., Ma,.... M, der nad) einander folgenden . 
Dotenzen von z—a; fo findet man 


VBega Vorleſ. J. Ob. 29 
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18 M=AatAa'+....+4-20+4_,atA, 
M.-ı=n Aa" + -DAd"+...+2A-2a-+A,-ı 
1.2.4: n (a —-DAa”’+(n—1)(n—D Aa ’+ . 
.—8.2 A.at?. 1A. 
1.2.8.4. =n(n—1) (n—2) Aa + 
-+(a—-D RD n—9) Aa *+.. .+83.2. 1A, 


“aD Mn). „3. 2A). „2.1. A: 
.nMdo—=n(n—1)..2.14Ao. 
Vergleicht man ben zweiten Theil jeder Gleichung mit jenem 
der unmittelbar hervorgehenden und ben erſten noch in der vorlie⸗ 
genden Function fCz);5 fo entdeckt man in Bezug auf das Bil—⸗ 
dungsgeſetz derfelben Folgendes. Leitet man aus diefer Function 
f&) = A 2’ + Aa" "44224... +A-22'+A,-ız+ A, 
eine neue, welche mit fa) bezeichnet werden mag, auf die Weife 
ab, daß man in allen Gliedern den Erponenten der Variablen 
zum Goefficienten macht, und nachher die Erponenten um eine Ein- 
heit verringert; fo hat man 
@) =nAa" (n — 1) Az“ rn — 2) Aa. 
At 
Diefe Function FCz) nennt man vorzugöweife die abgelei- 
tete oder derivirte Bunction (Ableitung, Derivation) ber 
vorgelegten Function f(z). 
Bildet man ferner nad) demfelben Geſetze die abgeleitete Func⸗ 
tion von f(z), welche durch f"C@) vorgeftellt werden fol und bie 
zweite abgeleitete von FL) heißt; fo hat man 
mn) da + n— Da—» Aa t. 
3.243242. Are 
Führt man diefe Aufſtellung der abgeleiteten Functionen von. 
f(z) allmälig bis zur nten aus, von wo an alle folgenden ver- 
fhwinden, und bezichnet man im Jufammenhange mit 
f' (2), f" (=) , f'o), pi‘ (2), . pa» (€), f® (x) 
die ıfle, 2te, Ste, Ate, ..... n—ıite, ate Ableitung von 
f(z), welche in Bezug auf ihre Ableitungen bie primitive oder 
Stammfunction genannt zu werden pflegt; fo fieht man mit 
einem Blide, daß, wenn man in der Function x) und ihren Ab⸗ 
leitungen a für = ſchreibt, diefe befonderen Werthe 
(a), Ca), fa), f"la),... fra), fo) 
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mit den zweiten Theilen ber Gleichungen (18) Übereinlommen, und 
demnach die Coefficienten Mo, Alı, Mas «++. Ma-ı, M. durch 
folgende Gleichungen beflimmt werden. 


u 
(19) M=l(a, M. “ı=f' (a), M. HL =, 


fa) _f"” (a) _. Fe _ 
H=73 3 1.2.3? M= 1.2.3.. ‚n—)’ Mo= 1.2.8.0 


Vergleicht man biefe Ausbrüde mit-den bereitö in (16) Sefunbenen, 


fo hat man 
(20) fıkd=f (a), fs()= * a ha -,. 


fe! o (o) 
— (= *1 23... (n—) ’ h(a)=T- en 3. N 
woraus jeboch, wie leicht zu fehen ift, nicht gefolgert werben bett baß 
dieſelben Beziehungen auch zwiſchen jenen Functionen von = beftehen, 
aus denen diefe Ausdrüde durch die Annahme za entflanden find. 
Subftituirt man die Ausdrücke (19) in die Gleichung (13), fo 
ergibt fich folgende merfwürdige Darftelung der Function /(z). 
GBNfDI=fa)+f X-Men )>+ a0. 
a—1) 
+tT 32 mn Me 25 (E-a)1 4 — a &) (—a)". 
Segt man hierin noch Ta=s, alſo 4-, fo wird 
f' @ f!" (a) 
(22) fat»3=f (+f'(o 2 1.2 2455 2.8 s’+..- 
aD —— —AMW 
tT2.o DD: Fias..n®” 
Anmertung. & dürfte leicht einzufehen kin. bahn ‚wenn man 
in ber legten Gleichung (a) ==a® nimmt, 
fa+2)"= («-+3)" und r () =na!, "a =nıa Dar, 
fen —)).. amt an. 
pe dan) ...8.2.1 wird, folglich , 
2 na _Din— 2) 











ta nase ge 
nt RE a 


29* 


452 7. Hauptſtũck. 3. Abſchnitt. 


ift, und dag man alfo hierin eine zweite Ableitung des bi. 
nomifchen Lehrſatzes ($. 250) befikt, fobald man ihn nicht 
zur Auffindung der Ausdrüde (18) verwendet hat. 
1. Bon den höheren algebraifhen Sleihungen. 
$. 287. 

Bei den ganzen rationalen Functionen handelt es fich fehr oft 
um jene Werthe ihrer Variablen, für welche diefe Functionen ver- 
fhwinden, oder auf Null ſich reduciren, daher insbefondere bei einer 
Function von nur einer Veraͤnderlichen z, wie (2), um jene Werthe 
von z, für welche die Sleichung 
33) FDd=ArtAE" +42 +... TA. +40 
Statt findet. Daß wenigftens in einzelnen Fällen folche Werthe ge- 
funden werben können, erficht man 3. B. an der Gleichung 
(4) 22°—-52’—-4r+5=0, . 


1 
welche befteht, wenn z eine ber Zahlen — 1, a'8 iſt. 


Eine Gleichung, in der eine ganze rationale algebraiſche Func⸗ 
tion einer Veraͤnderlichen der Null gleich geſtellt wird, beißt alge⸗ 
braifch; der erſte Theil derfelben wird auch die Function ober 
das Polynom der Gleihung genannt. Ein Werth der Ver- 
änderlichen z, oder wie man bier gewöhnlicher fagt, ber Unbekann⸗ 
ten, burch welchen die Gleichung realifirt (verwirklicht) wird, folglich 
ihr Polynom verfhmindet, heißt eine Wurzel der Sleihung. Die 
Wurzeln einer Gleihung ſuchen, heißt diefelbe auflöfen. 

Der höchſte Erponent, welchen die Unbekannte in der Gleichung 
an fid) trägt, gibt fomohl den Grad ihres Polynoms, ald auch den 
ber Gleichung felbft an, und heißt ihr Rangs⸗ ober Ordnung 
Erponent. 

Iſt die Gleichung von einem höheren Grade als vom zweiten, 
fo wird fie eine höhere genannt. ( Vergl. $.218.) Gleichungen des 
britten Grades nennt man auch cu bifche Cdrittgrabige), fo wie jene 
bes vierten biquabratifche (viertgradige). — Iſt das Polynom 
einer Gleichung (nad) $. 67) georbnet, fo beißt auch fie ſelbſt ge: 
orbnet. Diefed Ordnen wird fallend vorgenommen, außer e8 würde 
das Gegentheil ausbrüdlich verlangt. — Bevor man aber eine Gle- 
chung, deren beide Theile algebraifche Bunctionen einer Veraͤnderlichen 
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find , ordnen kann, muß man biefe zuerft ganz und rational ma- 
chen, indem man die Brüche durh Multiplication mit ben Nen⸗ 
nern und vorkommende WBurzelgrößen meiftend dadurch wegbringt, 
daß man eine nach der andern allein in den einen Theil ver Slei- 
hung Tchafft und beide Theile nach dem Wurzel: Erponenten poten- 
zirt.— Die Sleihung heißt ferner nad Beſchaffenheit ihres Poly⸗ 
noms vollftändig ober unvollſtändig. Enblich werben bie 
Coefficienten des Polynoms auch die der Gleichung genannt. Der erſte 
von ihnen (welcher nemlich vor der höchflen Potenz der Unbekannten 
fteht), wird immer pofitiv und meiflens gleich 1 gemacht, indem man, 
wenn er negativ märe, alle Zeichen der Gleichung ändert, oder falls 
er von 1 verfchieden wäre, die ganze Sleihung durch ihn dividirt. 


Beifpiele 


4 3__9 3 
1. Die Gleichung —— — 8-52 





3 4 
geordnet, gibt se’ sa’—52+8=0, 


| | 15 
ober z’—232°— Zrtr12=0, 
und iſt daher eine volfländige cubiſche. 
| 500 
11. Die Gleichung 100—202°= — — 42° 


gibt geordnet a+—-52’+252—125=0, 
und ift fomit eine unvollfländige biquabratifche. 


m. Iſt die Gleichung Vsr-+V2r’—2 


zu orbnien, fo hat man Vız'=2—VSz, 
alfo 22°—8—12V/ 32 +182—3zV 3r, 
oder 22°—182r—-8=—(3c+12) Vz, 
daher 42'—722°-+2922°-+288c464=272°-+2162°44322, 
endlih 42*—992°+ 762°—1442464==0. 
$. 288. 

1. Sede ganze rationale Function einer einzigen 
Beränderlihen verfhwindet menigftend für einen 
inder allgemeinen Form ytgV —1, wo pund greelle 
Zahlen vorflellen, begriffenen Werth der Veränder— 
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lihen, oder was dasſelbe if, jede algebraifhe 
Gleichung von einer Unbekannten hat wenigſtens 
eine Wurzel von der Form p4+yV —ı. 

Für diefen Sag haben zwar&egendre, Gauß und Cauchy 
Beweiſe geliefert, allein keiner derſelben beſchränkt ſich auf die bis⸗ 
her von uns vorgetragenen Lehren und auf die unſerem gedraͤngten 
Lehrvortrage eingeraͤumten Grenzen; weßwegen ihr Studium dem 
weiter vorgeſchrittenen Leſer empfohlen bleiben mag. 

I. SR a eine Wurzel einer Gleichung von der 
Veränderlihen z, fo ift ihr Polynom durch z—a 
Cohne Ref) theilbar, folglich das Probuct aus z— u 
und einer um eine Rangdftufe niedrigeren Sunction 
von ze. 

Denn bamit a eine Wurzel der Sleihung (28) fei, muß 
Ka)=0 fein; allein fCa) ift nach $. 285 der Reſt, welcher über 
haupt für jeden Werth von a aus der Xheilung von fa) durch 
z—a entipringt, und da diefer Neft im gegenwärtigen alle ver- 
fhwindet; fo ift in ber That fa) durch z—a theilbar, folglich, 
wenn fı (z) den entfallenden Quotienten vorftellt, 

Id) =(z—-a)fı (2 

Die im Folgenden öfters in Gebrauch kommende Differenz 
z—a pflegt man ben, der Wurzel a zugehörigen, Wurzelfactor 
zu nennen. 

II. Jede Sleihung bat genau fo viel Wurzeln, 
als ihr Ordnungs:Erponent Einheiten enthält, unb 
ihr Polynom läßt fid al! das Product des erfien 
Coefficienten und ſämmtlicher Burzelfactoren dar⸗ 
ſtellen. 

Denn nach dem erſten Lehrſatze verſchwindet die der Gleichung 
(23) angehörige Function f(z) des nten Ranges gewiß für einen 
beſtimmten Werth z=aı, folglicy gibt fie (nah ID durch z—a, 
getheilt eine Function f,(z) vom nächft niedrigeren, »— Iten, 
Range ohne Reſt, oder es ft FI = (za) fı (2). Allein 
vermög I muß es für die neue Function / (æ) gleichfalls einen fie 
annulirenden Werth za, geben, folgliih Hz) (nach ID das 
Product aus z— a2 und einer Function ,(z) vom naͤchſt niedri⸗ 
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geren,a—2ten, Range, nemlich fı(D)=(z—ar) fe) fein. Seht 
man dieſe Schlüffe fort, fo gelangt man offenbar, da der Rang ber 
ald Quotienten oder zweite Factoren nah und nad auftretenden 
Zunctionen ununterbrohen um eine Stufe finft, nach a—ı Schrit- 
ten, mwofern man biefe Functionen mit 

©), [DD [m(&) > ... [a-9 (2), fa-1,(%) und bie fie Alte 
nullirenden Werthe von zmit ag, a, An, «+ + + Au, a de 
zeichnet, zu einer Junction Fa-ı) (x) vom erfien Srabe, welche, da 
Ao der erfte Coefficient der Function (a) ift, zu Folge $. 285, 
die Form Ac+B oder Alc—a,) annimmt, wenn man 


=. fegt. Die hier gepflogene Unterfuhung .liefert demnach 
0 
im Ganzen folgende zwei &erien von Gleichungen. 


(25) flaı) =, fıKa)=0, fu (0) =0, (nm w=0;- .. 
...Sa-2) (a3) 0, Fa-1n (ar) 0, 
(26) ID=(z-a)fı, (2) 
F, (=(z—as) frz) 
fr = = = (00) —* 


(a-2) = = (@- %-1) fi v @ 
lu-n[o) = (2-m)Ao 
Aus den leuten Gleichungen findet man leicht 
a7) , = -a)fı(E) 
=(2—a) (2—-a,) fu (2) 
= (za) 2 —4,) (z — 45) f, m (2) 


—=(2-a)2—0) - » - (2-1) fa-ı) (2) 
=(2-a)(c—0) - : + (2 9-1) (@—a) Ao- 
Die Gleihungen (25), vereint mit (26), fo wie die Glei⸗ 

chungen (27) allein, oder blos die legte von dieſen, nemlich 
AH) FD) = Ale a) Ta) (2a) . . (Fa); 
liefern . 
fa) =0, Ka)=0, flas) =0, : fa)=I; 
folglich verfchwindet die Bunction Ka) der Gleichung (23) für die 
n Werthe ar, @r, as, - + . Qu ihrer WVeränberlihen z, und diefe 
Werthe find Wurzeln jener Sleidung. 
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Zugleich fieht man leicht ein, daß diefelbe Gleichung außer 
den erwähnten n Wurzeln feine mehr.haben kann. Denn könnte « 
noch eine, von jeber aus ihnen verfchiedene, Wurzel fein, folglich das 
Polynom fa) auch no für z—=a verfhwinden; fo müßte auch 
das ihm identifch gleiche Product in (28) für eben diefen Werth 
za in Null übergehen, was unmöglich iſt, da ein Product nicht 
verfchwinden kann, wenn feiner feiner Factoren Null if. Mithin 
bat die Gleihung (28) weder mehr, noch weniger ald à Wurzeln, 
und ihre Zunction Ca) läßt fi, der Gleichung (28) zu Folge, 


als das Product aus ihrem erften Coefficienten Ao und aus fämmte 


lihen WBurzelfactoren darſtellen. So z. B. hat $. 287 die Glei⸗ 
hung (24) keine andern Wurzeln als bie brei erwähnten 


1 . 
— 1,3* $, und es iſt 


22°—-52’—4.4+85=2 (1) (= - (2—3) 


= (ce) da). 

Uebrigens Tann manche Gleichung doch auch weniger ver⸗ 
ſchiedene Wurzeln als ihr Orbnungs-Erponent Einheiten befigen, 
wenn nemlich einige berfelben, mithin auch ihre Wurzelfactoren 
gleich find. Won einer ſolchen Gleichung fagt may dann: fie befige 
gleiche, wiederholte oder mehrfahe Wurzeln, und zwar 
nennt man eine Wurzel 2, 8, 4, . . . . fach, wenn das Poly 
nom der Sleihung durch tie 2te, Ste, 4Mte,....rte Potenz ihre 
Wurzelfactors theilbar ifl. Wurzeln, welche nicht öfter als einmal 
in der Gleichung vorfommen, heißen bemnad einfache Wurzeln. 
So ift 3. B. 3 eine zweifache oder boppelte Wurzel der Gleichung 
(29) 22*—122°-+172°+62—9==0, 
weil ihr Polynom durch (2— 8)? ohne Neft fich theilen läßt. 

$. 289. 
Abhängigkeit der Coefficienten einer Gleichung von 
ihren Burzeln. 

Da nah dem eben Erwiefenen in ber Gleichung (23) bad 
Polynom. - 

Aa A,” 1 42°-°4 ... A .-12-4° 
dem Probucte 
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Alz—a)(z -a) (2 —a)...(2-a,) 
identifch gleich ift, fo fieht man (nad) $. 249) leicht ein, daß die- 
jenigen ihrer Coefficienten 

A, As; As; AnyeerAnyer An, Anz 
welche dem erfien Au nachfolgen, aus biefem unb den Wurzeln 

ai, Gu2 Gs, üg,-» +6a-15 Ga 
der Sleihung dadurch berechnet. waden können, daß man von allen 
mit entgegengeſetzten Vorzeichen genommenen Wurzeln 

A, A, A, Any F— — 
fämmtlihe Combinationen ohne Wiederholungen zu ben Claffen 

1, 2, 8, 4,:..M, nl, n 

bildet, in jeder Combination die Elemente mit einander und mit 
dem erften Coefficienten 4. mültiplicirt und die Probucte von ber 
nemlihen Combinations⸗Claſſe abbirt. 

Dem gemäß gleicht z. B. ber Eoefficient A, des zweiten Gliedes 
dem Producte aus dem erften Coefficienten A, und der Summe aller 
mit entgegengefeßten Zeichen genommenen Wurzeln, nemlich es ift 

A=A(-ı- GB — 4-10) , 
und ber leute Goefficient 4A, iſt dem Probucte aus dem erfien 
Coefficienten 40 und aus allen entgegengefegt genommenen 
Burzeln gleich, nemlich 
 A=(—N"Aoaıd2a5 :- q, 
3. B. In der Gleichung (24) find die entgegengefeßt ge- 


ı » . 
nommenen Wurzeln I, — 203, daher die Goefficienten vom 2ten an 


20 — —— 
2.1.. -. = +3, 


$. 290. 
Umflaltungen (randformationen) der Gleichungen. 
Aus jeder Gleichung können verfchiebene andere hergeleitet 
werden, deren Wurzeln mit jenen ber gegebenen in mancherlet 
Beziehungen fliehen. Wir wollen -gegenwärtig die wichtigften von die⸗ 
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fen Herleitungen neuer Gleichungen, welche gewöhnlih Trans⸗ 
formationen (Umwandlungen, Umftaltungen) ber gegebenen 
genannt werden, kennen lernen. Hiebei pflegt man die gegebene 
Gleichung die zu trandformirende und die aus ihr hergeleitete 
bietransformirte Gleichung zu nennen. 

I. Berändernug der Zeichen der Wurzeln. Sol aus 
einer Gleichung eine andere hergeleitet werben, bern Wurzeln fich von 
jener der gegebenen blos im Vorzeichen unterfcheiden, fo ändere man 
dad Zeichen des 2ten, Aten, 6ten,...Eurz jedes geradſtelligen Gliedes. 
Denn ſollen in der Gleichung 
(80) Ar+Am'TH+A2”r tt... +4-1244=0 
die Zeichen der Wurzeln geändert werben, fo hat man für = offen- 
bar — z zu fegem Dadurch übergeht dieſe Gleichung in 

(DD Aa — MI Aa D? At... 

Act A=0, 
oder wenn man noch durch (—I)* divibirt, mn 
Ar— At t— Ar. 
+ DA H—NA= =0, 

welche Steichung da8 befchriebene Verfahren lehrt. 3. B. Aus der 
Gleichung (24) erhält man auf dem angedeuteten Wege die 
folgenbe: . ga’ +5r—42-3=0, 


welcher die Wurzeln 1, — _ — 8, bie entgegengefeßten von jenen 


2 ' 
ber gegebenen Gleichung, zugehören. 

Diefe Berwandlungsweife der Gleichungen kann mit Vortheit be⸗ 
nügt werben, wenn man ſich ber Beſtimmung negativer Wurzeln ganz 
. überheben will, da man dieſe vorläufig in pofitive umzufegen vermag. 

I. Vergrößerung oder Berminderung der Wur— 
zeln. Iſt aus der, die Unbekannte z enthaltenden, Gleichung (80) eine 
neue für die Unbefannte yyzu fchaffen, deren Wurzeln von jener der vorge« 
legten durchgehends um eine und dieſelbe beſtimmte Größe a differiren, 
folglich durch z— a ſich vorſtellen laſſen; fo hat man blos nad) Anlei⸗ 
tung des $.286 bie Function der gegebenen Gleichung für die Variable 
-a einzurichten, und dann in der fo gewonnenen Gleihung 
(31) M(c—-a)’+M(e-a)'+Mxle- a)... 

.. +M-.(£ - ’-+M-ı© —od-M 
ſtatt =—a die neue Unbebannte y zu ſchreiben. 
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3. B. Hat man die Geichung 
82'— 852° — 222—4 = 0 
in eine andere zu verwandeln, deren Wurzeln um 8 größer find; 
fo wird man fie zuerft (nach $. 286) für die Unbekannte z+3 oder - 
z—(—3) einrichten, wozu folgende Berechnung der Coefficienten 
vorgenommen wird. 
34 0— 35— 23— 4 
— 9+ 27+ 4— 8 
s— 9— 8+ 2—10 
— 9+ 54—138 
8-—18+ 46—136 
- 9+ 81 
. 8—27+127 
— 9 \ 
8—836 + 1237 - 136 - 10. 


Auf dieſe Weiſe nimmt die gegebene Gleichung die Form 
S(2-+3)*— 36(2+3)°+ 1937(2-+8)?— 136(2+3)—10 = 0 
an, folglich ifl, wenn man z-+3 = ſetzt, bie verlangte Gleichung 

Syt—36y?+127y!—136y—10 = 0. 


II. Befeitigung des zweiten Gliedes. Soll die Glei⸗ 
chung (30) in eine andere verwandelt werben, der das zweite Glied fehlt; 


fo wird man ihre Wurzeln (nad ID um bie Zahl a&= — —- 


vermindern. - 

Denn umfest man in ber gegebenen Sleihung (30) (nad 
II. und $. 286) die Variable = in z—a, fo erhält man 
(31) Hl) + la a)" tr... +40, 
oder wenn man z—a =y annimmt, 

My"+Mıy"'+... + =0. 

Damit nun bier das zweite Glied fehle, ift a fo zu wählen, 

bag M. = 0 werde. Man hat aber nad) $. 286 (GI. 18) 
M =nAaträı, 

daher muß nAatAı =0, 


ich 4 
nemlich 4,* — werden. 
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Sol z. B. aus der Gleichung 
2’—122°+412—42 = 0 
das zweite Glied weggebradht werben, fo wird man bie Unbe 
kannte z (nach III. und $. 286), weil a=1, A=—12,n=3, 
alſo a=— — —=4 iſt, in —4 umſetzen. Hiezu dient fol- 
gende Rechnung. 


I-1241-42 
+ 4—832+36 

1— 8+ 9— 6 
+ 4—16 

1— 4— 7 
+4 

1+ 0— 7-6. 


Die neue Gleichung, in der das zweite Glied mangelt, iſt 

Daher 
. P—y-65=0. 

IV. Bervielfahung und Theilung der Wurzeln. 
‚Sol eine Gleichung (80) in eine andere verwandelt werden, deren 
Burzeln m. Mal fo groß find, als die der gegebenen; fo fchreibt 
man unter die Glieder der, nöthigen Falls vervollftändigten, 
Sleihung eine geometrifche Reihe, deren erſtes Glied 1 und ber 
Quotient m ift, multiplicirt dann je zwei über einander ftehende 
Glieder und fchreibt zugleich das Zeichen y ber neuen Unbekann⸗ 
ten für . 

Denn damit die neu einzuführende Unbekannte y=mz werde, 


hat man in der gegebenen Gleichung (30) = * m du fegen, wo⸗ 
burch fie in ' 
—21 2 
4— 4 I +4 I tr... FAA £ +rA4=0, 
oder, wenn mit 97° multiplicirt wird, in die Gleichung 
AytmAy" "tm’Ay +... tm "A_ytrm 40 


fi) verwandelt, aus ber die Richtigkeit des befchriebenen Verfah⸗ 
rens erhellet. 
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Wenn man z. B. die Gleichung z-5z’+4=0, deren 
Wurzeln 1, 2, —1, —2 find, in eine andere verwandeln will, 
in der die Wurzeln doppelt fo groß als bie ber vorgelegten find, 
fo fchreibt man Folgendes: 


4 2 52°+0-+ 4=0 re 
| multiplicirt und erfeßt æ durch y 
N ' ' ! 


y* +0y? —20y’+0y +61 = 0. 
Die transformirte Gleichung iſt daher 
20 0 
und beſitzt die Wurzeln 1, 4, —2, —4A. 
Sollen die Wurzeln der transformirten Bing bie pten 
Theile von jenen der gegebenen werben; fo kommt blos in ber ex- 


wähnten geometrifchen Reihe der Quotient m =, zu nehmen, 


und übrigens mit ıhr wie früher. zu multipliciren oder, was basfelbe 
if, dur 1, p, p*, p°,...p* zu dividiren. 

Mittels der Vervielfachung oder Theilung der Wurzeln Tann 
man zuweilen aus einer Sleihung die irrationalen Eoef- 
ficienten wegfchaffen. 3.8. Um aus der Gleihung 

a’—1rtV/I3+122r 21/3 = 0 
die irrationalen Coefficienten zu entfernen , fchreibe man unter diefe 
Gleichung die geometriſche Reihe 
l, v3, 8, 843, 
und bividire oder multiplicire die Glieder ber Gleichung mit ben 
gleichftelligen der Reihe. Im erften Falle erhält man, wenn man 
die neue Unbelannte mil y bezeichnet, 


y’— 4y° +y —s=0me=Z;,, 


bagegen im zweiten Falle, wenn = die Unbefannte vorftelt, 
z® — 125? + 865—2316 =0 und z—=a/3. 

V. Wegfchaffnug der gebrohenen und Ablür - 
zung ber aufammengefegten Eoefficienten. Die im 
vorhergehenden Artikel erflärte Transformation gibt und ferner noch ein 
Mittel an die Hand, aus jeder Gleichung, ohne den erſten Eoefficienten 
abzuändern, die gebrochenen Coefficienten zu befeitigen, und zuſam⸗ 
mengefeßte Eoefficienten von überfläffigen Sactoren zu befreien. Zum 
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erften Zwecke ſucht man, fobald alle gebrochenen Eoefficienten auf 
die Meinfte Benennung gebracht find, entweber (nad) $. 84) ih- 
ren Meinften allgemeinen Nenner, und nimmt biefen zum Quo⸗ 
tienten der aufzuftelenden geometriihen Reihe von Multiplicato- 
ven; oder man wählt, um zugleich die möglich einfachflen Pro- 
bucte zu erhalten, zu biefem Quotienten zuerft einen Primfac⸗ 
tor des erften Nennerd und verrichtet die Multiplication, nimmt 
dann wieder zum QDuotienten einer neuen Reihe einen Primfactor 
des erften der noch übrigen Nenner, multiplicirt und wieberholt 
baöfelbe Verfähren, bis alle Nenner entfernt find. Sofort gibt 
das Product der Quotienten der einzelnen Reihen jenen ber To⸗ 
talreihe und zeigt an, wie oft die Wurzeln der transformirten Glei⸗ 
chung bie der gegebenen enthalten. 
Sollen 5. B. aus der Sleichung 


22° 75. + net 0 
bie Brüche befeitigt werden, fo multiplicire man zuerſt mit 
1, 2, 4, 8, 
dadurch ethält man die Eöefficienten 
8 6 32 


2-:;t; tr; 
multiplicirt man biefe mit 

1, 5, 25, 125, 
fo werden ee 2 -—5 + = ; 
und multiplicirt man fie endlich noch mit 
| 1, 8, 9, 27, 

fo übergehen fie in 

2 — 9 +375 + 7200; 
folglich ift die trandformirte Gleichung 

2y’— 9y* -+875y + 7200 = 0 
und y=2.5.9327=808e. 

Verlangt man dagegen, daß zufammengefehte ganzzahlige 
Corfficienten von Factoren befreit werden; fo wähle man einen 
Primfactor des erfien nicht verfchwindenden Eoefficienten nach dem 
Anfangd-Goefficienten zum Quotienten einer geometrifchen Reihe von 
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Diviforen; bivibire, wofern es angeht, auf die bekannte Weiſe, 
und wiederhole möglichen Falls dieſe Operation. Hat man z. 8. 
die Coefficienten der Gleichung 

32°—202°-+90002—2000 = 0 
zu vereinfachen, fo bividirt man durch 

. l, 2,. 4, 8;. 

dies verfchafft die Eoefficienten 

38 — 10 42250 — 250 
die wieber duch 1, 5, 35, 125, 
getheilt 8— 2490 — 2 
geben; daher iſt die transformirte Gleichung 

z 


syP—2y?+90y-2=0 und y=;=.. 


VI. Ausſch eibung ber gleihden Wurzeln. Bezeichnen 
wir mit a irgend eine von den vielfachen Wurzeln der Gleichung 


23) KD=Art+AT ++ +A-1 ct AO 


und richten wir diefe Gleichung (nach IL) für die Unbekannte z—a 
ein, fo baß fie die Seftalt 


ss) 56) * Meat Mn (-a-"+Mele-a) + .. 
.tM-ı( 2 -d)t+M= — 0 
erhält, worin die Coefficienten Mo, * Mn ,... M nach $. 286 
beſtimmt werden; fo muß ihr Polynom fLz), weil die Wurzel a, 
wenn fie mehrfach ift, wenigftens eine zweifache fein wird, mindes 
ſtens durch die zweite Potenz bed Wurzelfactord z—a theilbar fein, 
oder ſich zwei Mal nach einander durh æ — a ohne Reft theilen 
laffen. Damit aber dad Polynom durch z— a theilbar fei, muß 
M, = 0 fein, und damit ed auch noch der entfallende Quotient 
M(z— a) "+ M(z—a) "+ ..o 4 Ah-2(2—a) +M-ı ſei, 
muß gleichzeitig M,_ı = 0 fein. Umgekehrt, wenn für einen bes 
flimmten Werth z=a die Coefficienten M, und. M,—ı mit einan⸗ 
der verfchwinden, ift die Function Az) der Gleihung (28) ober 
(31) durch (z—a)? theilbar, mithin a gewiß eine vielfache und 
zwar wenigftens eine zweifache Wurzel diefer Gleichung. Da nun 
a ber allgemeine Repräfentant fämmtlicher mehrfachen Wurzeln ber 
vorgelegten Gleichung ift; fo werden die von a abhängigen Eoeffi- 
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cienten M, und M,.-ı nur für jene Werthe von a zugleich vers 
ſchwinden, für welche ihr größter gemeinfchaftlicher Theiler in bie 
Null übergeht, weßwegen im Einklange mit $. 286, Gl. (18) 
und Pr von ben Anddrüden 
=fla) = Aat Aa” Aa-+., -tA-ıatA 
* =f (=nAa "Ha —DAd Ha DA p... 

u tA-ı 
ber größte gemeinfame Theiler fammt den ihn annullirenden Wer⸗ 
‘then von a audzumitteln fein wird. Man pflegt jedoch, weil bie 
Bezeichnung der mehrfachen Wurzel auf die Form dieſes Theilers 
keinen Einfluß ausübt, den Buchſtaben a durch z felbft erfeht zu 
laffen, und daher fogleich von der Function 

fe) = As +A2"+A0 +... +A-ı rt 
der aufzulöfenden Steihung (23) und von ihrer Ableitung 
fe) = nA" "Han — DA "IHR —DAr°H+ .. . 4- 
(nach $. 69, g). den größten gemeinfchaftlihen Theiler zu fuchen. 
Bezeichnet.man ihn mit plz), fe ift jeder Werth za, für ben 
er verfchwindet, d. i. jede Wurzel a der Gleichung 

" plz) = 0 

eine mehrfache Wurzel der aufzulöfenden Gleichung und kommt in 
diefer ein Mal öfter als in jener vor. 

Dividirt manz&Mblich noch bie Function /Cz) buch p(z), fo 
müſſen alle Werthe Jon æ, für welche die als Quotient erſchei⸗ 
nende Function FF N > verſchwindet, oder alle Wur⸗ 
zeln der Gleichung —* 
unter ſich verfchieden, , * ſonſt ae nicht der größte gemein- 
ſchaftliche Theiler von 2) und f'(z) wäre. 

3. B. Sollen aus fer Gleichung 

| 2’+32°+6 46 —1 52°—32°’48244 = 0 
die etwa vorfommenden gleichen Wurzeln ausgeſchieden werben, 
fo findet man von ihrem Polynom und feiner Ableitung 
72°+302°+302*—242°—-452°—6c4+8 
den größten gemeinfchaftlichen Theiler 
z*-+32’+2°—32—2, 
durch welchen jenes Polynom getheilt den Quotienten 
#422’ 2—3 
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liefert, weßwegen bie Gleichung 
z’+22° — c—-231=0 \ 
lauter verfchiedene Wurzeln befigt, fo wie die Gleichung 
z’+32°+2°—3r—3 == 
alle gleichen Wurzeln der gegebenen barbietet. 

VI. Befreiung einer Gleichung von ben bereits 
belannten Burzeln Iſt man auf was immer für eine Weife 
zur Kenntniß einer Burzel za einer Sleihung (28) gelangt; fo 
wird man diefe (zu Bolge $. 288, II. und III.) von ihr befreien, in⸗ 
dem man ihr Polynom durch den Wurzelfactor = — a fo viel Wil 
nach einander bividirt, ald eine wievielfache Wurzel a ifl. Der 
Quotient gibt fonach, der Null gleich geftelt, eine neue Gteichung, 
welche nur noch bie übrigen Wurzeln der vorgelegten enthält. 

3.8. Weil die zulegt gefundene Gleichung 

z*+32°42°—3°—3 = 0 

an z —= —1 eine zweifache Wurzel hat, fo befreit man fie von biefer 
mittelö zweimaliger Theilung durch z-H1. Daraus entfpringt die 
Gleichung 2?+2—2=0, 

von welcher (nach $. 215) die Wurzeln z=1 und 2=—2 find. 
Gebe von biefen ift (vermög VI.) eine Doppelte Wurzel der Gleichung 

— 

fo wie — 1 eine dreifache Wurzel derſelben iſt. Daher find 
—3, —2, —l, —ı, —1, 1, 1 alle 7 Burzeln diefer Gleichung, . 
und ihr Polynom iſt = (+2) )Nz—1)°. 


| A. . 
Allgemeine algebraifhe Auflöfung ber 
Sleihungen. 
$. 391. 

Eine Sleihung allgemein algebraiſch auflöfen heißt 
ihre Wurzeln als algebraifche Zunctionen ber Coefficienten dar⸗ 
fielen. Eine foldye Auflöfung gelingt jedoch, wie Ruffint und 
Abel gezeigt haben, wofern feine befonberen Beziehungen (Rela- 
tionen) zwiſchen den Coefficienten Statt finden, durchaus nicht, 
ſobald ber Grad der Gleichung ben vierten überfleigt, weßwegen 
wir nur die des dritten und vierten Grades vomnehnten Pönnen. 

Bega Berlef. L Br. 80 
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1. Auflöfung der cubifchen Steihungen. 

Sol eine cubifhe Gleichung allgemein aufgelöft werden, fo 
bringe man fie, wenn ed noch nicht gefchehen wäre, vorerſt mittels 
Theilung durch den erften Goefficienten und durch Annullirung des 
zweiten Gliedes ($. 290, III.) auf die Form 

z’-+ac+b=0. " 
Um eine Wurzel diefer Gleichung zu beflimmen, fee man 
z=yts, 
indem man felbe aus zwei noch unbekannten Theilen y und x zu- 
fammengefegt anſieht; baburch erfcheint ' 

y’+3y’+3ye’+s’+ay+ + = 0 
oder y’+2°’+6+(y4-2)(0-+3ys) = 0. 

Fügt man nun zu diefer, den Unbekannten y und z vorgezeich⸗ 
neten, Bedingung noch die bei, daß fie auch die Gleichung 

a+3ys = 0 
erfüllen follen, fo rebucirt fi) jene Steihung auf 
y’+2’-+b == 0. 


Von diefen zwei Guichungen bietet die erſte = — 7 , 
daher die andere y’— 37 — — —0 
oder y’+ vi 373 
2 8 
woraus (na $.215) y= V [-2 st v(z +57 | 
1 
za 
— 5 0? a®\] 
V[-3:vG+3)] 
% 
oder (nah $. 13) s= V - zyv(c+&)] . 
Auf diefe Meife findet man 
s ba’ ı[ 5 db’ a’ 
eV Im @Hn)+Y 3 vGH m) 
als den Ausdruck einer Wurzel der gegebenen cubifchen Gleichung, 
welcher gewöhnlich bie Cardan'ſche Formel genannt wird. 


| folgt. Hiedurch wirb —E 
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.. BDivibirt man daB Polynom biefer Gleichung, in ber Abficht, 

ihre beiden andern Wurzeln. zu finden, duch den Wurzelfactor 

z—-(y+r»), ſo erhält man, (nad) $. 285 und $. 290, VII.) bie 
Gleichung — 


Wwelche durch bie Subſtitution a = — Syz in 


un ze 7 nr un 
fih verwandelt und = _utr u v—3  barbietet. 


Sest man fonach, in ber Abficht die Wurzeln der cubifchen 


Gleichung I = 0 
aufzuftellen, zur Abkürzung 


s=V [39 G+n)), =v[-2 -V(E+2)], 


ferner -Ue-,, yı=,, 


und bezeichnet bie Wurzeln der. aufzulöfenden Gleichung mit 
Zı, Zr, Di; fo finden fich für dieſelben die Ausdrücke 

u; =—2p, nz’ =H4Hwv-, 2 zw. 

1. Beif piel. Sind die Wurzeln der Gleichung | 
u’—12u°457u4—94=0 
zu fuchen, fo feße man (nach $. 290, III) zur Befeitigung des 
zweiten Glide uwl=a ode u=c4s; 
dadurch erhält man +96 = 0, 
und fomit ifl a=9, 5=6, 
8 — 8 8 — 8 
y=vV-34V7H)=V3, > =V(-3-V 7), 
3 3 - , 
p=49-/9, g=—-KvıtV9vV5; endlich 
I — * sv, 9 
2 KV VB vervavs. vol, 
= u o.y —R —* S)VBS. VTI, 
welche Wurzeln um 4 vergrößert die 8 Werthe von u geben, 
3.8 eif piel. Sudt man bie Wurzeln ber Gleichung 
„e’t62720=0, 

ſo ſindet man y=V 104693), Ay. eV 8). 
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Obwohl nun hier alle Werthe von z irrational zu werden 
ſcheinen, fo zeigt ſich doch nach vorgenommener Unterſuchung 
V -I-V, s=—1— 8; 
daher wird p=1, g=—8, 
und =, naiv, aml4sV-l. 


2. Auflöfung ber biquabratifhen Gleihungen. 

Dat man eine Gleihung bes vierten Grades aufzulöfen, fo 
bringe man fie nöthigen Falls vorläufig auf die Form 

z*raa'44rte= 0, 
und fee z=utrc+e, 
indem man wieber u, o, wo bie noch zu fuchenben Deſtaudtheile 
von = fein läßt. Aus diefer Annahme folgt 
z’=u’+0°+0’+2(00w-wu-Fw), 
ober, wenn.man der Kürze wegen #*-+o'-wo'=p feht, 
=p-t3(me-twu-Fuo) und 
= Ypotwu4uo). 

Die erneuerte Quadrirung gibt 

2 2pa4p° = Alta tat tie) + Sue (uote), 
ober wenn man v’w’-w’u'+u’’=g, wre! =r 
annimmt und = flatt utotw fchreibt, 

z’-2pa'4p=4g48Vr .2, 
oder nid z*’—2pat -8/r . 494g =0. 

Diefe Gleichung, welche die Wurzel wow beſitzt, ik, fo 
wie die aufzulöfende, vom vierten Grabe und von ihrem zweiten 
Gliede befreit. Sie wirb mir biefer identifch, wenn 

—y=a, —BvVr=b, p—=c, 

. a a?—4c —X 
vemlich P=—y, V 
gefet wird. Da nun obigen Annahmen gemäß, von ben: drei Großen 
u?, 0°, ı* die Summe p, die Summe ihrer Amben g und ihr 
Product r ift; fo laffen fie ſich Cvermög $. 289) ald die drei Zui⸗ 
zeln ber Gleichung yP—py!+oy—r=0 
oder y’+ + y- 
anfehen. If biefe aufgelöft, fo keunt man die im VYetenzer 
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von u, 0, wo, daher auch dieſe GSrößen ſelbſt und bie verlangte Wurzel 
z. Permutirt man dabei, wegen der Sleihung V r=ee=—} , 
bie Vorzeichen von w, o, so auf alle jene möglichen Weiſen, bei 
denen fich für ihr Produet bad entgegengefeute Zeichen von 5 er- 
gibt, fo gelangt man zu allen 4 Wurzeln der Gleichung. 
38.8. Soll vie Gleichug 
\ 2 Be’ +02 36 =0 
aufgelöft werden, fit a=— 25, 5b=60, c=—86, 
25 769 225 
daher "-Zy +79 -T=0. 


Die Wurzeln dieſer Gleihung find 2, 4, 2, mithin 


u„=+2, v=+2, v=+2. Hieraus folgen, weil 5 pofitiv 
iR, ſanach wor negativ werben muß, die 4 zu fuchenden Wurzeln 


n=-3-1-=—0, 
n=-,+14,= 8, 
n=+,—-2+3= 2, 
Ta — —4 1 
W. 
Yuftdfung numeriſcher Gleichungen. 
$. 292. 


Aus der eben erläuterten olägemeinen Auflöfung der Sleichun- 
gen des dritten und vierten Grabes läßt fi zur Genüge entneh- 
men, mit wie großen, Schwirrigkiten man bei noch höheren Gra- 
den zu kaͤmpfen haben bürfte, zumal ba die Wurzeln fich nicht als 
alachz eiſche ſondem nur al& transcendente Functionen ber Coeffi⸗ 
cienten dorſtalen Iaffen. Dieſe Schwierigkeiten bewogen bie Aua⸗ 
Ipfien, mehr auf die Außöſung dee fogenannten numerifchen 
ober Zahlengleichungen, deren Goefficienten nemlich gege⸗ 
bene befondere Zahlen find, und auf welche man in ben Anwen» 
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dungen ber Analyſis auf beflimmte Probleme am Ende immer 
ftößt, ihren Scharffinn zu werfen. Die wichtigften ber bisher ges 
Iungenen Entbedungen in diefem Gebiete wollen wir, fo weit fie 
unferem Zwecke zufagen und unfere bisherigen ehren außdreichen, 
möglichft kurz erörtern, dabei aber zur Vereinfachung ber Unter: 
fuchungen vorausfeken, daß die Coefficienten durchgehends reell 
feien. Uebrigens richten wir hiebei unfer Augenmerk vorzüglich auf 
die reellen Wurzeln, weil faſt immer blos fie, die imaginären ba- 
gegen nur äußerft felten, zu fuchen find. 


J. Befliimmung der reellen Wurzeln. 


a. Örenzen der reellen Burzeln. 
$. 298. 

Jede zwei reelle Zahlen, zwifchen denen bie reellen Wur⸗ 
zeln einer Sleihung liegen, beißen Grenzen und zwar bie grö- 
Bere-von ihnen die obere, die Heinere aber die untere Grenze 
diefer Wurzeln. Die Kenntnig foldyer Grenzen gewährt deſto 
mehr Vortheil, je enger oder näher diefelben an einander lie 
gen, d. b. je Bleiner ber abfolute Werth (der numerifche ober 
Zahlwerth) ihrer Differenz, nemlich jene Zahl ift, die fi) nach 
Weglaffung des Bor: oder Qualitätszeihend (-- ober —) die⸗ 
fer. Differenz darbietet. Obgleich es Methoben gibt, die Srenzen 
ber Wurzeln einer Sleihung direct zu berechnen, fo findet man 
ed doch meiftend bequemer zu erforfhen, ob und wie viel 
reelle Burzeln innerhalb zwei gewählter Grenzen 
fich befinden. Hiebei läßt man fi) von ben Ergebniffen folgen: 
der Unterfuchungen leiten. - » 

$. 294. 

Erhält die Function einer Sleihung, für zwei 


⁊ 


beſtimmte reelle Werthe ihrer Veraͤnderlichen, Wer⸗ 


the von entgegengeſetzten Vorzeichen; ſo liegt zwi— 
ſchen jenen Werthen der Veränderlichen wenigſtens 
eine reelle Wurzel. Sind nemlich bei der Gleichung Kz)=0 
für e=a und z==d die Zeichen der Werthe la) und f(b) der 
Function 2) entgegengefebt; fo befindet fich zwiſchen a und 5 
minbeftend eine reelle Wurzel. 
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Denn läßt man in ber Function fCz), welche, weil fie ganz 
ift, für feinen endlichen Werth von z unendlich werden kann und, 
wie aus $. 2386, SI. (23) Mar zu erfehen ift, um fo weniger 
ſich ändert, je geringer die Acnderung ihrer Variablen ift, folg- 
lich innerhalb der Grenzen 2:=a und z=5 fletig bleibt, die Ber: 
änderliche z von der einen Grenze a zur andern 5 burch alle möglichen 
Zwifchenflufen ber Größe fortichreiten; fo muß die Function (=) 
gleichfalls alle ihre denkbaren Zwiſchenwerthe von (a) bis fXb), 
ohne einen zu übergehen, allmälig durchwandern. Da nun biefe 
Werthe Ca) und f(b) entgegengefegte Zeichen befigen, folglich 
zwifchen ihnen die Null fidy befindet; fo muß es wenigften® 
einen Werth za der Veränderlichen geben, für welchen der 
entiprechende Zwiſchenwerth der Function 2) der Nul gleich 
ausfällt, alfo Ka)=0 wird ; dann ift « eine zwifchen a und 5 
liegende Wurzel der Steihung 2) = 0. 

Aus vorftehendem Lehrſatze und aus dem Umftande, daß die 
Uebergänge der ftetigen Function fCz) aus dem Pofitiven in das 
Negative nur mit entgegengeſetzten Uebergängen aus dem Negativen 
in das Pofitive wechfeln Fönnen, und daß dieſe Function in einem 
Bereiche, wo fie keine Zeichenänderung erfährt, zumeilen bis zur Null 
fih nähern und dann wieder von ihr fich entfernen kann, läßt fich 
folgern, dag, mofern jede 2, 3, 4, 5,...fahe Wurzel für 
2, 8, 4, 5, ... verfchiedene gezählt wird, zwifchen zwei 
Bertben a und 5 der VBeränderlihen, bei denen 
bie Function f(z) entgegengefegte Zeichen annimmt, 
auch 8, 5, 7,... kurz eine ungerade Anzahl Wurzeln, 
‚bagegen, wenn biefe zwei Werthe der Function 
einerlei Beihen erhalten, entweder gar feine oder 
2,4, 6,... überhaupt eine gerade Anzahl Wurzeln 
liegen könne. Ä 

Ferner fließen aus demfelben Lehrſatze noch nachflehenbe zwei 
Bolgerungen. 

1) Jede Sleihung ungeradben Nanges beſitzt 
wenigfiens .eine reelle Wurzel, und das Beiden 
diefer Wurzel ift jenem des legten Gliedes entge— 
gengefekt. Denn ſetzt man in fCz) für = ber Orbnung nad 
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— 0, 0, +09, fo übergeht biefe Bunction in — co, An, +. 
Iſt num A, pofitiv, fo liegt wenigſtens eine Wurzel zwifchen 0 
und —-co, und ift daher negativ; iſt dagegen A, negativ, fo befin. 
bet fih zum wenigften eine Wurzel zwifchen 0 und *00, unb 
ift demnach) poflitiv. 

3) Jede Sleihung geraden Nauges, in der das 
legte Glied wegativ iſt, hat wenigfiens zwei reelle 
Burzeln, und von biefen ift bie eine pofitin, bie 
andere negativ. Denn fegt man auch hier in ber Function f(z) 
für = die Werthe —co, 0, +, fo erlangt’ fie die Werthe -+ co, 
A., +00, folglich liegt, wenn A, negativ iſt, gewiß eine reelle 
Wurzel zwifchen 0 und * co, und eine zweite zwifchen 0 und — co, 


$. 295. 

- Ein Paar gleicher Zeichen zweier unmittelbar nach einander 
folgender Glieder des Polynoms einer Gleichung heißt eine 
Beihenfolge, ein Paar ungleicher Zeichen aber ein Zeichen⸗ 
wecfel. Die Baht der Zeichenfolgen und Wechſel einer Gleichung 
zufammen ift offenbar ihrem Rangd- Erponenten gleih. So z. B. hat 
die Gleichung 2’ — 22° — 32°— 52*— 32’ — 2’ +0 +1=0, 
im Ganzen 2 Zeichenwechfel und 5 Zeichenfolgen. | 


$. 296. 

Gäu eine von z unabhängige beränberliche Größe und man 
überfege die in der Gleichung 
(48) fa) ht AHA. ‚+A-ı2rA = 0 
fungirende Veränderliche z (nach $. 290 , I.) in æ — u. Beſieht 
man die ſich darbietende transformirte Steidjung 
82) [DER WE + We 'r... ° 

th Hr WE) +rfa) =0, 

indem man auf bie in $. 286, I. erörterte Berechnung ihrer Corf- 
ficienten, wo man blos a für a zu feben hat, Rüdficht nimmt, fo 
erkennt man leicht Folgendes. 

1) Für u==0 rebucirt ſich die Gleichung (32) auf 
od) (O) æ trh-ı dar! P. .. P A Var Verf 

Aaꝰ AI... + Aa rar A=0; 
ihre Coefficienten find Demnach die ber gegebenen Gleichung (28) ſelbſt. 





Nuflöfung numeriſcher Gleichungen. 473 


3) If die Größe u alte und läßt man ihren Bahlwerth von 
Null an allmälig durch alle denkbaren Zwiſchenſtuſen bis ins Un- 
enbliche wachſen; fo muß, weil der erfte Coefficient A(u) fort- 
während ungeänbert bleibt und ‚zugleich Pofitiv vorausgeſetzt wird, 
der zweite Goefficient fu-ı (u), weile ſtets Ka Zufäge er- 


hält, ununterbrochen Pr folglich endlich einmal — 2 — werden 


und von da an auch immer hie bleiben. Iſt diefer Zufland einge, 
treten, fo wird von hier an der dritte Goefficient ſtets pofitive Zu⸗ 
fäge erhalten, mithin ununterbrochen wachfen, folglich gewiß einmal 
pofitiv werden unb fortan pofitiv bleiben. Beſitzt aber dann ber 
dritte Coefficient dieſelbe Eigenſchaft wie ber erfte, fo muß er 
gerade fo, wie biefer auf ben zweiten und dritten wirkte, auf ben 


vierten und fünften einwirken, folglich endlich einmal den vierten 


für immer —2— und den fünften ununterbrochen poſitiv machen. 


Setzt man dieſe Art zu ſchließen fort, ſo zeigt ſich, daß, nachdem 
der Zahlwerth der —2 Größe w einmal hinreichend groß, 
wenn auch noch nicht unendlich groß geworden if, nicht nur ſaͤmmt⸗ 
liche Goefficienten von der Null verfchieden und indbefondere die 
ungerabfieligen pofitiv, die geradflelligen aber tin ausfallen, 
folglih die transformirte Gleichung lauter Ban — befigt. 

Es fei nun up einer Wer Werthe von u, für welche bie 
transformirte Gleichung mit ber Veränderliben æ — u=r—p 
lauter Zeichenwechſel und durchgehends von Null verſchie⸗ 
dene Coefficienten beſitzt, und ug einer derjenigen Werthe, für 
welche die transſormirte Gleichung in æ lauter Zei— 
chenfolgen und gleichfalls durchaus von Null verſchiedene Coef⸗ 
ſicienten bat; fo iſt nicht nur og, nemlich g—p poſitiv, ſondern 
auch, weil weder eine fernere Verminderung von x im erſten, noch 
eine weitere Vergrößerung bes Werthed von a im andern Falle ein 
Berihwinden des legten Goefficienten f(u) hervorzubringen vermag, 
p eine untere und g eine obere Grenze ber reellen Wurzeln ber 
Gleichung f(u)=0 oder der von ihr nur in ber Bezeichnung der Un- 
befannten verfchiedenen flz)=0. 
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Laſſen wir demnach die Größe u von p bis 9, Ober auch von 
— 09 bis + 00 ſtetig wachſen, fo muͤſſen alle anfaͤnglich vorhande⸗ 
nen Zeichenwechſel, deren Anzahl durch den Rangs⸗Exponenten 
der Gleichung angegeben wird, nach und nad) in lauter Zeichen: 
folgen übergehen. Dabei kann aber während bes fucceffiven Auf: 
fleigens der Weränderlichen z von irgend einem Werthe zu einem hö⸗ 
heren, in der Reihe der Zeichen der Goefficienten 
(88) (WW, fa-ı(W), FPaca Cu), ... ſe (u), fi (u), PCu) 
der transformirten Gleichung, ſo lange keine Aenderung eintreten, 
als nicht einer dieſer Coefficienten zu Null wird, weil er als ſtetige 
Function von u nur auf dieſe Weiſe fein Zeichen zu ändern vermag. 

$. 297. 

Erforfchen wir gegenwärtig die Aenderung der Menge von Bei- 
chenwechfeln, welche bei einem beflimmten Berthe u —= A der Berän- 
derlichen « durch dad Berfchwinden von Eoefficienten ber 
trandformirten Gleichung (32) herbeigeführt wird, und befehen wir 

1) den Fall, wo nur der legte Coefficient: f(w) ver: 
fhwindet, alfo KA)=0 und fomit A eine Wurzel der Gleichung 
(D=oift. Bezeichnen 7 und A zwei effentiell (weſentlich, ihrer 
Natur nah) pofitive Größen, fo ift leicht einzufehen, daß fi 
diefelben immer fo Hein annehmen laffen, damit, während bed 
allmaͤligen Wachfend der Veränderlichen von v=r—T durch wh 
bi8 w=h+%, der legte Coefficieng /Cu) blos ein einzige Mal 


ofltiven » Negative 


aus dem segativen in das Koitige duch Null übergehe, folglich 
fortwährend —* ,‚ was nur eintreten kann, wenn der vorletzte 
Goefficient in diefem Bereiche ununterbrochen kun bleibt. Dies hat 
zur Folge, daß an der Stelle u==Ar ein Zeichenwechſel in eine Zei⸗ 
henfolge fi verwandelt, oder ein Beihenmwechfel verloren 


geht, wie man aus folgenden zwei Darftellungen CEchematen) noch 
deutlicher erfieht. 


L | I. 
fı(u) WW W. /a (u) u) W. 
* + 114 


u—mh—t — 1 
u=h — 0 0 
u=ht+k | — — 0 + 0 


verloren 1 verloren 1 
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Die Reihe der Zeichen der Eoefficienten der 
trandformirten Gleichung verliert demnach jedes 
Mal einen Beichenwedfel, wenn die veränderlide 
Größe w bei ihrem fletigen Uebergange von einer 
untern Grenze p zu einer obern g, oder von — obiß 


+&@ eine Burzel der gegebenen Sleihung über- 
ſchreitet. 


2) Nehmen wir an, daß für den Werth un der Veraͤn⸗ 
derlihen u von den Goefficienten der trandformirten Gleihung in 
z—u nur ein mittlerer (uw), der legte aber nicht 
verſchwinde, und mählen wir wieder 7 und x fo Hein, daß diefer 
Soefficient  f.(w). in dem Bereihe von u bis u=mh+k 
nur ein einziged Mal verfchwinde, alfo aus dem —* in das 
Bee übergebe; fo muß ter unmittelbar vorhergehende Eoeffi- 
cient (u) in diefem Intervalle ſtets * atio fein. Beſitzen nun 
der dem: verfchwindenden Coefficienten /, (u) vorangehende f+ı (1) 
und ber ihm nachfolgende f_ı (u) —E Zeichen, ſo finden 
bei den drei nach einander folgenden Coefficienten +1 (u), u); 
fs-ı(W) vor dem Weberfchreiten ded Werthes u=h we und nach 
demfelben ein Beichenwechfel Statt, folglich gehen an diefer Stelle 
u=h roch Zeichenwechfel verloren. Noch deutlicher weiſen dieſes 
die nachfiehenden vier Schemata aus. 


1. I. 
fi (1) L R-ı (u) W. +1(%) fu) f-ı(%) W. 
„| — + — 3|- + +1 
u=h — 0 — — 0 + 
u=htk| — — — o — - +] 
II. W. 
Aci (Gu) f. (u) SW) Bf) Au) F-ı(W) W. 
w-| + — + 2| + - — 1 
u=h + 0 4 4 0 _ 
| + + ++ + 


— — 


verloren 2 verforen O0 
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Verſchwindet, daher an einer Stelle uk bloß ein 
einziger mittlerer Evefficient, fo gehen, wenn bie 
ihn einſchließenden Eoefficienten kkkfenene Zeichen 
befigen, qiei Beihenwedfel verloren. 

3) Sollten für einen gewiffen Werth u=A der Beränder- 
lichen u mehrere nah einander folgende mittlere 
Goefficienten, etwa /. (u), h-ı(W), A-2(W), . + - fer (W) 
ver.chwinden; fo laffen fi) auch hier die Größen < und % fo Hein 
annehmen, daß in dem Intervalle von u=h—i bi ht % feiner 
diefer p Coefficienten öfter ald ein Mal zu Nu werde. Geht num 
hiebei der erſte Goefficient /,Cu) aus dem Aerariemn durch Null im 
das — über, fo muß ber ihm vorangehenbe (uw) fort⸗ 
während Sr fein, und der ihm folgende zweite Coefficient 
f-ı (w vor dem Verſchwinden Pr und nad bemielben 
een daher, obgleich. er verfchwindet, immer auch pr 
bleiben, nemlich im Ykkivın. Gebiete zuerſt ber Null fich nähern 
und, nachdem er fie erreicht, fich wieber von ihr entfernen. Died 


bat zur Folge, daß ber dritte Eoefficient %_. (wm) wieber aus dem 


en in das Phler übergeht, folglid auch der vierte, trot 


feines Verſchwindens, ſtets ePhe bleibt. Bei den Beiden der p ver 
ſchwindenden Coefficienten Al), Cu), k-2(W, ... R-arı (8) 
wechſelt daher, wie bie Fortſetzung ber begonnenen Reihe von Schlüſ⸗ 
fen nachweift, vor dem Verfchwinden immer das poſitive Zeichen mit 
dem negativen ab, und zwar haben alle ungerabfielligen das entgegen- 
gefeßte Zeichen des erften ihnen vorangehenden nicht verfchwindenden 
Coefficienten +, (u), und find demnach, weil biefer immer 
—8 bleibt, or während die gerabflelligen mit dem voran. 
gehenden erfien nicht verſchwindenden einerlei Zeichen befigen, alfo 


wie er sohn find; folglich finden, von dem erflen vorangehenden 


nicht verfchwindenden Goefficienten +.) an, bis zu dem letzten 
verfhwindenden R-e+1 (u) in Allem p Beichenwechfel Statt; nad 
dem KBerfchwinden aber nimmt jeber Goefficient das Beichen des 
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erfien vor ihnen ſtehenden nicht verfchwinbenden an, fomit gehen bei 

diefen 41 Eoefficienten im Ganzen p Beichenwechfel verloren. - 
Iſt num peine ungerade Zahl, fo daß ber legte verſchwindende 

Goefficient in dem betrachteten Iuterwalle fein Zeichen ändert und vor 


feinem Verſchwinden das entgegengefeßte Zeichen des erfien voraus: 


gehenden nicht verfchwindenden beſitzt; fo vergrößert fich, wenn biefer 
wit dom erfien nachfolgenden nicht verfchwindenben Z_o (u) eiebeue 
Zeichen hat, durch den Beitritt dieſes letzteren Eoefficienten, vor der 
Stelle u—=h, die Anzahl dee vorhandenen Zeichenwechfel um 
ren nach dieſer Stelle aber um fen, ober bei den p verſchwin ·˖ 
denben und ben fie begrenzenben nicht verſchwindenden 2 Eoefficienten 
finden vor der erwähnten Stelle en nach verfelben Hein Zeichen: 
wechfel Statt, mithin geht bei diefen ⸗42 Coefficienten bie gerade 
Bahl 41 von Zeichenwechſeln verloren. 

Iſt dagegen p eine gerade Zahl, fo daß der legte verſchwin⸗ 
dende Goefficient in dem unterfuchten Intervalle keine Zeichenände- 
sung erfährt und mit dem erflen vorangehenden nicht verfchwinden- 
den fortwährend das nemliche Zeichen beibehält; fo erhält die Reihe 
der Zeichen, falls diefer mit dem erften nachlommenden nicht verfchwin- 
denden /,-e (u) —ã Zeichen beſitzt, durch den Beitritt dieſes 
letzteren Coefficienten, ſowohl vor, als nad ber Stelle ur, teinen 
Beichenwechfel mehr, oder bei den in Betracht genommenen 42 
Coefficienten beftehen vor der angeführten Stelle et nach ihr aber 


rein Zeichenwechfel, folglich geht hier jebed Mal die gerade Zahl p 
von Beichenwechfeln verloren. 

Berihwinden demnach an einer Stelle u=A 
mehrere unmittelbar auf einander folgende mitt 
lbere Eoefficienten, fo geht immer eine gerade An- 
zabl von Zeihenmwehfeln verloren, und zwar eben 
fo .viel, als Eoefficienten verfhwinden, wenn bie 


Zahl dieſer gerad; oder um eins —X ‚wenn die 


Zahl der verſchwindenden Coefficienten ungerad 
iſt und die an ſie grenzenden zwei Coefficienten 


—V — Zeichen haben. 
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4) Betrachten wir den Fall, wo für u=h am Ende meh: 
rere, namentlih p, nad) einander folgende Eoefficien- 
ten zugleihverfhmwinden, folglid (vermög $. 288, IE.) Aeine 
- pfache reelle Wurzel der Gleichung /(æ) = if; fo verliert die 
Reihe der Zeichen des Polynome der transformirten 
Gleichung, nad dem eben durchgeführten Beweife, p, nemlich 
eben fo viel Zeichenwechſel, als wie viel ſolcher Coeffi— 
cienten verſchwinden, oder als wie vielfach jene reelle Wurzel iſt. 

5) Tritt endlich der Fall ein, dag für u=A am Ende p, 
in der Mitte an mehreren getrennten Stellen 
of, P", p, .... Eoefficienten verfchwinden, fo wird man die Menge 
der in den einzelnen Partien verloren gehenden Zeichenwechfel bes 
flimmen und ihre Geſammtzahl berechnen. 

8. 298, 

Die Ergebniffe diefer Unterfuchungen laffen fih nunmehr 
auf folgende Weile zufammenfaffen. 

Vermindert man in der Sleihung flz)==0die Beränderlihe - 
z um bie von ihr unabhängige Veraͤnderliche u fo, daß c—u bie 
Unbekannte der transformirten Gleichung (82) werde, und läßt man 
diefe Variable u von einer untern Grenze p der reellen Wurzeln der 
Steihung f()=0 oder FwW=0 bis zu einer oberen Grenze g, 
oder, wenn man es vorzieht, von —co bis -H00 fletig wachſen; fo 
treten bei ber Reihe der in der trandformitten Gleichung vorkom⸗ 
menden Coefficienten, welche fowohl für uSp, als auch für alle 
zwifchen —co und p gelegenen Werthe von u lauter, alfo n, Zeir 
chenwechſel, und nicht blos für ug, fondern auch für alle zwifchen 
g und +00 liegenden Werthe von u lauter, nemlich gleichfalls m, 
Zeichenfolgen enthält, folgende bemerkenswerthe Umſtaͤnde ein. 

1) Bei dem Durchgange der Variablen u durch jebe einfache 
oder vielfache reelle Wurzel der Gleihung /(4) * 0 verliert diefe 
Reihe fo viel Zeihenwechfel, als wie vielfach dieſe Wurzel ifl. 

2) Diefelbe Reihe kann aber auch bei foldhen Werthen von 
u Beichenwechfel verlieren, für welche nicht der letzte Coefficient 
f(w, fonbern einer oder einige ber mitıleren verfchwinden, und bie 
daher keine Wurzeln von f(z) =0 find. In diefem Zalle iſt die 
Anzahl der verloren gegangenen Zeichenwechfel ſtets gerad und 
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zwar eben fo groß als die der verfchwinbenden Eoefficienten, wenn 
diefe gerab, oder um eins sth, wenn diefe ungerab und ber biefen 
Coefficienten zunaͤchſt vorhergehende mit dem ihnen unmittelbar 
folgenden entgrgengefehte Zeichen befißt. 

3) Kann an einer oder an mehreren getrennten Stellen bjo8 
ein Coefficient, defien benachbarte Coefficienten entgegengefeßte Bei 
chen haben, auf Null rebucirt werden; in diefen Fällen erfolgt in 
der Zahl der Zeichenwechfel gar Feine Aenderung. 

4) Die Anzahl der Zeichenwecfel in der Goefficientenreihe 
nimmt beftändig ab, nie kann ein neuer Zeichenwechfel zumachfen, 
noch ein verlorner zuräd gewonnen werben: 


5) Beſitzt nun die Sleihung fl) —=0 lauter, folglih n, 

reelle Wurzeln, fo können von fämmtlichen urfprünglich vorhan- 
denen Beichenwechfeln gar feine durch das Verſchwinden von mitt 
leren Goefficienten verloren gehen. Sind aber von ihren n Wurzeln 
blos » reell, folglich n—» imaginär, fo müffen v Zeichenwechſel 
wegen des Verfchwindens von Schlußcoefficienten, alfo die übrigen 
n—v wegen des Verſchwindens von mittleren Coefficienten, ſich ver» 
lieren. Da im letzteren Falle die Beichenwechfel nur zu vollen Paaren 
verfchwinben Fönnen, fo muß auch die Geſammtzahl a —y ber durd) 
das Verſchwinden ug mittleren Goefficienten verloren gehenden 
Beichenwechfel, daher auch die ihr gleiche Anzahl der imaginä- 
ren Burzeln gerad fein. 

Erwägt man noch, daß bei benfelben Werthen von u, für 
welche mittlere Coefficienten ber transformirten Gleichung (32) ver⸗ 
fhwinden, auch bei angemefjener Abänderung ber Coefficienten der 
urfprünglichen Steihung (23), Schlußcoefficienten annullirt were 
den, folglich jene Werthe in einem folchen Falle als reelle Wurzeln 
der gegebenen Gleichung auftreten können, während fie im Frü— 
heren nicht als folche erfcheinen,, folglich durch imaginäre vertreten 
find: fo dürfte e8 immerhin verftattet fein, imaginäre Wur— 
zeln einer Sleihung als eben fo viel verloren ge 
gangene reelle anzufehen, und daher auch zu fagen, baß bei 
dem Verfchwinden von mittleren Coefficienten eine eben fo große Zahl 
von reellen Wurzeln ald von Beichenwechfeln verloren gehe. 
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6) Fehlen demnach in einer Gleichung einige, 
etwa p, mittlere Glieder, (indem ihre Coefficienten Null 
find), fo befißt fie, weil fie fich als transformirte einer andern 
anſehen läßt, deren Wurzeln von den ihrigen um eine reelle Größe 
differiren, gewiß imaginäre Wurzeln und zwar entwe- 
der p, wenn p gerade; ober pEl, wenn p ungerade if, 
und die an die fehlenden Glieder angrenzenden 
ee engefehte Zeihen haben. — Diefer Sag wurde zuerfl 
von De Gua gelehrt. 

$. 299. 

Die eben zuſammengeſtellten Refultate bieten fogleich folgen- 
den, im Wefentlichen zuerfl von Fou rier ausgefprochenen, Sas, 
und mit ihm ein fehr geeignetes Mittel, die. reellen Wurzeln ber 
Gleichungen zu begrenzen. 

Sind a und 5 irgend zwei reelle Zahlen, von de 
nen a die Bleinere, mithin 5—a pofitiv ift, und trans— 
formirt man eine gegebene Sleihung fl) =0 fo, 
baßihre Veränderliche einmal #—a und ein zweites 
Mal z—5 wird; fo, hat die vorgelegte Gleichung 
niht mehr zwifhen a und db liegende reelle Wurzeln _ 
(gleiche auch als verfchiedene gezählt), als um wie viel die 
erfte transformirte Gleichung (mit der Veraänderlichen 
z—a) in ihren Coefficienten mehr Zeichenwechſel bes 
figt, wie die zweite (mit der Veränderlichen —5). 

Die Nichtigkeit dieſes Satzes leuchtet fogleich ein, wenn man 
in obigen Unterfuchungen die Veränderliche u, von —coo bi oo 
alle denkbaren scellen Zahlen, daher auch die beiden gewählten 
Srenzen a und 5 durchſchreiten läßt. Denn die Anzahl ber Zei- 
chenwechſel, um welche die trandformirte Gleichung mit der Ver⸗ 
änderlihen z— u fir u=a, d. i. die trandformirte mit z—a, 
mehr Zeichenwechjel als bie transformirte mit —u für mb, 
d. i. die transformirte mit —D befißt, kann nie Heiner als bie 
Anzahl der während des Ueberganges von u=a bis durch 
dad Verſchwinden von Schlußcoefficienten verloren gegangenen 
Zeichenwechſel fein. Da aber jeber diefer verlornen Zeichenmwechfel 
auf eine zwiſchen 4 und d liegende reelle Wurzel der Gleichung 
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f(w)=0 ober der von ihr nur in der Bezeichnung der Unbelann- 
tem differivenden Gleichung /(z)= 0 hindeutet; fo kann dieſe Glei- 
chung zwifchen genannten Grenzen nicht mehr reelle Wurzeln haben, 
als Zeichenwechſel in demfelben Intervalle verloren gehen, oder als 
um wie viel Zeichenwechfel bie trandformirte Gleihung mit z—a 
mehr befist wie die trandformirte mit z—b. 

Bezeichnet demnach a die Anzahl Zeichenwechfel der trandfor- 
mirten Sleihung mit z— a, und Z die der transformirten mit 
s—b; foiff immer « ZPß, und die Menge der zwifchen a und b 
befindlichen reellen Wurzeln ber Gleichung fl=)=0 nicht größer 
als die Differenz —ß der Anzahlen diefer Zeichenwechfel, Erwägt 
man noch, daß (nach $. 298, 5; die Zahl der imaginären Wur- 
zein nur gerad fein kann, fo gilt allgemein, daß, wenn a—ß 
ungerade if, zwifhen a und 5 wenigfiend eine re- 
elle Wurzel der Sleihung liegt, und daß, wenn 
a—ß gerade iſt, entweder eben fo viel reelle Wur⸗ 
zeln vorkommen, ober aber alle imaginär oder end- 
lich in geraden Anzahlen einige reell, andere ime- 
‚ginär fein können. 

Iſt demnach indbefonbere 

1) Die Differenz; a—B=0, fo befißt die Gleihung f(z)=0' 
zwifchen a und 5 Beine reelle Wurzel. 

3) If aber a— B=1, fo hat die Gleichung eine einzige reelle 
Wurzel zwifhen a und 4. ' 

$. 800. 

Bon obigem Lehrfage ifi der nachflehende, von Descartes zu- 
erſt aufgefiellte, eine einfache Folgerung. 

Eine Steigung bat nicht mehr ide reelle 
Wurzeln als fie 3133 pefigt. 


enfolgen 
Denn die von der Gleichung Az)=0 abflammende trandfor- 
mirte Sleihung (83) mit der Weränberlihen z—u hat (nad) 
5.296) für u=0 diefelben Eoefficienten wie die gegebene Kz)=0, 
folglich wie dieſe so Beichenwechfel und f Zeichenfolgen, wobei 
a-+f=n if. Für u=— oo beflst aber bie transformirte Glei⸗ 
hung n Zeichenwechſel, alfo liegen "nad Fourier's Satze zwi⸗ 


ſchen — oo und O nicht mehr ald n— mw, das tft f reelle Burzeln, 
Vega. Borkf. 1.8. 
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oder die Bleihung Az) 0 hat nidyt mehr als f negative reklle 
Wurzeln. Für u= +00 dagegen hat die frandforttirte u Bkichen- 
folgen, daher gar keinen Wechſel, folglich liegen, demſelben Sage ge⸗ 
mäß, zwifchen 0 und co nidt mehr ald &—0O, das iſt w reelle 
Burzeln, oder die Sleihung (2) = 0 befißt nicht mehr ald o po: 
fitive reelle Wurzeln. 
$. 301. j 

Durch Fourier's Sag iſt man nun in ben Stand gefept, 
die Grenzen ber reellen Wurzeln einer Gleichung Az)—0 zu ermit- 
teln. Hiezu bebarf es weiter nichts, als bie willkürliche Größe u, 
um welche man die Beränderliche = ber gegebenen Gleichung ver: 
mindert, fo lange abzuändern, bis die transformirte Gleichung mit 
z-u, von ber Übrigens blos die Coefficienten, am bequemflen nady 
Büdan’s Methode, ($. 290, II. und $. 286) berechnet werben, 
einerfeit8 lauter Zeichenwechſel, andererfeitö lauter Zeichenfolgen er- 
hält. Am bequemften ik es, hiezu die Null und bie ſowohl nega- 
tiv, als pofitiv genommenen befabifchen Einheiten, nemlich die 
Zahlen 0, +1, +10, +100,.. . . zu wählen. Um dann zu em 
forfchen, ob und wie viel reelle Wurzeln zwifchen zwei ſolchen Zah⸗ 
fen liegen, wirb man blos in den ihnen entfprechenden transformir⸗ 
ten Sleichhngen die Zeichenwechfel abzählen, und aus dem Unter: 
fchiede dieſer Anzahlen auf Die Menge der zwifchen jenen Zahlen lie: 
genden reellen Wurzeln nach obigen Regeln ($. 899) fehließen. 

Fügt es fich hiebei, daß für einen gewiffen Werth der Ver: 
anderlichen u ein ober mehrere Coefficienten in der Mitte oder am 
Ende in Null übergehen; fo wirb man bie ihnen vor und nad) dem 
Verſchwinden zulommenden Zeichen leicht nach folgender, gleichfalls 
von Fourier zuerfl angegebenen und aus den (in & 297, 2und 3) 
gepflogegen Unterfuchungen unmittelbar fliegenden, Regel vom 
doppelten Zeichen beflimmen und dad erftere über, das an- 
dere unter die Null fegen. Man fhreibt.nemlih unter 
alle Nullen der nach einander verſchwindenden Coef— 
ficientendas Beihen des ihnen zunädhft vorhergehen- 
den niht verfhwindenden, ferner fiber die erſte Null 
dad entgegengefehte dieſes Zeichens und läßt über den 
folgenden Nullen die Zeichen ohne Unterbtehung 


Auföfung numeriſcher Gleichungen. 488 
abwechſeln. Bon dieſen Doppelzeichen hat man 
ferner das 38573, zu nehmen, wenn man mit biefer 
Coefficientenreihe die einem en Wertheder Ver— 
änderlichen u entfpredhende vergleichen will. 

Zur Erläuterung dieſes Verfahrens mögen folgende Beifpiele 

dienen. 

L Beiſpiel. Die Sleihung. 
(34) 2’—82'—243°952°—467—101=0 
gibt, für folgende in Klammern eingefaßte Werminderungen u ihrer 
Beränderlichen, nachſtehende Zeichen der Eoefficienten ihrer trans for⸗ 
mirten Gleihung. _ | 
-10) +—-+-+-— 53. B. 1 3.8, verloren. 
” jr H _ _ H _ u ; 2" ng 1 3.8. verloren. 

cn ++-++— 335 03.8. verloren. 

10) +++ +++ 03 W. )2 3. W. verloren. 

Vergleicht man die Mengen von Zeichenwechfeln diefer Zeichen: 
reihen, fo fieht man, daß (nach $. 299) ſowohl zwifhen — 10 
und —, ald auch zwifchen —I und 0 eine reelle Wurzel liegt, da- 
gegen beine zwifchen O und 1 ſich befindet, und daß endlich von den 
zwiſchen 1 und 10 angebeuteten drei Wurzeln ficher eine rel iſt, 
jedoch noch unbefligmt bleibt, ob die beiden anderen verloren ger 
gangen und durch imaginäre erſetzt find oder nicht. 

2. Beifpiel. Aus der Gleichung. 

(85) s'—12°’--37+33=0 
entipringen nad) bem bekannten Verfahren folgende Zeichenreihen: 


Ä + 
(0) +-0-+ N 3.3. 23.3. verloren. 


m + + or 2. 3.3. | 33. W. verloren. 
0) | +++r++ BS. B. | | 
Hieraus entnimmt man leicht, baß bei dem Werthe 0 zwei reelle 
Wurzeln, bei 1 aber feine verloren gehen, folglich die Gleichung ge⸗ 
wiß zwei imaginäre Wurzeln befist, und daß zwifchen I und 10 zwei 
veelle Wurzeln liegen, aber auch verloren gehen können. 
sı * 
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$. 802. 

Hat man durch das eben erläuterte Verfahren einige von 
reellen Zahlen begrenzte Intervalle gefunden, in benen mehr als 
eine reelle Wurzel einer Gleichung liegen können ; fo wirb man, um 
zu erforfchen, ob fie daſelbſt wirklich vorhanden find ober verloren 
gingen, jene Intervalle durch Annahme beliebiger, jeboch wo mög: 
lich eine einfache Rechnung geftattender, Zwifchenwerthe in Fleinere 
Intervalle fo weit unterabtheilen, bis in keinem derfelben mehr als 
eine reelle Wurzel liegt, oder aber mehr ald ein Paar reeller Wur⸗ 
zein verloren gebt, folglich fämmtliche reellen Wurzeln von einan- 
der getrennt find. Allein diefe Operation kann fich zumeilen fehr 
im die Länge ziehen und zwar um fo mehr, je weniger bie in ei« 
nem beflimmten Intervalle liegenden oder verloren gehenden reellen 
Wurzeln von einander verfchieden find, und fie könnte fogar nie zu 
Ende geben, wenn die vorhandenen reellen Wurzeln völlig gleich 
find. Als Mittel, diefed unflchere Probiren abzufürzen, dient 1heils 
die Ausicheidung ber gleihen Wurzeln, theild eine fogleich zu erör- 
ternde Prüfung, ob und wie viel Paar reelle Wurzeln in einem ge: 
gebenen Intervalle verloren gehen. 

Zur Einleitung diefer Unterfuhung zählt man, in den Zei- 
chenreihen der zwei transformirten Gleichungen mit den Veraͤnder⸗ 
lihen z—a und 2—D, von der Linken gegen die Rechte die beftehen- 
den Zeichenwechſel, zieht nach je gleichviel Zeichen die leßtere Anzahl 
von ber erfteren ab und notirt den jebesmaligen Ueberfchuß, welcher 
Inder der Zeichenwechfel genannt zu werden pflegt, zwifchen den 
zwei zulegt betrachteten Zeichen. 3. B. Die der Veraͤnderlichen z—ı 
und z—10 zulommenden trandformirten Gleichungen der Gleichung 
(34) bieten mit einanber verglichen folgende Reihe von Indices 
bar. 

(l) ++r-+r+- 
0 0 12 232753 
(dd) ++++r+ 

Bon diefen Indices, die wir allgemein mit 
(36) In, %-15 hn-2 9 er Tatil, das Im-iy rede, 4, io 
bezeichnen wollen, kann, wie aus ihrer Berechnungsweiſe einleuch⸗ 
tet, feiner von feinen beiden Nachbarn um mehr als ı diffe⸗ 
riren. Kerner gibt der lebte Inder iJ an, wie viel reelle zwifchen 
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a und & liegende Wurzeln die Gleihung AKz)—0 hödftens haben 
konn. Im Allgemeinen zeigt jeder Inder 7, an, durch höchftens 
wie viel zwiſchen a und & liegende Werthe von « der Goefficient 
a(w), zu bem er gehört, auf Null gebracht werden kann, ober daß 
bie Sleihung u (u) =00der „(@)=0 zwiſchen « und 5 nicht mehr 
als 4. reelle Wurzeln haben. - | 
on 8. 808. j 

I. Endigt fi) demnad) bei einem Intervalle, welches von zwei 
für die Veraͤnderliche u fubflituirten Zahlen begrenzt wird, bie Reihe 
der Indices mit 1, fo ift in demfelben eine, aber auch nicht mehr als 
eine, reelle Wurzel der vorgelegten Gleichung enthalten. 

Ueberfleigt jedoch der letzte Inder die Einheit, fo bleibt noch zu 
prüfen, ob nicht durch dad Verſchwinden von Mittel-Evefficienten 
ein ober einige Paar reelle Wurzeln in dem zur durchforfchenden 
Intervalle verloren gehen. In diefer Abficht fucht man ben lebten 
oder am meiften rechts flehenden Inder 1, welcher, wenn ihm bie 
Bezeichnung 1, zugehört, andeutet, daß bie Gleichung /, (u) 0 in 
dem Intervalle von u=a bis nu eine einzige reelle Wurzel hat. 
Auf biefen legten Inder 1 folgt zur Rechten nothwendig der Inder 2; 
benn dieſer Inder kann von feinem WBorgänger nicht um mehr alß 1 
differiven, mithin blos entweber 0, oder 1 oder höchflens 2 werden. 
Könnte er 1 fein, fo wäre man, gegen die Vorausſetzung, , nicht bei 
dem legten Inder 1 ſtehen geblieben; follte er aber 0 fein Fönnen, fo 
müßte ihm unter den fpäteren Indices ein größerer und namentlich 1 
folgen, weil der letzte Inder 4, nach der Vorausſetzung größer als ı 
ift, und jeder folgende den unmittelbar vorhergehenden höchftend um 
ı übertreffen kann; dann hätte man aber wieder nicht, wie es fein 
fol, den legten Inder 1 gewählt. Vor dem lebten Inder 1 kann 
allerdingß einer der Indices 3, t, 0 ſtehen. Befindet fich nicht 
0 vor ihm, fo laffen fich jeden Falls die Grenzen a und 5 fo ver- 
engern, baß dies geliebt; wonach die den drei Coefficien- 
tn fi), A(u), Fa (u) entfprechenden brei Indices 
dmpı, Ins Ia-ı die Zahlen 0, 1, 3 fein, und alle fpäteren Indices 
die Einheit überfleigen werden. Zindet ſich in dem Schon hinreichend 
zufammengezogenen Intervalle von u=a bis u=b eine folde 
Sruppe von Indices 0, I, 3 wirklich vor; fo fleht noch zu unter 
fuchen, ob bie in bemfelben angebeuteten zwei Wurzeln der Glei⸗ 


— 
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dung -ı (w)=0 erifliten oder verloren gehen. Da nım bier 
dem Goefficienten /u+ (u) ber Inder © angehört, fo Faun er im 
diefem Bereiche von a bis 5 fein Zeichen nicht aͤndren; dagegen 
muß, weil der folgehbe Goefficient (u) den Inder ı beſitzt, 
f= (a) das ntgegengefegte Zeichen von „y+ıla), md (5) dab 
nemliche Zeichen wie A41 G), fomit dad entgegengefehte von 
f„(a) haben. Demnach ändert der Coefficient (u) in dem In⸗ 
tervalle von a bis 5 gewiß ein Mal, aber auch nur ein einziges 
Mal, fein Zeichen und geht dabei durch Null. Endlich muß, weil 
fa-ı (u) den Inder 2 befibt, m (a) das entgegengefehte Zeichen 
von (a), und 7u-1ı(5) basfelbe Beichen wie (6), daher, weil 
f„(d) und % (a) mit entgegengefegten Beichen behaftet find, 
fa-ı (5) mit fa-ı Ca) einerlei Beihen haben. Within find 
Iatı (a), — (0), h-ı (a), In D,l (5), fa-ı (5) gleichbezrich⸗ 
nete Größen. 

I. Nehmen wir nun an, ce fe eine in dem Intervalle von 
ua bis ud liegende reelle Wurzel der Gleichung un (WO, 
oder es ſei A (AO und ſowohl c—a, als auch — poftiv. 
Uebergehen wir zugleich von u=a auf u=c ober von der trandfor⸗ 
mirten Gleihung mit der Veränderliden e—a anf jtme mit 
sc =2e—a—(c—a), fo daß die Weränberliche ber erſteren 
Gleichung noch eine fernere Werminderung um c—a erfährt, umb 
bezeichnen wir die m fucceffiven Summen, welche bei ber, nad) 
$. 286, (15), auszuführenden Berechnung ber Goefficierffen ber 
zweiten transformirten ©leichung unter den, an der m--iten 
Stelle vom Ende herein befindlichen, Eoefficienten (a) und über 
fc) zu ſtehen fommen, mit Rı, Aa,...- Au; fo find die m Zu⸗ 
fäge, welche der folgende te Eoefficient (vom Ende gezählt), 
nemlih /%-ı (a), nah und nach bis zu %-ı (Od bin empfängt, 
(c-a)Rı, (C—@)Rs,..+-(c—a) Rz; folglich iſt 

Of) lc) (Ar tR2 +... + Rn) 

Stellt ferner das arithmetifche Mittel von Rı, Ar,-.- Au 
vor, ſo itt 
pn ART Re m+R +... +R.=mR, 


und fofort auh m-ı (O=fa-ı (tm(c-a)R. 
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Allein die Inach $. 284, (15)1 unter einander ftehenden m-4-2 Größen 
n®; Br, Bay--- Ans faCc) bilden, weil nit nur ber Coeffi- 
cent /arı (4), ſondern auch die zu feiner Darfiellung zu berechnen: 
ben Bwifhenfummen, während von u=a auf wc fletig Übergangen 
wird, immer daßfelbe Beichen behalten, folglid) auch die Zufäße, 
welche /„ (a) empfängt, durchaus einerlei Zeichen haben, eine fort- 
während fteigende oder fallende Weihe, ſonach liegt da8 genannte 
arithmetifche Mittel A, eben fo wie jede der Orößen A, A*,... Au 
wilden (a) und (Co). Denkt man fidy ferner die Veränder⸗ 
liche u von a bis c fletig wachlend, fo muß auch der von u ab» 
bängige Goefflcient (u) von Mla) nad) (ce) ftetig übergehen, 
folglich jeden Zwifchenwerth durchwändern, welchen er nemlich für 
einen zwifchen a und c liegenden Werth von u, ben wir ur; durch 
a...c anbeuten können, anzunehmen vermag, und welder Zwi⸗ 
ſchenwerth ſonach durch M(a...c) zu bezeichnen fein wird; mit- 
bin muß einer biefer Zwiſchenwerthe auch mit dem zwifchen 
fa (a) und „ (c) gelegenen arithmetifchen Mittel A zufammenfallen, 
nemlih A=f „(a...c) fein. Dadurch wird 

(87) Mn-ı )Zfa-ı dt m(c—-a) fala.. O0. 

Auf ähnlihe Weile findet man, wenn man von ber trandfor- 
mirten Sleihung in e—b auf jene in —c=2-b—-I— (b-- 0] 
übergeht, 

(88) (a1) Zfa-ı dd —m(lb— ce) lb...) =0. 

Aus diefen zwei Bleihungen folgt fogleich 





— w_ 
(39) c-ı=— nf. Mi. (a.. 
(40) b-c= a 


mia(C...d) 
und daraus die Differenz 
In-ı6) ___fm-ı (@) 
an 90 pc...) mfa(a:.:) 
II. Damit die Gleihungen (89) und (40) beftehen können, 
muß, weil n eflentiell pofitiv ift, und der Annahme gemäß c—a 
pofitio fein fol, „(a...c) mit —/„.ı(a), alfo, ta — fu (@) 
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und (a) gleiche Zeichen haben, auch la...c) mit (a) einer 
lei Zeichen bejigen; ferner muß, weil d5—c pofitiv ausfallen fo, 
auch m(c...d) mit fa-ı(d), daher au mit (8) gleiche Beichen 
haben. Somit find die Quotienten 


— 1 (d) (60) (a) 
mfm(@:..C) und — — 
22 —2 J. n-1 (D) 


fo wie imfuce...y und — 
poſitiv, daher nicht nur ihren numeriſchen Werthen, ſondern auch den 
Quotienten der numeriſchen Werthe ihrer Dividende und Diviſo⸗ 
ren gleich. 

Da nun aber der Coefficient (u), wenn fa+ı (u) immer 


—2— bleibt, fortwährend tr und feine zwei äußerfien Werthe 


f„(a) und Cd) entgegengefegte Zeichen befiten; fo muß fein 
Bahfwerth in dem von u und 5 begrenzten Intervalle von jenem 
bed Goefftcienten (a) bid 0 abnehmen, dann wieder von 0 bid 
zu dem Zahlwerthe von „(b) wachſen; folglidy wird, weil m(a-..c) 
und /„ (a) einerlei Zeichen haben, alfo mit einander diesſeits O lie: 
gen, ber Zahlwerth von Ca) größer ald jener von „la...c), 
ſomit auch der uotent EA immer kleiner als — Tu fe Far 
fein. Eben fo ift, weil fn(e...d) und (db) emerlei Zeichen 
haben, folglich mit einander ienfeits 0 liegen, der Zahlwerth von 
f„ (6) größer, ald der von uCc....d), daher der Quotient 





rn ſtets Eleiner als —— 5 
Demnach iſt 
fa-ı(8) fa-1(@) fa) Mm (0) 
2) ⏑ mf=(a) 


und wegen (41) auch 
—— fn-1ı@ 
“ mf. m) 
Wenn daher für einen zwiſchen a und 5 liegenden reellen 
Werth von u der Coefficient -, (u) verfchwintet, oder bie Glei⸗ 
hung fa (w)=0 zwiſchen a und 5 eine reelle Wurzel hat; fo wird 
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jeberzeit fowohl die Gleichung (41), ald auch die Ungleichung (48) 
erfüllt. 
Fällt fonach bei einer Bleihung A-,(w) = 0 


Ia-ı (5) fa-ı (@) ⸗ 
m. ma 4 4. 





nemlich 
In-ı (5) a > (4) = 
MO ned ma > de 


aus; fo Fann die Sleihung WO in bem Inter 
valle von u=a bi8 u=b Feine reelle Wurzel liegen 
haben, fondern die zwei in demſelben angebeuteten 
Wurzeln find fiher verloren gegangen, alfo durch 
imaginäre erfegt. 

Hieraus laͤßt fich jeboch keineswegs der umgekehrte Satz fol- 
gen, daß, wenn bie Ungleihung (43) erfüllt wird, die zwei 
Burzeln der Sleihung %-ı(W) = 0, welche in dem Sntervalle 
von u—=a:bid u=5 angebeutet werden, reell find, weil fie, trotz 
der Erfüllung biefer Ungleichung, verloren gehen, oder imaginär 
fäin können; fondern nur fo viel ift gewiß, daß, wenn biefe Un- 
gleihung nicht erfüllt wird, Feine reele Wurzel in dem erwähnten 
Intervalle vorhanden ift, weil, wenn dies denkbar wäre, gerade 
diefe Ungleichung gegen die Vorausſetzung Statt haben müßte. 

IV. Hat man demnach zwei Grenzen « und 5 angenommen 
und bie Coefficienten lo), fa-ı(a), fa(d), /m-ıd) berechnet, fo 
wird man, um die Ratur der beiden für die Gleichung A-ı(u) = 0 
angedeuteten Wurzeln kennen zu lernen, (a) durch mfu(Ca), und 
fa-ı(6) dur md) ohne Rüdfiht auf die Vorzeichen dividiren. 
Faͤllt dabei einer diefer Quotienten oder wenigftend Die Summe beider, 
eben fo groß oder größer, kurz nicht Heiner als der Unterfchied o—a der 
Grenzen aus; fo find die fraglichen Wurzeln gewiß imaginär. Iſt aber 
die Summe erwähnter Quotienten Peiner als die Differenz der Ören- 
zen, fo läßt dies erkennen, daß ber Abfland diefer Grenzen nody zu 
groß ift, ald dag man mitteld bed befchriebenen Verfahrens bie Na- 
tur der Wurzeln ermitteln könnte, weßwegen man biefen Abftand 
durch Subflitution einer zwifchen a und d gelegenen Zahl u—d in 
zwei Theile theilen und den Goefficienten /m_,(d) beflimmen wird, 
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Erhält diefer das entgegengeſetzte Zeichen von dem der Goeffi- 
cienten a-ı(a) und %-1(); fo find beide Wurzeln reed und 
in befondere Intervalle abgefchieben, eine von ihnen liegt zwifchen 
a und d, bie andere zwifchen d und db. Iſt aber daB Zeichen von 
fa-ı(D mit jenem von %-ı(a) und -ı(d) gleih, fo muß 
man auch noch die zwei ihm vorangehenden Coefficienten +. (M) 
und /„(d) fuhen und von ben beiden neuen Intervallen, deren 
eined durch a und d, dad andere buch d und 5 begrenzt wird, 
dasjenige auf vorerwähnte Weiſe noch weiter prüfen, bei welchem 
den in Rede flehenben drei Goefficienten wieber die Indices 0, ı, 2 
angehören. 

Hiebei ift jedoch zu erwägen, baß das biöher befchriebene 
Verfahren über die Natur der angebeuteten Wurzeln burchauß kei: 
nen Auffchluß zu ertheilen vermag, wenn die beiden gefuchten 
Burzeln reell, aber gleich find; weil zu Folge der in III. durchge 
führten Unterfuchung, in welcher ce auch eine doppelte Wurzel fein 
Tann, die Summe ber bezeichneten zwei Quotienten, wie eng man 
auch bie Grenzen ziehen möge, doch immer Feiner als der Abſtand 
diefer Grenzen werben muß, woraus aber rüdfichtlich der Beſchaf⸗ 
fenheit der fraglichen Burzeln nichts gefolgert werden kann. Allein 
diefer befondere Fall läßt fich leicht erkennen, weil man (vermög $.290, 
VI.) nur zu unterfuchen braucht, ob die Functionen (u) und 
fl), oder mit Rüdfiht auf 8. 286, SI. (20), ob bie 
Functionen K"’ (u) und (u), nemlich (6.286, IL.) die m— te 
und ante Ableitung von Fu), einen gemeinfchaftlichen Theiler be- 
figen, und ob biefer für einen zwiſchen a und 5 liegenden reellen 
Werth feiner Veränderlihen in Null übergeht. Treffen diefe zwei 
Umflände nicht zufammen; fo wirb man bei hinreichend weit fort- 
geſetzter Unterfuchung entweder finden, daß bie fraglichen zwei 
Wurzeln imagindr find, oder man wirb biefelben trennen, falle 
fie reell find. 

V. Ergäbe fih nun aus der eben erörterten Unterfuchung, 
dag ber Gleihung (uw) =0 indem Intervalle von u=a bis 
u=b zwei reelle Wurzeln mangeln; fo würbe bei allen, auf bie 
fpäteren Eoefficienten der trandformirten Gleichung in z—u ſich 
beziehenden Gleichungen 
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WI, DO. 00, A ()ο, F)0— 
basfelbe eintreten. Denn in ber Gleichung u-ı(w)=0 gehen 
jene zwei reellen Wurzeln nur bewegen verloren, weil bie Glei- 
hung lu) = 0 zwifchen denfelben Grenzen a und deine reelle Wur⸗ 
zel hat, für welche die Goefficienten r+ı (u) und -ı(w) einerlei 
Zeichen annehmen, und bei der fonach die Reihe der Coefficienten 
ber transformirten Gleichung (82) zwei Beichenwechfel verliert. Dies 
bat zur Bolge, daß auch der Gleichung (u) = 0 oder () = 0 zwi: 
ſchen den nemlichen Grenzen a und 5 zwei reelle Wurzeln fehlen. 

In jedem der Indices, welche den Eoefficienten 
Ia-ı (u), Ia-2 (u), In-3 (u) 2 222 f(u), Au), f«) 
entfprechen, muß demnach ein Theil = 2 fich befinden, ber auf 
dieſes Paar imagindre Wurzeln fi bezieht. Man wird folg- 
Th bei der ferneren Unterfuhung diefen Theil 
nicht weiter berädfichtigen, und daher alle Indices, 
welche dem legten Inder 1 zur Rechten nadhfolgen, 
um 2 vermindern, und nur auf die Refte, von benen 
ber erfie Null werben muß, dad befhriebene Ver— 
fahren neuerbings anwenden. 

Wir wollen diefe Unterfuchungen durch folgendes Beifpiel 
erläutern. In $. 801. Beifp. 1. zeigt ſich, daß bie Gleichung 

ee —Ir— Ur’ +Nc’—4c—101 = 0 

zwifhen 1 und 10 brei reelle Wurzeln haben Tönne, von denen 
eine gewiß reel if. Um nun die zwei andern zu umterfuchen, 
befehen wir die Eoefficienten der trandformirten &leichung in 
z—1 und 2—10 


ſäMRR Ii.. 


a) +1+2 —26 +15 +65 —78 
00 1 2 003 3 
(10) +1+47+856+7575-+32654 454989. 


Der letzte Inder ı hat vor fih 0, hinter fih 2, mithin tritt 
bier die erforderliche Folge O, 1, 2 von Inbiced ein. Deßwegen 
bildet man von den Zahlmwerthen ber oben angegebenen Coefficienten 

. . 15 7575 15 7575 
die Summe der Quotienten S.20 5856 ober 78 + 2568 


und unterfucht, ob fie das Intervall 10—1== 9 der Grenzen über- 
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ſteigt. Da aber dieſes nicht Statt findet, fo hat man zunächſt zu 

erforfhen, ob (u) und A (u) einen gemeinfchaftlichen Theiler 

befiten; wozu man folgende Functionen (nach $. 286, II.) fucht. 
fW= uw— Bu—24u+ 9u?—46u—101 

= r (u) = 5u'—12u°—72u'+190u —46 


fh.) = — fW=ıW— 184°—-724-r95 





h(W)= 1. fl = 10u’— 124 —24. . 


Da nun fz(u) und fs (uw) keinen gemeinfchaftlichen Theiler 
haben, fo find obige Grenzen noch weiter zufammen zu ziehen, in- 
bem man für z eine zwifchen 1 und 10 liegende einziffrige Zahl, 
z. B. 2, fest. Weil fich jeboch zeigt,“ daß zwifchen 1 und 2 feine 
reelle Wurzel liegt, fo wird man auch nod) u==3 annehmen, wobei 
man erfennt, daß zwifchen 3 und 10 eine reelle Wurzel liege, und 
dag nur noch dad Intervall von 2 bis 3 zu unterfuchen fei. Man 
erhält nemlich: 

h &k fh fr fı f 


(ı) +1+ 3— 2C+15 +65 —78 
000 1 N) 0 

(2) +1+ 7— 8-41 +80 —ıl 
’001 0 1 2 

(8) +1+123+ 30-13 —43 —33 
000 1 1 1 


(10) +1+47+856-r7575-+32654-+54989. 
Wendet man demnad auf das von 2 bis 8 fich erfirediende 


Intervall .die obige Regel an, fo findet man m + = = 0,7 * 0,7 
= 1,4, folglich größer ald S— 2 ober 1; und ſonach find bie 
angebeuteten 2 Wurzeln imaginär. 
b. Berehnung der reellen Wurzeln. 
a Berehnung der rationalen Wurzeln 
$. 304. 


Befist eine Gleichung blos ganzzahlige Coef⸗ 
ficienten, fo muß jede ihrer Wurzeln ein rationa⸗ 


% 
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ler Bruch fein, deffen Nenner ein Theiler des erſten 
Coefficienten iſt. 
Denn ſind in der Gleichung 
Ar Aız AA... +A-1ı2° +4,70 
alle Coefficienten ganze Zahlen, und ift eine ihrer Wurzeln der auf 


feine Bleinfte Benennung rebucirte Bruch E g° folglich 


Ab +A m 44. . + 1 +A=0; 
fo ergibt fi, wenn mit g’"" multiplicirt wird, 


AP + Ap' + Ap gt. +A pr A 

Bon ben Gliebern des Polynoms biefer Gleichung find aber 
mit Ausnahme des erfien, alle entfchieben ganze Zahlen; folglich 
kann fie nicht beflehen, wofern nicht auch das erfle eine ganze Zahl, 
alfo Ao durch g theilbar iſt. 

Sf daher insbefondere der erfte Eoefficient 1, 
fo hat die Sleihung nur ganzzahlige Wurzeln. 

$. 805. 

Da jede Wurzel einer Sleihung nicht blos ihre Polynom, 
fondern auch bad Verhältnig beöfelben zur höchften Potenz ber 
Beränderlichen auf Null bringt, und ba ſowohl bie Summe als 
auch bie Differenz eines eigentlihen Bruches und einer ganzen 
Zahl, durch eine ganze Zahl getheilt, immer wieder einen eigentli: 
hen Bruch im Quotienten liefert; fo laſſen fich die ganzzahligen 
rationalen Wurzeln einer Sleihung von lauter gan- 
zen rationalen Coefficienten nah folgender Regel 
beflimmen. Man fuche (nach $. 69, e) ſämmtliche Theiler des letz⸗ 
ten Gliedes der Gleichung, nehme fie, etwa von dem Heinflen ange- 
fangen, ſowohl pofitiv ald negativ zu Werthen ber Unbelannten an; 
berechne (nach $.284, I.) den Werth des Verhältniffes bes Polynoms 
der Sleihung zur höchften Potenz der Unbekannten; breche jeboch bei 
allen jenen, wo eine Divifion einen Reft übrig läßt, die weitere Rech⸗ 
nung fogleich ab, und erkläre fie als Nihtwurzeln —— 
da nur jene, welche dad erwähnte Verhaͤltniß auf Null hringen, 
Wurzeln der Sleichung fein können. Den Theiler 1 prüft man jedoch 
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einfacher, indem man (nach $. 284, I.) den Werth des Pulynoms ber 
Sleihung für =+1 ſucht. 

Um biefe Operation etwas abzulärzen, kann man theild die 
Grenzen ber reellen Wurzeln (nach $. 801) beflimmen, theils bie 
Werthe des Polynomd der Gleichung für z=+1, +3, +3, oder, 
was basfelbe ift, das leute Glied derjenigen trandformirten Glei- 
hung, deren Wurzeln nur etwa um 1,2, 8 geäder als jene der ge: 
gebenen find, fammt feinen Theilern fuchen, und dieſe fofort um 
1, 3,8 bern eher , weil man dadurch auf jene Xheiler des letzten 
Gliedes der gegebenen Gleichung geleitet wird, die man einer weitern 
Prüfung zu unterziehen hat. 

Findet man auf diefem Wege eine Wurzel ber vorgelegten 
Sleihung, fo befißt man (vermög $. 285, I.) auch fogleich an 
den allmälig heraustretenden QDuotienten in umgelehrter Folge 
bie mit. entgegengefeßten Zeichen behafteten Coefficienten ber (nad) 
$. 290, VO.) von diefer Wurzel befreiten Gleichung; und man 
bat daher nur noch dieſe Gleichung weiter zu unterfuchen. 

3. B. Verlangt man bie ganzzahligen Wurzeln der Gleichung 

32'—162°—332”+1662+120 = 0, 
fo findet man, für z=+1 und — 1, das Polynom — 240 und 
— 60; hievon find die Xheiler 1, 2, 3, 4,5, 6, 8,... welche, um 
1 vergrößert und vermindert, die Zahlen 2, 3, 4, 5,....geben, 
welche zugleich Theiler von 120 find. Unterfucht man biefe, fo hat 
man folgende leicht verftänbliche Rechnung. 







s=+21 + 31+ 21+51+61-21-38 
120 | +120 | +120 30-4 4 + 6 
(+ 60)|(+ 40%. (+ 30) ( H)I(+ DI— S)|(— 29 
[ass 166 | 4166 | +49 | +11 Ihr 

226 206 | +196 | +55 9 
(+118) 685,4 4M|C-FIN)|C (— 8) 
— 33 N.W. | — 38 4 +8 
+ 80 16 5| + 0 
(+ 40) + HH H|NB. V. 
— 16 — 16|—8| 

24 — 13 0 
(+ 12) — 9 ®. 

8 + 8 


15 0 
Nichtw. W. 


4 
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Sobald man nemlich gefunden hat, daß -+ 4 eine Wurzel 
ber gegebenen Gleichung ift, weiß man (nad) $.290, VII.) auch, daß 
die Gleichung, welche die übrigen Wurzeln enthaͤlt, 

82°—42°—492—30 = 0 
ift, wofür man aber bei gegenwärtiger Rechnung auch die mit 
entgegengeſetzten Zeichen begabte 
—32°’42°--4924830 = 0. 

nehmen kann. Da nun 30 nur bie noch nicht unterfuchten Theiler 
5, 6, 15, 80 bat, fo wird man die Zahl +5 verfuchen, welche fich 
gleichfalls als Wurzel zeigt, und die herabgefeßte und in den Zei⸗ 
chen geänderte Gleichung 

32! 11246 = 0 
liefert. Man unterfucht nunmehr, weil diefe Gleichung Feine pofiti- 
ven Wurzeln hat, die negativen Theiler — 2 und — 8, und findet, 
daß — 8 eine Wurzel ift und endlich die Gleichung 

| —3r— >= = (0 2 


fih ergibt, au wider == -: folgt. 
Die Wurzeln der gegebenen hung find daher 


2 
4,5, — 38, =. 
$. 306. 

Sollten demnach ſaͤmmtliche rationale Wurzeln einer Blei: 
hung beflimmt werden, fo wird man nöthigen Falls diefe Glei⸗ 
Hu zuerft durch die in $. 287 und 290 angegebenen Mittel von 
irrationalen und gebrochenen Goefficienten befreien und ben erſten 
Goeffictanten auf + 1 bringen, fofort von diefer Gleichung alle 
ganzzahligen Wurzeln berechnen und hieraus jene der gegebenen 
herleiten. 


B. Berehnung ber irrationalen Burzeln. 
$. 807. 

Hat man jede der reellen Wurzeln einer Gleichung in eigene 
Grenzen eingeengt, fo kann man die Berechnung berfelben mit jeder 
gewäünfchten Schärfe auf folgende, von Newton angegebene und 
von Fourier vervollfommnete, Weile ausführen. 
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Sei a die untere und 5 die obere Grenze der zu fuchenden 
reellen Wurzel c, und feien biefelben einander bereits fo fehr ge- 
“nähert, daß den vier legten Coefficienten f. (u), fa(u), fılw), Fu) 
die Indices 0, 0, O, 1 zukommen, folglich jeder der brei erfleren in 
dem erwähnten Intervalle fein Zeichen beibehält, daher fortwäh- 
rend MR, wenn fein Worgänger ſtets —2 — iſt. Bei dieſen 
Vorausſetzungen iſt nach den Gleichungen (39) und (a0) (in$. 808), 
wenn man dort m=1 feßt, 


(45, ce= — 5 oder c=b— 


f(b) 
fi(d...c)° 
Bezeichnet man nun mit g diejenige der Grenzen a und 5, 
an welcher der vorlegte Eoefficient fı(a) den größten Zahlenwerth 
erhält; fo wird, je nachdem er mit dem ihm vorangehenden (u) 
verfchiedene oder einerlei Zeichen befißt, „=a oder g=—=b fein und 
fg) dasfelbe Zeichen wie / (9) haben. Denn bleibt ber Coeffi- 


cient fz (u) In dem ganzen Intervalle von „= a bis u=b AR 


fı(u) dagegen yo 6, fo nimmt der Ießtere ununterbrochen ME, 
und fein Zahlwerth ift für ua am größten; dann tft aber f(a), 
weil er mit fCd) fowohl als auch mit fıCa) entgegengefeßte Zei⸗ 
chen haben muß, mit f2(a) gleich bezeichnet. Sind hingegen beide 





Goefficienten fz(u) und fi) mit einander fortwährend Min; 


wegatin ? 
fo nimmt der Iegtere ununterbrochen &, und fein Bahlenwerth wird 
für u=5 am größten; dann iſt jedoch FC), weil er mit Play ent: 
gegengefeßte, mit fı(d) aber einerlei Zeichen haben muß, mit 
f2(5) gleich bezeichnet. Heißt man demnach dieſe Grenze g, bei 
welcher der vorlegte Coefficient den größten Zahlwerth beſitzt und 
der legte Eoefficient mit dem brittlegten einerlei Zeichen bat, die 
äußere; fo ift, wofern man nur die Zahlwerthe vergleicht, 
Na.)<hg), Ab..D<fig) und 
WW) _ _fa _fW&__fd 
ha. hgN’ Ab... ng" 
weil diefe Quotienten durchaus pofitiv find. 
Aus vorftehenden Betrachtungen folgt, wenn man 


ld nf 
(46) 4 mag? b’=b fg) ſetzt, 





® % 
zn. ur 9° 








m ww 0 ws 


> 5 a. [B“ 
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(47) a<ed<e<i<d;. ' 
und baber find die Zahlen a’ und 5’, welche ſich mittels der letz⸗ 
ten zwei &leichungen berechnen laſſen, engere Grenzen ober 
mehr genäherte Werthe der gefuhten Wurzel c. 
$. 808. 
Um den Grad der Annäherung ber Grenzen a’ und 
b’ an die zu beflimmende Wurzel ce ſchätzen zu Fönnen, fe 
(48) b-a=5 mb ba! =); 
dann gibt die Subtraction ber Gleichungen (46) 
Vs r&—-f Q. 
u fı(g) 
Sehen wir auf die (nad $. 286, (15) auszuführende) Be⸗ 
rechnung der drei Schlußcoefficienten zurüd, und ftellen wir aͤhn⸗ 


liche Betrachtung wie in $. 808, IL. an, fo erhalten wir, wofern _ 


wir zuerſt von u=&5 auf u=a zurüdgehen, bad Schema: 
(49) [2(b), fıd), IX) 
one —Öfrla...d), —öfı(d) + 5°f2 (a 

fa... AWd—rla-..d), SIKa) 

und die Gleichung 

(50) a) =) —%fı (b) + $’f2la...b), 

während wir, wenn wir von u=a aufus—d vorfchreiten, das Sqherꝛa 

(51) (a), fi(a), /(a) 
..... öfs(la..+d), fa) +ö'fsla...d), 
fsCa...d), fıla)töfsla...d), f(b) 

und die Gleichung 

(52) fb)=fla) + öfı(la)+ö°fsCa.--d) ' “ 

finden. Subflitufren wir diefe Werthe, fo wird 


im erſten ae u AR, ale 


| Ag) AN) 
und im zweiten a, Ei 


Nimmt man nun Ze fo haben A(g) und f(a...b) 


a ayene Zeichen, daher iſt 
_ 2 Irla...D 
Ir 
Vega Boll. LO. 823 


498 7. Beurtial 3. Wſchniti 

Bezeichnet noch % die innere von den Guenzen = und B, 
nemlich jene, bei welchen der Zahlwerih ded vorkeuten Goeffieienten 
am kleinſten iſt, ober der letzte und dritthetzte Goefiieient entgegen 
gefeßte Zeichen haben ; fo iſt Aa) < Ag) Dedeutet endlich @ 
biejenige von benfelben Grenzen a usb d, bei welcher ber drittletzte 
Coefficient Au) den größten Zahlwerth befist, nemlich 

AO) AMca... ) 

iſt, ſo hat man, wenn man blos auf die Sahlwerche dar vergliche 


nen Größen ſieht, a... co 
/ &: ++ 
+) 2869. 
daher auch immer 


A) 


(58) ’< none 


Sei nun 10? ober zur Di lid u Iefimpmebe, Tiginfe 


Decimal Einheit welche micht Meiner alt der Quotient ETF if 


und fei 10-1 ober * diejenige kleinſte Decimal⸗Einheit, welche 
10% 


nicht einer als die Differenz 6534 —4 iſt; a if 
Ko) 1 Li 
nr Ey 
baher gewiß 
) 

(54) ⸗Tœr 7 

Demnach wird jede der Grenzen a’ und Bd’ von ber 
zwiſchen ihnen liegenden Wurzel c um weniger ald 5 
folglich auch um weniger als eine Decimal⸗Einhett 
der p2gten Ordnung verſchieden fein, oder. Ya Wael.a 
wird mit jeder ber Grenzen «’ und 5’ gewiß bis zur p-+2gten Deci⸗ 
malſtelle übereintommen. - | 

309. 

I. Am zwedmäßlgfien ift es, aus der äußeren Gramag, nach 
Anleitung der &leihungen (46) einen, her zu beftimmenhen Mu⸗ 
zel c näher liegenden, Werth 


GH) Tg- zu 
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zu beredinen. Um aber hiebei genau angeben zu Tönnen, wie weit 
man fich der Wurzel genähert habe, werbe der Bahlwerth von /(g) 
durch jenen von (lg) dergeftalt getheilt, bag man mit ber p-4-2ygten 
Decimalftelle die Theilung abbricht und biefe Stelle nicht wie ge- 
wöhnlich mit der nächft Meineren, fondern mit der nächſt größeren 
Biffer befeht, ober, was dasfelbe tft, die nach der gewöhnlichen 
Divifion erhaltene Endziffer um eine Einheit erhöht. 


Stelt num (&) den auf diefe Weife abgeänderten Werth 


des vollſtaͤndigen Quotienten en vor, fo wird man, wenn man 


ihn fatt dieſes leuteren verwendet, einen angenäherten Werth 
( 

(56) y=y— Ge 

finden, welcher von der zu beflimmenden Wurzel c gewiß um we⸗ 
niger als eine Decimal-Einheit der p+2gten Ordnung bifferirt, jes 
doch noch unterfucht werben muß, ob er größer oder Meiner, oder 
vieleicht gerade fo groß als diefe Wurzel ift, welch letzter Kal aber 
nur bei rationalen Wurzeln, deren Beſtimmung ſich auch nach derfels 


ben Methode ausführen läßt, vorkommen kann. 
Denn iſt g die Yplere Grenze, mithin ehe als die gefuchte 
Wurzel c, fo bat man fie, um fie diefer gleich zu machen, noch um 


etwaß zu verm En . ahleafirt man nun den vollfommen genauen 
Zahlwerth des Quotienten eo „ fo erhält man eine Größe E, 
welche nur noch um eine Bahl ©, die weniger als eine Decimal,Ein- 
heit der p-4+-2gten Drbnung beträgt, isn als die Wurzel c iſt; 
woraus einleuchtet,, daß man, um genau die Wurzel e zu erhalten, 
einen noch um diefe Zahl © größeren Zahlwerth hätte — ſollen. 
— warn demnach 3%, z den Zahlwerth des Quotienten 


LE , welcher jenen vollftändigen wirklich um eine Zahl n übere 
ſteigt, Die Meiner ald eine ſolche Decimal-Ginheit ift, fo findet man 


einen Werth y, welcher um biefe Zahl m FRE ais Fiff, und ber 
folglid von der Wurzel c felbit bios noch um den Zahlwerth des 
32 * 


500° 7. Hauptſtũck. 3. Abſchnitt. 
Unterſchiedes E—n jener zwei die ‚genannte Decimal-Einheit nicht 
erreichende Zahlen © und n, mithin gewiß um weniger ald um eine 
folhe Decimal: Einheit differirt,, weil man im erften ale I, 9 


um die Zahl 9 mehr en ſollte, aber im andern Falle um bie 


Zahl n mehr —X hat. Da man jedoch hiebei entweder eine zu 


große oder zu kleine oder wohl auch gerade die rechte Zahl 33* 


haben kann; ſo iſt es möglich, daß der Naͤherungswerth 8., 33 
oder gerade ſo groß als die geſuchte Wurzel iſt, was daher noch 
weiters zu unterſuchen kommt. 

Oder deutet man, um dieſen Beweis bildlich darzuftellen, 


mit De) den auf bie vorbeſchriebene Weiſe abgeaͤnderten Werth 


des vollſtaͤndig ausgerechneten Quotienten Hr an; fo wird man, 


wenn man ihn flat diefed Quotienten verwendet, und auf biefe 
Art den Werth 

(56) »=9-(£8 

berechnet, von dem früher (55) erwähnten Näherungswerthe T auß, 
in berfelben Richtung, in welcher man, bei dem Uebergange von 
der Grenze g zu dieſem Näberungswerthe, der Wurzel c näher 
rüct, mit dem mobificirten Näherungdwerthe y über den erfleren 
T hinaus um eine Etrede, die weniger ald eine Decimal-Einheit 
det p +2gten Ordnung beträgt, gegen die Wurzel c vorfchreiten. . 
Weil aber dem früher Gefundenen gemäß der Abſtand der Stelle 
T, von der man audgeht, von dem zu erreichenden Biele c, eben fo 
wie die Länge bed zu machenden Schritteö Heiner als eine foldhe 
Decimal-Einheit iſt, und weil man nach gemachtem Schritte immer 
um ben Unterfchieb ber Längen jenes Abſtandes und dieſes Schrittes 
(welcher Unterfchied gleichfalls Heiner als eine folche Decimal-Einheit 
ausfält), von dem Ziele abftehen muß; fo wird man mit dem ab» 
geänderten Naͤherungswerthe y entweder noch vor c ftehen blei⸗ 
ben, oder gerade auf e treten, oder endlich über c hinäberfchreiten, 
je nachdem der gemachte Schritt kürzer, gerad fo lang, oder länger 
als der früher vorhandene Abſtand vom Ziele ift, und zugleich muß 
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man immer um weniger als eine Decimal- Einheit ber p-4-2gten 
Drbnung von bem Ziele abflehen, wenn man es verfehlen follte. 
galt, um den Beweis auch noch in algebraifchen 


Zeichen zu führen, die äußere Grenze g mit ber Miet © zuſammen, 


fo daß fie „ Heine: der als die zu ſuchende Wurzel ( ift; fo iſt wegen (55) 
auch ber —S T S e, 
"Daher T=cF®e, 

wofern bem $rüheren gemäß << m und Pa tiv ifl. Ferner 


FO _FgQ 
bat man 10, 7) — nn, oda DR - (28) = 


(wo wieber n< or und poſitiv ift), weil bie erfleren QDuor 
tienten poſitiv find. w „ie en der Gleichung (55) 


von (56) gibt „_T= 4 EB _ ZN, 

mithin erfolgt y—T — 

und hieraus, mit Rüdficht auf die erſte Gleichung, 
y=.cT(o—n). 


Da num @ und n pofitio und Kleiner ald iſt, ſo iſt 


immer auch ihre Differenz kleiner als or jeboch negativ, poſitiv 
oder Null, je nachdem @ Heiner, größer oder eben do groß als n ifl, 
und demnach ift auch der Näherungsmwerth y größer, — oder 
eben fo groß als die geſuchte Wurzel c. 

N. Man wird demnach, um fich der zu fuchenden Wurzel c 
zu nähern, aus ber äußern Grenze g, welche bis zur gten Decimal⸗ 
ftelle mit der Wurzel Üübereintommt, einen bis zur p-+-2gten Deci« 
malftelle, mithin um p+4+-g Decimal;iffern weiter fich erfiredenden 
Näherungswerth y der Wurzel e nach ber Gleichung 


“  1=,-() 
berechnen, in welcher bie Einſchließung ter QDuotienten DE an 


- deuten fol, daß man bie Theilung bei der p-+2gten Decimalziffer 
einftelle und diefe Ziffer um 1 vergrößere. Da es jedoch hiebei un⸗ 


* 
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beftimmt bleibt, ob diefer Naͤherungswerth größer ober Peiner als 
die gefuchte Wurzel ift; fo wird man auf die gewöhnliche Weiſe 
ben Werth /Cy) berechnen, und ihm, wenn er fi 333 als die 
Wurzel zeigt, eine Decimal-Einheit der letzten Ordnung —æſ iren 
um zwei Grenzen zu finden, zwifchen benen die Wurzel liegt. 

II. Beginnt man die Rechnung mit den zulegt berechneten 
Grenzen vom Neuen, fo wird man, da der Werth von p bei Ver⸗ 
engerung ber Grenzen wenigftend nie kleiner als vorher ausfällt, 
von den bis zur p4-2gten Decimale reichenden Näherungswerthen 
bis zur 9-4-2(p +29) =Sp-4Agten Stelle, daher um 3(p-4-g) wel: 
tere Decimalziffern fich nähern. Eine dritte Annäherung gibt bis 
zur 79-4-Sgten Stelle, alfo um ACp-4g) mehr, richtige Ziffern, u. ſ. w. 
Hieraus wird zugleich erfichtlih, daß eine wirkliche Annäherung 
nur da erft beginnen kann, wo die Summe p+4> 1 if. 

IV. Um dad hier befhriebene Verfahren zu erläus 
tern, wenden wir ed auf folgended Beifpiel an. Es fei 

Ka) =z2’—-42°—7744=0 
bie aufzulöfende Gleichung. Da die nach $. 301 leicht vorzuneh- 
mende Unterfuchung zeigt, daß fie 3 reelle Wurzeln bat, von denen 
die erfte zwilchen —10 und — 1, die zweite zwifchen o und 1, bie 
dritte endlich zwifchen 1 und 10 liegt; fo wollen wir die mittlere 
beftimmen, und mit ber Bildung der hiezu erforberlichen Reihe von 
Eoefficienten und, Indices beginnen. 
Ku) Au) Aw) Fu) 

Züre= 0) Sorfficinten: + — 4 — 7 +4 


+1 — 3 — 10 — 6 
+ — 2 —32 
Indices: 0 0 0 1 


(Für u0) Coefficienten +4 — 1 —- 12 — 6 

Die Indices find hier O, O, O. 1; daher koͤnnen wir die Näherung 
verfuchen. Die untere Grenze iſt 40, bie obere a= 1, die äußere 
g=b=1, die innere k=a=0, daher ACk)=17. Ferner ift der 
größte Zahlwerth des brittiegten Coefficienten (60 4, folglich 


=} * —=0,5..., wozu bie naͤchſt höhere Decimal⸗ Einheit | 


Auflöfung numeriſcher Gleichungen. 508 


gupet. Sept man daher 1 gap, fo wird a=0. Außerdem iſt 


= =1—0=1, folglich ı = geſetzt, gibt g—0, und 


fofort P0 0; woraus erhellet, daß die Grenzen noch nicht genug 
uſaniengezogen find. 

Wehen wir daher einen Bwifhenwerth u = 0,5 an, fo iR 
folgende Kechnung aus zufuhren. 

Km RW) Aw Aw 
@=0) +1-41—- 7 +4 
+05 — 1715 — 4875 
+1- 88 — 8,75 — 0,875 
+05 — 1,56 
+1— 80 — 10,25 
+05 
oo o 1 
G 6) +2— 28 — 10,25 -- 0,875. 

Sbylenh hieraud etkannt wird, daß bie Burzel zwiſchen den 
engeren Brenzen o und 8,5 Liegt, ſo würde man doch auch) hier noch 
sd u db, alle p49<1 fen. Ban dann daher, weil 
60,878 weit Meniger als 0) = 4 von Null differirt, 
ub,4 verſuchen, uib die Eoefficienten gleich als jene füt 
u=0,4=d,5—d,1 berechnen. 

RW RW N fa) 

=) +1— 35 — 10,25 — 0,875 

01 41-28 — 999 # 0,824 
+1-—-237— 973 

wm) +1 28 — 9,72 + 0,624 

Die Wurzel liegt demnoch awiſchen 0,4 und 0,5. Nun ift hier 
40,43 5=0,5; k=0,4; = 
p=%; ferner d$=05—04=01 =; 

Bon diefen Grenzen aus kann man | 
nähern, unb zwar allmälig um 1, 2, 
Bu, ORT, A 
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p + 247 =0 +2 2ten Decimalftelle der Quotient (28 


= —0,375:— 10,35 = 0,04, wenn man fogleich die leßte Ziffer um 
ı erhöht. Daraus folgt ald der erfie Näherungswerth 
y = 0,5—0,04 = 0,46, welcher wenigftend bis 0,01 genau if. 

Beil man aber nicht weiß, ob er größer ober Meiner als bie 
Burzel iſt, fo wird man, um auch noch bie fernere Annäherung 
ausfähren zu können, die Coefficienten für u==0,46 berechnen. 

KW) kW) A) Fu) 
w=0,0) +1 —2,8 — 9,72 40,624 
0,06 ++0,06— 0,1644—0,598064 
+1 —2,74— 9,8844-40,080986 
-+0,06— 0,1608 
+1 —2,68—10,0452 
+0,06 
(u=0,46) +1 —3,62—10,0452-4-0,080986. 

Da in der. gegenwärtigen Aufgabe für alle Werthe von =, 
welche kleiner als die Wurzel find, der leute Coefficient poſitiv aus⸗ 
faͤllt, fo ifl der genäherte Werth 0,46 Bleiner ald die Wurzel, Wir 
nehmen baber als untere Grenze a’ = 0,46 und al& obere 5’=0,47, 
folglich iſt = — a = 0,01 undg 2. Weil jedoch 0,46 die innere 
Grenze %' ift, fo müflen noch die Eoefficienten für die äußere 
Grenze g’ = 0,47 durch folgende Rechnung beftimmt werben. 

(= 0,46) -+1—3,62—10,0452-40,080986 
0,01 +1—3,61—10,0713—0,069777 
-+1—3,60—10,0973 
(u=047)  -+1-—2,59—10,0978—0,069777. 
Hieraus folgt 38 = = =0,3...<1, alſo wieder 
p= 0 wie früher. Ferner ift, bis zur p+ 247 = 0-44 = atn 
Decimalziffer gerechnet und die legte um 1 erhöht, 


(£ II) = 20,069777:—10,0973 = 0,0069 + 0,0001 = 0,0070; 
1) q 


folglich erfcheint ald zweiter Näherungswerth 
y' = 0,47—0,0070 = 0,4680. 

- Um zu erfahren, ob er größer ober Heiner fei als bie Wurzel, 
und um zu einer britten Näherung zu übergeben, fuchen wir bie 
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Eoefficienten für u==0,4630, und da fich hiebei zeigt, daß biefer 
Näherungswerth zu klein und die innere Grenze %" ift, auch for 
gleich jene für die äußere Grenze = 0,4681. 
(u=0,46) -+1—2,63 —10,0452 -+-0,080986 
0,0080 -+0,00380— 0,00785100—0,030159158000 
-+1—3,6170—10,05305 100-++0,000776847000 
-+0,0080-- 0,00784200 
-+1—3,6140-—10,06089300 
-++0,0080 
(4=0,4680) -}+1—2,6110—-10,06089800-4-0,000776847000 
0,0001 +0,0001-—— 0,00026109-—0,001006115409 
-+1—3,6109—10,06115409-—0,000229268409 
7O, OO- 0,00026108 
+1—32,6108—10,06141517 
+-0,0001 
 (u=0,4681)-+1—3,6107— 10,06141517—0,000389268409. 


j u 
Hieraus folgt 7 a = rn =0,2...<ı,mithin p=0, 
ferner a"— 0,4630, 5’—=0,4681, 8”=0,0001, g=4, p429=8; 
daher, bis zur Sten Decimalſtelle gerechnet, 
(£2 — air = 0,00002379 ; und fofort der 
dritte Näherungswerth y” = 0,4631 — 0,00002379 = 
0,46807721, welcher von der Wurzel höchftens in ber Sten De 
cimalftelle um eine Einheit differtren Bann. 

Wir brechen hier die Rechnung ab, da ihr fernerer Gang aus 
dem Borftehenden zur Genüge einleuchten dürfte, und bemerken 
nur noch, daß die andere pofitive Wurzel 5,19862831... und bie 
negative —1,66160042...ifl. 

Zur Hebung möge ber Lernende folgende Beifpiele rechnen. 
z’—7247=0 
z =--3,04891784; -+1,35689587; 1,869202147. 
z’—317—5=0 
z —=2,094551481542823659148288654057980. 
z’+=°—7243=0 
z =—8,858855 ; -40,476453 ; -}1,877408, 


506 7. Hauptſtück. 3. Abſchnitt. 
u a— 12 + T— 360 

2 5,084; 8,2200; 3,5098; 6,314. 
2’+2'— 2’—22’4+5—1=0 

z —=0,64074698. 

Uebrigens wirb er fich eine veichliche und ailtzliche Ubung ver- 
ſchaffen, wenn er die hier gelehxte Methobe auf die Berechnung. 
ber reellen Wurzeln der binomiſchen ober minen höheren Zahlen- 
gleihung =’—a=0, d. i. auf die Ausgiehung der Wurzeln aus 
befonberen Zahlen anwendet. 


II. Berechnung der imaginären Burzeim. 
$. 810. 


Die imaginären Wurzeln algebraifcher Gleichungen mit einer 
unbefannten Größe find (nad) $. 288, L) immer in der allgemei- 
nen Form pt+-gy—ı enthalten, wofern p uud g realle Zahlen vor: 
fielen. Diefer Form wegen muß, fobald pt Vv—ı ie 
gend eine imagindre Burzel sine Sleichung As)—0 
von lauter reellen Coefficienten ill, auh p—av—I 
eine zweite imaginäre Wurzel berfelben Gleichung 
fein. Denn fegt man in jener Gleichung z=ptg/—1;, fo re 
bescirt fi ihr Polynom offenbar auf die Sorm PLOY—1=0, 
wobei P nur gerabe, 9 aber blos ungerade Potenzen von g enthält. 
Allein diefe Sleihung kann nur durch ſolche veelle Werthe von p 
und g realifirt werben, für welche P==9 und 0==0 wird, Da es 
jedoch hiebei nicht auf die Vorzeichen von 9, mithin auch nicht 
auf jene von g ankommt, fo müſſen beibe Ausbrüde pe —I 
und 7—gv_—ı zugleih Wurzeln der Gleihung fl) —0 fein. 
Solche zwei imaginäre Wurzeln pflege man coniugirte (ge 
paarte) zu nennen. 

Der vorftehende Lehrſatz bietet zugleich ein Mittel, bie ima⸗ 
ginären Wurzeln einer Gleichung zu berechnen. Man wird nemlid) 
nach dem fogleich (in $. 811) zu befchreibenden Verfahren biejemi- 
gen zufammengehörigen reellen Werthe ber zwei Unbekannten p 
und y beflimmen, welche die Gleichungen P=0 und Q=0 qugleich 
befriedigen, 
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Diefe kurze Andeutung möge hier genügen, da man bei wirke 
lichen Anwendungen nur felten imaginäre Wurzeln zu ſuchen hat. 
Sollten fie aber Doch in befonderen Fällen gefordert werden, fo kann 
man fich die Beflimmung derfelben badurch erleichtern, daß man 
vorerſt alle reellen Wurzeln fucht, und durch Befeitigung berfelben 
(8.290, VU.) den Grad der Gleichung fo weit als möglich herabſetzt. 


Auflöſung von Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten. 
$. 311. 

J. Sind zwei algebraiſche Gleichungen mit zwei Unbekannten 
aufzulöſen, ſo wird man aus ihnen eine der beiden Unbekannten elimi⸗ 
niren. Zu dieſem Zwecke ſchafft man, wenn in beiden Gleichungen die 
nemliche höchfte Potenz der einen Unbekannten vorkommt, dieſe Po⸗ 
tenz allein nach den bekannten Methoben hinweg; iſt aber Die hoͤchſte 
Potenz dieſer Unbekannten in der einen Gleichung niedriger als in ber 
andern, fo wird man jene Gleichung mit einer ſolchen Potenz derſelben 
Unbelannten multipliciren, damit bie höchften Potenzen gleich werben, 
folglich die erſtere Elimination ſich ausführen laͤßt. Auf dieſein Wege 
gelangt man fchrittweife zu Gleichungen von fortwährend niedrigeren 
Graben, und befeitigt allmälig ſaͤmmtliche Potenzen der zu eliminie 
renden Unbelannten von ber höchften bis zur niebrigften, bis man 
endlich eine Gleichung erhält, in bes nue die aubere Unbekannte vor- 
fommt. Löſt man ſonach diefe auf, und fegt die gefundenen Wurzeln 
in eine Gleichung, weiche bie zuerſt eliminirte Unbekannte bies in 
einer einzigen Potenz enthält, fo kennt man auch biefe. 

3. 8. Soll aus deu Bleichungen 
() erde’ HyD) 0, . 

Bd 2 ar By Detsy’—ay 0 

die Größe = eliminirt werben, fo zieht man, um z* zu befsitigen, 
(B) von (a) ab; dies gibt | 
PD g-Do-Qay'+ytl) = 0. 

Wird diefe mit = multiplicirt, damit fie in 
gy-De’—-ay-4ytl)z—0 

Abergebe, folglih ans ihr und aus (a) bie Potenz * alminirt 
werben Fönne; fo findet man 


"6508 7. Hauptftüd. &. Abſchnitt. 
(8) W4ytDr—2y’4y?—y—-D=0. 

Schafft man nody aus den um einen Grab niebrigeren Glei⸗ 
chungen (y) und (8) die Größe z hinweg, fo ergibt fidh bie 
Gleichung 
(e) 8y’+-10y?--3y=0. 
Hieraus folgt y=0; — 8; _!, 


8 
Endlich ift zu Folge ber Gleichung (y) 
ay’IyH1 
u m — — 9 
y—-\ 
3 
daher s=—-l -243 —37 


I. Bei mehr als zwei Gleichungen mit eben fo viel Unbekannten 
fhafft man, nach der eben befchriebenen Methode, zuerſt eine Un⸗ 
befannte aus allen Sleichungen weg, wodurch bie Anzahl der Glei- 
ungen um eine verringert wird. Hierauf eliminirt man auf biefelbe 
Weiſe eine zweite Unbelannte, dann eine britte, u. f. w., bid man 
enblich zu einer Gleichung mit einer einzigen Unbekannten gelangt. 
Kennt man bie verfchiebenen Werthe biefer Unbekannten, fo laffen 
ſich auch nach und nach jene ber übrigen finden. 


IV. Abſchnitt. 


- Bon den unendlichen Reihen und ihrer Convergen;. 
6. 812. 

Eine Reihe wird unendlich genannt, wenn man bie Anzahl 
ber zu betrachtenben Glieder berfelben ins Unendliche wachfen läßt. 
In diefgr Hinficht kann allgemein jede Reihe, felbft eine folche, deren 
Glieder von einem beftimmten an durchgehend Null find, und bie, 
wie man ſonſt zu fagen pflegt, mit biefem Gliede abbricht, wie 
dies 5. B. bei ben nach ganzen pofitiven Erponenten gebilbeten 
Potenzen eines Binoms der Fall ift, als eine unendliche angefehen 
werden. | 
Die Summe aller Glieder einer unendlichen Reihe läßt ſich 
blos dazumal als eine beflimmte Cbeterministe) Größe betrachten 


Unendliche Reihen und ihre Convergenz. 609 


und behandeln, wenn fie von einer gewifien endlichen Größe um fo 
weniger differirt, je mehr von ihren Gliedern fummirt werben. 
Man nennt dann eine folhe unendliche Reihe convergirend 
und jene fire Größe bie Grenze ihrer Summe ober wohl aud bie 
Summe der Reihe feibfl. Gibt es dagegen Feine berlei enbliche 
Grenze, fo heißt die Reihe Divergirend. Eine unendliche Reihe 
convergirt defto rafcher, je weniger Anfangöglieber zu ſum⸗ 
miren find, um die Summe ber ganzen Reihe bis zu einem bezeich⸗ 
neten Grade genau zu finden. Nur folche raſch convergirende Reiben 
find zur wirktichen Berechnung der von ihrer Summe bargeftellten 
Größen brauchbar. 

Kennt man die von ber Anzahl n ber fummirten Glieber abhän- 
gige Summenformel einer Reihe, fo kann leicht entſchieden werben, 
ob diefe, falls man fie als unendlich anfehen würde, convergire 
und wie ihre Summe ausgebrüdt werde. Denn biefe Summe 
wird die Brenze fein, der fi die Summenformel der Reihe bei 
ber unenblichen Vergrößerung ber Anzahl rn ihrer Glieder ohne 
Ende nähert. Ze nachdem daher, für n—a@ , bie Summenform . 
endlich oder unendlich ausfällt , convergirt ober bivergirt bie zu 
unterfuchende Reihe. So z. B. bivergirt bie unendliche arithmetifche 
Progreffion 

a, atd, a+2%d,.... atf(n—Dd,...®9 
weil ihre Summe , = RUM, fur oo, unendlich 
groß ausfällt. Bei der unendlichen geometrifhen Progreffion 

0 ag, ag’, .. -ag"', etc. 


-1 
Dagegen, deren Summenformel s=a Zi, bat man, um über 


ihre Gonvergenz abfprechen zu lönnen, auf ben Quotienten q zu 
fehen. Iſt g>ı, fo wächſt 9* (nad $. 128) mit» zugleich ins 
Unendliche, alfo iſt für n=co , auch s=co, und die Reihe bivergirt. 
Selbſt für 1, wo s=a-tata+...=na wird, divergirt fie. 


*) Man pflegt das unendliche. Fortlaufen einer Reihe dadurch anzudeuten, 
dag man, fobald aus ten aufgefchriebenen Anfangsgliedern derfelben 
ihr Bildungsgeſetz leicht entnommen werben kann, einige Puncte oder 
ein oto, ſchreibt. 
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Nur wenn 9—1 ift, nimmt ꝙ (nad) 8. 123) bei dem unendlichen 
Wachſen von n unenblih ab, ober hat Null zur Grenze; folglich 
iR für g<ı 
s=araytag’+ .. =1,' 
$. 818. 
Von den Kennzeichen ber Convergenz und Divergenz ber unend- 
lichen Reihen wird für unfere Zwecke Nachftehendes genügen. 
Eine unendlihe Reihe wo; U, Un, Usne- + Un ·. 


TO, wenn bei dem unendliben Wachſen von 


n daß Verh altniß 2 ! einer Grenze A, deren Zahl 


werth er als 1 iR, ohne Ende ſich nähert. 
Gn+1 


Deun ba ber Zahlwerth des Berhältniffes — , dem von 


1 verfſchiebenen und Fee 1 liegenden Babtwerte der Grenze Aun- 
beftimmt fich nähert; fo fo uf er, wenigftens fobald ber Stellen» 
zeiger n eine hinreichend große Zahl v erreicht hat, an den Bahl« 
werth von A fo nahe rüden, baß jebe beliebige zwifchen der Ein⸗ 
beit und biefem Zahlwerthe gelegene beſtimmte Abfolutzahl 2, welche 
daher felbfi ale als 1 if, zwiſchen 1 ımb ben Bahlwerth des Ver⸗ 


haͤltniſſes * zu ſtehen kommt, folglich gie ald dieſer Zahl⸗ 


werth wird; wonach man, abgeſehen vom Vorzeichen, Zu S B 


Dder %.+1 < Bu, hat, 

Hieraus folgt fogleih, daß, wenn man n nach und nad) in 
s,rtHl,r#2,. ‚ Übergehen läßt, die Glieder u, 1, Wr+2, Wr+s,-- 
ber zu prüfenden Reine Ma größer als die gleichfieligen der geometti- 
hen Reihe Zu, 3’, Bin ,- «.- find. Allein diefe Reihe, deren 
Quotient 2 I als ı if, dm * mithin muß auch die zu un⸗ 
terſuchende Reihe, weil ihre * noch Mies als die gleiche 
bielten ber Brometeifgen find, um fo mehr —eS So z. B. 
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werben biz maten der allgemeinen Jorm 
Ant Ars 4 tt A tAt'. | 
ber ganzen rationalen Zuuctienen im ber Yolge ft vorfommenben 


unendlichen Reihen 5 ‚ wenn bei dem unendlichen Wachſen 
von a bad Bert einer Grenze zuflrebt, deren Zahl: 


werth or3 —5— als ı iſt; zugleich convergiren fie um fo raſcher und 
find babe zur wirflichen Ausrechnung ihrer Summe befto geeig- 
neter, je tiefer ber Zahlwerth von = fammt jenem ber Örenze von 


Tr unter 1 liegt. 





V. Abſchnitt. 


Von einigen Umſtaltungen (Transformationen) der 
Functionen einer Veraͤnderlichen. 


A Berlegung ganzer rationaler FJunctionen in 
FJactoren 


8. 814. 
Nach ben (in 8. 288, U. III) aufgeſtellten Lehrſaͤtzen kann man 
eine ganze rationale Function 
IRA Ar FA HA ++ A124 
in ihre lineären binomifchen Factoren auflöfen, Indem man fie ber 
Null gleich, ſetzt, von ker. fo erhaltenen Gleichung /(a) 0 bie 
Wurzeln ar, Ga, Gs + + - a, ſucht, und die ihnen zugehörigen 
Wurzelfactoren qufftellt; denn dann ift bie vorgelegte Function 
KIA (Ba) (Ra) (za)... (2—Q,): 

Hiernach kann man auch jene Wurzelfactoen ep —gV —1 
und a—gtqgv —ı, telthe von einem Paare conjugixter imagi⸗ 
närer. Wurzeln atay—ı und p—gv—ı herſtammen, in ein 
reelles quadxatiſches trinamiſches Yaoduct 
GAVV-DGMV-- ap — 
vereinigen. 


513 7. Hauptſtuck. 5. Abſchnitt. 
1. Beifpiel. Soll —6z’+112°— 62. in. Fartoren zer 
legt werben, fo beſtimmt man die Wurzeln ber Gleichung 
z—62’-112°—62=0,. 
und da diefe 0, 1, 2, 3 find, fo findet man jenes Polynom 
=r(2—1) (2—3) (2—3). 
2. Beifpiel. SH +22’ +22’) Lzytey Ic —y’—8y 
in $actoren zu zerfällen, fo wird die Gleichung 
2 yrDar Hay 2 yy +3) 0 
aufgelöft, und weil ihre Wurzeln —y, 1, —(y-+3) find, findet 
man ben gegebenen Ausdrud = (a-4y) (U (z-+y+B). 


B. Berfällung rationaler gebrochener Functionen- 
in Partialbrüde. 


$. 815. 

Nah den für die. Addition und Subtraction ber Brüche 
($. 87 und 88) ertheilten VBorfchriften können auch mehrere ratio» 
nale gebrochene Functionen, fowohl allein als mit einer oder mit 
. mehreren ganzen rationalen Functionen in eine einzige gebrochene 
Function zufammengezogen werben. Daraus leuchtet, wenigftend 
für einzelne Bälle, die Möglichkeit ein, umgekehrt eine gegebene 
rationale gebrochene Function in eine ganze rationale und in meh⸗ 
vere gebrochene Functionen oder fogenannte Partialbräce zu 
zerfällen, nemlih als die algebraifhe Summe biefer darzu⸗ 
ſtellen. 

Bei dieſer Aufgabe, welche uns gegenwaͤrtig beſchaͤftigen ſoll, 
bemerken wir zuvörderſt, daß, weil der Nenner der algebraiſchen 
Summe mehrerer Brüche durch jeden ihrer Nenner theilbar if, 
auch der Nenner eines jeden Partialbruches. ein Factor bed Nen⸗ 
ners der zu zerlegenden gebrochenen Function fein muß, weßwe⸗ 
gen vor allem Anderen diefer Nenner (nad, $. 814) in feine Fac⸗ 
toren aufzulöfen kommt. Ueberdies läßt fich leicht erfennen, daß 
die Aufgabe allgemein befehen, unbeflimmt ift, theils, weil die An⸗ 
zahl der zu fuchenden Partialbrüche von 3 an ind Unbeflimmte va- 
rüren kann, theils, weil bie Wurzelfactoren bed Nenner: auf un- 
zählig viele Weifen zu Nennern einer beflimmten Anzahl von Par 
tialbrüchen verbunden werden könne, theils endlich, weil ſelbſt 
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bie bereitö gefundenen Partialbrüche dadurch ſich abändern Iaffen, 
bag. man zu bem Zähler ded einen eine beliebige ganze rationale 
Function algebraifch adbirt, und den Betrag biefer Zugabe von 
einem anderen. Bruche algebraifch fubtrahirt. 

Die Aufgabe wird jeboch beflimmt, wenn bie Anzahl ber Par- 
tialbrüche fo feſtgeſtellt wird, daß fie nur von 2 bis zu dem höchften 
Erponenten des Nennerd auffleigen fan, unb wenn man verlangt, 
daß die Nenner Seiner zwei Partialbrüche einen gemeinfchaftlichen 
Theiler befipen, und daß ber Zähler eined jeden Partialbruches 
von einem niebrigeren Grabe als fein Nenner fei, ober kurz, daß bie 
Dartialbrühe echt. gebrochene Functionen werben follen; 
wobei nur noch. zu bemerken kommt, daß zu den Partialbrüchen einer 
uneht gebrochenen Bunction noch eine ganze rationale Func⸗ 
tion, deren Dimenfion die des Nenners zu jener bed Zaͤhlers ergänzt, 
ſich gefelen müfle. 

Denn .fei von einer gebrochenen rationalen Function 3 ein 
echter Partialbruch = 3. deſſen Nenner mit keinem ber übrigen 


einen gemeinfchaftlichen Theiler befigt, und fei bie Summe aller 
übrigen Partialbrüche fammt der etwa vorhandenen ganzen Func⸗ 


= 3: fo Haben auch P und Q feinen gemeinfchaftlichen Thei⸗ 
ler. Bären nun bie Brüde & und 2 7 nicht beflimmt, fonbern 


ließen fich noch zwei andere Brig 2 * und — von denſelben 


Nennern P und Q, aber von verſchiedenen Zaͤhlern p' und 9 
angeben; fo wäre. 


und hieraus ergäbe fi BP _ 24 


pP 0? 
. ' r_R 
folglich auch rt . 


Vega Borlef. L Br. 88 


514 T. Daupiäkl. 5. Abſcuitt. 

Da nun fowohl p als p', mithin auch ihre Differenz p-—p/, 
von niebrigerem Range ald P if, fo muß, feldft wenn man alle 
Theile, welche p—p’ und P mit einander gemein haben ſollten, 
befeitigen möchte, doc) noch wenigftens ein Iineärer Facter von F 
im Zähler übrig bleiben. Aus dem nemlichen Grunde aß auch in 
dem Zähler des zweiten Bruches mindeſtens ein Imeärer Fackor 
- von © fteben bleiben. Noch mehr ſolcher Yactoren müßten in beiden 
Zählern Abrig behalten werden, wenn die Renner o—p‘ mb 
g’—g Einen gemeinfchaftlicyen Theiler befäßen. Da aber P und O, 
folglich auch die von ihnen fliehen gebliebenen Fattoren, feinen ge 
meinfchaftlichen Theiler beſitzen; fo Tönnte es offenbar Werthe von 
z geben, für welche entweder P umb mit ihm von ben beiden, fo 
weit als moͤglich an ſich und gegenfeitig abgekuͤrzten, Brüchen der 
erſte, nicht aber ber zweite, ober für welche O und mit ihm der 
zweite Bruch, nicht aber der erſte, auf Null reducirt wärde; was 
mit der gefolgerten Gleichheit biefer Brüche für jeben Werth ihrer 
Beränberlichen im Wiberfpruche fände, und bie Borausfehung der 


Unbeflimmtheit von z unb s als unzuläffig erklaͤrt. 


Iſt indbefondere der Nenner P die einer rfachen Wurgel = der 
Gleichung N=0 entfprechende Potenz (æ — a), fo läßt fih bei 
Bruch 5 ‚ ba man feinen Zähler p Cvermög $. 286) auf eine 
einzige Weiſe nach den Potenzen von z—a mit conflanten Eoeffi- 
cienten entwideln kann, in r vollig beflimmite Partialbrüche vom 
ben Nennern s—a, (c-a)*, (E—a), ... (aa) auflöfen, 

deren Zähler nicht von z abhängen. 

| Man Tann demnach für einen bezeichneten Yactor des Nm- 
nerö, wofern er mit ben übrigen Factoren desſelben Teinen ge 
meinfchaftlichen Theiler befigt, nur einen einzigen Partialbruch, 
dem er ald Nenner dient, beflimmen, was für einen Weg man 
übrigens auch einfchlagen möge. Hat man daher auf was immer 
für eine Weiſe diefe Partialbrüche und allenfalls auch bie noch zu 
ihnen gehörige ganze rationale Function gefunden; fo muß ihre 
Summe ber vorgelegten gebrachenen Function gleich fein. 
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$. 316. 
Um den Borgang bei ber Berfällung rationaler gebrochener 


Functionen in Partialbrüche Tennen zu lernen, ſei 52 eine ſolche 


Mæ) 
Function, und 
1) der Kal zu betrachten, wo ber Nenner Az) das Pros 
duct eines lineären Factors æ —a und eines, durch diefen nicht theil⸗ 
baren Bactors az), nemlich Ke)=(e—a)y(e) fl. Multiplicirt 


f(z) f(z) 
man demmach den gegebenen Bruch Ra)” G-De =) mit 
| | ra) _ f(2) 
aa, fo wird (-a) 7. Ka) 75) ) 
und wenn man bem zweiten heile der Sleichung feinen für z—a 


entfallenben fperiellen. Werth —5 2) fabteapirt und wieber abbirt, 
fa) _fa) fa) f(a) @ 

(7-0) Kz) Ka) oz) (a) a) T 2) aa) er auch 

/(a) 
_ ra) PT ga — 
oa) 9(2) 

Der Bähler des legten Bruches iſt eine ganze rationale Func⸗ 
tion, welche für z = a in Null übergeht, daher (nach $. 288) 
durch z—a ohne Reſt theilbar if. Sei pCz) die aud biefer Theis 
lung u, Delient entſpringende ganze rationale Function, nemlich 


Ka) Hr a) ee) (2) 
—ı—= =da) dar Næ) - r= =(s-a)ie); 


fo bat man 

re) fe) _fod @ (za) p(@) 
@- RT ge) %(a) sat a2) ?. 
folglich, wen man wieder durch 2—a bivibirt, 





(a) 
ra) _ f(e) „2“ (a) +7 pe) 
Fe) en (2) 
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3) Kommt aber in dem Nenner Kz) des zu zerlegenden 
Bruches eine Potenz eined lineären Faciors vor, fo daß F(z) 
= (#-a)g(2) und gz) durch z—a nit ohne Reſt theilbar 
ift; fo dat man 


f(z) f(z) 1 Aæ) 
ver nach 1. 
(a) 
a. _ (0) ge) ı b(2))> 
—— — 9(z) 
folglich 
Ka) 


fe) __Ife)__ __ ga) + b(&) 
Re)” (2-a)go) (za) | (sa) Ida)‘ 

Beſteht demnach der Nenner eines in Partialbrüche aufzu- 
Iöfenden Muches aus irgend einer Potenz eined lineären Factors, 
(die erſte mit einbegriffen), und aus einem zweiten durch ihn nicht 
theilbaren Bactor; fo findet man benjenigen Partialbruch, welcher 
diefe Potenz bes lineären Zactord zum Nenner hat, wenn man 
biefelbe aus dem gegebenen Bruche hinweg läßt und in dem fo abge: 
änberten Bruche für die Veraͤnderliche denjenigen Werth ſetzt, bei 
welchen der wmeggelaffene Factor verfchwindet. Subtrahirt man 
bierauf den gefundenen Partialbruch von dem gegebenen Bruche 
und Fürzt im Reſte Zähler und Nenner durch den lineären Sactor 
ab, fo erhält man noch den ergänzenben Bruch, welcher felbf wie 
ber auf diefelbe Weife weiter zerlegt werden fann. 

Es laͤßt ſich Übrigens leicht begreifen, daß biefelbe Regel auch. 





, Anwendung findet, wenn bie lineaͤren Factoren die Form atbz 


befipen, da He =d[e—— 5.)] if. 


8) Wiederholt man biefes Berfahren, entweber bei allen Iined- 
ren Bactoren ded Nenners oder an ben nach und nach übtig blei⸗ 
benden Brüden; fo findet man, nachdem man von ber vorgeleg⸗ 
ten gebrochenen Function allmälig fämmtliche Partialbrüche abge 
zogen bat, zum Reſte entweder eine ganze rationale Function, 
wenn bie zerfälte unecht; oder Null, wenn fie echt gebrochen iſt. 
Im erfien Falle kann man dieſe ganze rationale Function aber auch 
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finden, indem man noch vor dem Auffuchen ber Partialbrüche ben 
Zähler der vorliegenden gebrochenen Function durch den Nenner 
fo weit theilt, biß ber Reft von geringerer Dimenfion als der Di⸗ 
vifor if, wonach nur noch die dem Quotienten beizufügende echt 
gebrochene Function in Partialbrüche aufzulöfen kommt. Endlich 
läßt fie fich, wie man mit geringer Mühe einfieht, auch noch fine 
den, wenn man den zu zerlegenden Bruch durch diejenige Potenz 
ber Veränderlichen bivtdirt, deren Erponent den Ueberfchuß der Di- 
menflon des Zählerd über jene des Nenner um 1 überfleigt, von 
dem fo erhaltenen echten Bruche die den Potenzen der Weränderli« 
hen entfprechenden Partialbrüche fammt dem ergänzenden Bruche 
beſtimmt und diefe darnach wieder mit ber vorher als Divifor ge- 
brauchten Potenz multiplicirt. A 

1. Beifpiel. Soll der Bruch —— zerkegt werben, 
deſſen Nenner = z(a-+z2) (a—z) iſt und der daher auch in ber 
Form FEIN gefchrieben werben Tann, ſo wird man 


aus ſeinem Nenner einzeln die Factoren 


PR5 a+z N) a—z N) 
weglaffen und bie fie emnullisenden Werthe 
6, a, 
in den abgeänberten Brite 
_iı 





age 2)’ z(a-5)’ zors) 
fegen, woraus für bie Zänler die Werthe 


1 1 1 
ge — 77 24° 


entfpringen. Demnach iſt 
ze 2a) —— a Far 5 


— 15er s 
3. Beifpiel IR der Brug meer test 


in Partialbrüche zu zerlegen, fo gibt die Diviflon, 
32°—u2’— —— 1 
a’c—z = 32tar+ a2 2” 


516 ?. Haupiiäk. 5. Wöfteltt. 
baher nad) dem 1. Beifpiele 


_ 1 ) 1 
= 22404 ,— 34Ka-+-z) t ern} 


2 
8. Beifpiel, Dat man ben Bruch in 


Partialbruche zu zerfaͤllen, fo iſt der erſte Partialbruch 
8-+-1—2 1 
at „cm daher feine Ergänzung 
Set 223 1 tm ur 
(-Ketrı) " a) 
Hieraus findet man ben zweiten Partialbruch 
2-+3 5 \ 


362-1)" 32-1): 
_ Sse—kısc— 1 7 SeH+l . 
und feine Ergäigung =— x, 1x2", Ka 1XeTF) 


Daraus folgt der britte Partialbruh — 5 
und die Ergänzung besfelben 
8r—2 82—2 


Kt KahV Dev) 
oder in Partialbrüche aufgelöft = rent — 


Demnach iſt der vorgelegte Bruch gleich 
1 5 8 3-2-1 8+2y—I, 
Gt a Dreh Dre 


C Entwidiung gebrodhener rationaler Sunctionen 
in Reiben. 
$. 817. ' 

Die Leichtigkeit, mit der fi die Werthe ganzer rationaler 
Sunctionen für beſtimmte Werthe ihrer Weränderlichen berechnen 
lofien, trachtet man auch ben übrigen Bunctionen dadurch zu ver 
fhaffen, daß man fie, wo möglich, in convergisende unendliche 
Reiben zu verwandeln ober zu entwideln fucht, die nach den 
Potenzen der Veränderlichen forflaufen. Gelingt dies, fo nennt 
man die Reihe die Entwidlung der Zunction. 


\ 
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Ao-tAı ’-Az’-+ . 

Sc num ea Te — Tr 
eine gebrochene rationale Function, deren Zähler und Nenner entwes 
der eine enbliche oder eine unendliche Anzahl von fleigenb georbneten 
Potenzen der Veraͤnderlichen enthält, und verfuchen wir fie in 
eine convergirende Reihe zu verwideln. 

Zu diefem Zwede würde zwar weiter nichts als die ganz ge⸗ 
wöhnliche Diviſion auszuführen fein; um aber das Bildungsgeſetz 
der lieber des Quotienten augenfällig barzuftellen, ift ed von 
Vortheil, den Zähler und Nenner der gegebenen Bruchfunction 
durch das von = freie lied bed Nenners zu bividiren, und in bem 
ſich ergebenden Nenner von dem erſten Gliede, welches jederzeit 1 
werben muß, alle folgenden mit veränderten Zeichen zu fubtra- 
bien. Nach diefer Worbereitung haben wir ed demnach nur noch 
mit gebrochenen Functionen von ber Form 

a tae Hana Staus bes Er 
Ä 1-46: Fae 3 
zu thun. 

Theilen wir nun wirklich, fo erſcheint als erſter Theil des 
Quotienten ao, unb wenn wir dieſen, um in ben folgenden Thei⸗ 
len analog (ähnlich) zu bezeichnen, durch co vorftellen, der Reſt 
(tboo)zt (as tbsco)z’ ta tbsco)2’+ (ar tbsco)att... 

Die zweite Divifioen gibt, wenn wir au +örco = cı feßen, 
den Quotienten c,= und den Reſt 
a PC. tb)’ ta tricıtbc)z’t.. 

Die dritte Divifion, bei der wir as-+ dıcı ba == 6, feßen, 
liefert den Quotienten oc, und den Reft 
rastet) rare ti tbc)ztt.. 

Setzen wir diefe Operation fort, und nehmen dabei zur Abkürzung 
6006 
Gate 
sn tbcı Höre 
am tbicatöscı-tröaco 
art tbscctdscıtie 
ur c-pbsentdscstbacıtöseo 


the testet —BB 
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fo erhalten wir 

° s|L . ’ 
| ee Fee 1 -- = o+azstertazr’+ ..., 
wofern ber Quotient eine convergirende Reihe ifi, nemlich (nad 


$. 813) der Zahlwerth der Grenze des Verhaͤltniſſes Hz 


Feiner als 1 ausfällt. j 

Eine genauere Betrachtung obiger Divifion zeigt, daß bie 
Glieder des Duotienten und fomit aud ihre Goefficienten 
Co, Cıy E25 cz,.. nach folgendem Gefege gefunden wer: 
ben. Sein erftes Glied ift das erfle des Zähler. Das zweite 
Glied, welches die erfte Potenz ber Beränderlichen in fich fchließt, 
wird gefunden, wenn man fein erſtes Glied mit dem erflen des ſub⸗ 
tractiven Theils des Nenners multiplicirt und zum Producte / das 
zweite Glied bes Zaͤhlers abbirt. Weberhaupt wird jedes Glied 
des Quotienten erhalten, wenn man auf alle möglichen 
Meifen eines ber fchon berechneten Glieder des Quotienten mit 
einem ſolchen Gliede des fubtractiven Theild im Nenner multiplicirt, 
damit in dem Producte jeberzeit diejenige Potenz der Weränderlichen, 
welche bad zu beftimmende Glied des Quotienten führen fol, vor. 
fomme, und die Summe aller diefer Probucte noch um das mit 
- berfelben Potenz ber Veraͤnderlichen begabte Glied des Zaͤhlers ver 
mehrt. Hiebei kann man, um Ordnung im Rechnen zu halten, bei 
den bereits beftimmten Gliedern des Quotienten vom lebten an zu⸗ 
rück, dagegen bei jenen bed fubtractiven Theils bed Nenners vom 
erfien an, vorwärts fchreiten. 

Weil bei diefen Reiben jebes Glied aus den borhergehenben 
berechnet wird, pflegt man diefelben vorzugsweiſe recurrirende 
(zurüdtaufende) Reiben zu nennen, obgleih biefe Benennung 
eigentlich allen, nach einem unveränderlichen Geſetze fortichreitenden 
Reiben zuläme, da, wenn durch die Gleichung u.=f(n) die Abhaͤn⸗ 
gigkeit des allgemeinen Gliedes u, von bem Stellenzeiger ausgeſpro⸗ 
chen wird, aus ihr und aus einer oder mehreren ihrer Folgerungen 
u, =fı)), u. =f(a—2), u„=fln—3);:. . bie Sröße 
a nebft einer oder einigen Conſtanten auf Vrfiehene Been ei 
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minirt und fo bie Abhängigkeit, des Gliedes u, von feinen Borgän« 
gern u... y Un-25 Un-35° , gefunden werben Tann. 

Die Reihe des Goefficienten bı, be, ba, da,... des fubtracti« 
ven Theil bed Nennerd nennt man bie Relations Stale 
und bie allgemeine Gleichung 

a tb tbsca-2+bs6a-3 +... + da-1Cı Fbaco 
das Bilbungsgefe der recurrivenden Reihe. 

1. Beifpiel, Sol ber Bruch 
—— —— ... 

1.2? 1.3.2° 1.8.5.0 . 
+ gta na 
in eine recurrirende Reihe entwidelt werben, fo ertheilt man ihm 
vorläufig bie Form 


ı 1 1 1: 1 
92 3* 752 2* 3* ..o 





1 1 1 3 
1 (32 Fe Tosa®" tigen? > 
und findet nd und nach als w Entwicklung die convergirende Reihe 
1 147 1181 87827 
2 * A TTS ee 17T SB TTTT EEE 
indem man bie Goefficienten folgender MRapen berechnet. 


—— 55 um — m mb gu — 


i ee 16) | 
147 

+3+7- +4. ne | 
1147 1 8, ı_ı_ı___ 183 
ne 8 16 128 2 1024 2088’ 

1181 ı, 147 _5___87897, 
+3 at zo stase met mat 823768 65556 
Wr. ww. 


3, Beifpiel. Die Zunction — gibt zunachſt 
durch — 2 abgekürzt ‚ — und iſt daher 
13 41 452* ana tb... 


ka 1. Deupiääk. &. Kin 
D Binomifher Lehrſatz für jeden reellen 
Erponenten. 


6. 818. 
Nach Anleitung des $. 250 läßt fich die Potenz (1-+s7, 


wofern ber Erponent ns ganz und pofitiv ift, in eine gefchloffene 
ganze rationale Function verwandeln, indem 


A+r=1+? 4 1) nn + .. 
gefunden wirb und biefe Rebe mit dem s-+-Iten Gliede eöbridh. 
Es frägt fi nun aber auch, wie die Entwidlung biefer Potenz 
fih geflalte, wenn ber Erponent in was immer für eine reelle, 
pofitive oder negative, ganze ober gebrochene, vafionale oder irra⸗ 
ttonale Zahl übergeht. 

Sei demnach, um dies zu erforfchen, erſten m zwar ganz, 
aber negativ, nemlih = — m, wenn m eine game pofitive Zahl 
andeutet; dann iſt 


(+2) = (1-$2)"= een ober nach $. 250 


1 
+24 aD m) IN ar. 
Diefe gebrochene vationale Bunction läßt ſich (nah $. 219) 
in eine reeurrirende unendliche Reihe verwandeln, und man erhält 
a4 =1- ct na etmt, 2 
Daß nicht nur dieſe Anfangsgliedber, ſondern auch alle Ki 
ben uach dem leicht zu Überfchauenben Geſetze fortlaufen, laͤßt fi 
zwar faft mit Gewißheit aus dem Umfande erwarten, daß ker Di- 
vidend nur 1 und der Divifor eine nach einem umveränberlichen 
Geſetze vorfchreitende Reihe ift; allein völlig fireng kann dies nur 
wachhgewiefen werben, wenn man das allgemeine Glied ber recur⸗ 
sirende Reihe (nach $. 317) entwickelt. Diefes mäflen wir jedoch 
wegen ber WBeitläufigkeit der hierauf Bezug nehmenden Unterfir 
hung und wegen ber Beſchraͤnktheit des uns bemefisen Raumes 
unterlaffen. 


\ 


® 
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Gehen wir in der letzten Sleihung wieder m==—n, fü er⸗ 
fcheint felbft für einen negativen ganzzahligen Exponenten biefelbe 
Entwidlung 
Het er... 
in welchem Halle jedoch die Weise nicht , wie bei einem pofitiven 
ganzzahligen Erponenten, abbricht, fondern ohne Ende fortläuft. 
Iſt aber zweitens der Erponent n rational gebrochen, 


übrigens pofitio ober negativ, nemlih n =!, wofern % eine 
pofitive, 3 aber eine pofitive ober negative ganze Bahl vorftellt; 
fo bat man 


(1+z)’= Aa = Vatz) ober nach dem Erwieſenen 


=Vorto4+ 2 — 2’ +...) 


Bieht man num die hier angezeigte Wurzel nach dem, am Schluffe 
von $. 254 angebeuteten, Verfahren; fo erhält man 


are —— R — — u 


mithin wieder eine unendliche Reihe, bie wegen nes geſetzmaͤßigen 
Fortſchreitens der Reihe, aus welcher die Wurzel gezogen wird, 
und wegen bed ununterbrochenen regelmäßigen Ganges der Wurzel⸗ 
Extraction gleichfalls dem vor Augen liegenden Bildungsgeſetze ge 
borcht ; wovon wir jeboch den firengen Beweis aus den Gründen, 
welche wir ſchon oben anführten, zu übergehen genöthigt find. 


Seht man endlich noch & = m, fo wird wieder 


te ta a EDEN a. 


Iſt endlich drittens der Erponent n eine irrationale Bahl, 
fo kann er immer als die Grenze angefehen werben, ber ih ein 
rationaler Bruch : bei dem angemeffenen unendlichen Wachſen des 
Nennerd und Zaͤhlers ohne Ende nähert; dann haben aber aud 
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die Glieder im zweiten Theile der vorletzten Gleichung bie gleich 
vielten Glieder in ber legten Gleichung zu Grenzen unb daher 
gilt auch dieſe. 

Die hier aufgeftellte Entwidlung der Potenz (10) in eine 
unendliche Reihe gilt demnach für alle reellen Werthe des Erponen» 
ten n, jedoch blos unter der Vorausſetzung, daß fie convergire, 
was um fo raſcher gefchehen wird, je tiefer ber Zahlwerth von z 
unter 1 liegt. 


Setzt man in der lesten Sleihung = - , und multiplicirt 
fie mit a’, fo erfolgt 


rt 
+... 

welche Steihung ber (für jeden reellen Erponenten n giltige) 

binomifhe Lehrfag genanut wird. 

Nah ihm kann nicht nur jebes Binom, fonbern auch jedes 
Polynom, wenn «8 vorher auf die bekannte Weile als ein Binom 
dargeſtellt worden iſt, nach jedem reellen Grponenten potenzirt 
werden. 


ezl 2 gt 


6. 819. 
I. Von den befonberen Anwendungen biefer Sormel mögen 
Pam: bemerkt werben. 
1 Er = — E—— 


1.z° 1.8.2° 1.83.5.2* 
Va'ts)=et,— FR Be FR HET ce 
ı x 1 =’ 1 x’ 5 z* 
mais 773 ae Ti a 
3 2 e° 2.5. z° . 2.5. 8. æ* 
Va 6.0533.6.9.0° 73.6.9.12.011° 


+i z a 5 = _ı0 a* 
nt Br u ; ae zus at 


DEE _ SE | 
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II. Daß man die beiden letzteren Reihen, vorzüglich, wenn 


fie raſch convergiren, nemlich, wenn 5 oder * ſehr klein iſt, zur 


Berechnung von zweiten und dritten Wurzeln aus 
ganzen pofitiven Zahlen verwenden könne und wie dies ge⸗ 
ſchehe, wird aus der Auflöfung folgenden Beifptieles zur Genüge 
einleuchten. 

Sol 30 mitteld der vorletzten Reihe berechnet werben, fo 
kann man 80 durch 25-4-5 oder dur 86—6 vorftellen. Das letz⸗ 
tere ift zwedimäßiger, weil im erſten Kalle 
=;= - , im anberen aber m iſt. 

Setzt man daher 4VBö6, 2=6, fo wirb 

1 1 1.8 1.3.5 
vo=6-53—-346723.4.6.603.4.0.8.00 0°. 

Eine Reihe von noch fchneller abnehmenden Gliedern würbe 
man für 30 erhalten, wenn man 30 mit dem Quabrate einer 
ſolchen Zahl, der mit 100, dem Quadrate von 10, multiplicirt, 
daß dad Product, 3000, von einer andern Quabratzahl, 8025—55*, 
nur verhältnigmäßig wenig differirt, und wenn man hinterher bie 
Burzel aus dem Probucte wieder durch jene Zahl 10 dividirt. 
Auf diefe me ift nemlich 


1 1 Ds — 
v30 = V 80.100 = ,V300 = TV 8035—25 


h 
=77 55°—25 , 
. „z_3 1 . 
daher a=55, 2 * 28, a 55 1lr und fomit 
1 35 1.25? 1.3.35° 
vro A 73.0.5580 2.4.6.555°°°) 
1 N 1.83. 


U Sa Team 3.0.0100 - 
— 8,4772255761 ..., 
wobei es genügt, nur brei Brüche der Reihe zu entwideln, da 
bie. folgenden bis in bie zehnte Decimalſtele keine bedeutende Ziffer 
mehr liefern. 
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$. 320. 
Der Binomialreibe ($. 318) laſſen fih noch mander 
lei Formen estheilen, von denen nur folgende angeführt werben 
möge. Es iſt nemlich 


err=(;) =e(5) ul)", 


und wenn man bie lehte Potenz (nach $. 818) entwidelt, 
nd nat) f dd \* 
regt 
na) a2) f d_\® 
+7. 2.8 +]. 
welche Reihe abbricht, wenn »n eine negative ganze Zahl if. 

Aud fie läßt fih zur Berechnung von Burzeln 
aus pofltiven ganzen Bahlen vortheilhaft verwenden. Soll nem- _ 
lich z. B. die zweite Wurzel aus ber Bahl 80 gezogen werben, fo 
ſtelle man diefe durch 25-5 = 5°-+5 bar, woburh «+5 30, 


a=3, b=5, n=3, a=yY35=5 wird, und man erhält 











. .8.5 
v30=$(1 45 —— | 
Um diefe Reihe rafher convergiren zu machen, 
kann man auch hier wie oben die Wurzel durch eine beliebige Zahl, 
10, dividiren, und unter bem Wurzelzeichen mit dem Quadrate 
diefer Zahl, 100, multipliciren, enblich von biefem Prebucte 8000 
nach berfelben Methode die Wurzel Tuben. Man findet nemlich 


vs= J 100 * 8 8000= Y 8025 —25 


=" 55 295, 


folglich =, a-+b=3000, a=8035, «=55, bD=—35, 


55 1 8.5 
v380= 751-240 + 3.2408 3.3.240°°° "> 
welche Reihe ebenfalls fehr raſch comvergist. 
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EZ Eutwidiung der Erponentiellen und Logarithmen 
in Reihen. 
$. 821. 


Nach $. 818 Hat man, wenn « eine beliebige reelle Zahl, u 
aber eine reelle ober imaginäre vorflellt, 


a4? „+0 1) I ee) et... 


Bezeichnet ferne ® Bus Product diefer zwei Zahlen und =, 
iſt nemlich = mu, mithin a” , fo wirb 





ca) ai +7+ Ken ee , ... 


Nimmt man bier insbeſondere = = 1, fo erhält man 
a — 1— 
at are 
aßt man nun die Zahl u, fie mag pofitiv ober negativ fein, 
unenblid abnehmen, fo nähert ſich ber zweite Theil dieſer Glei⸗ 
hung ohne Ende der Grenze 


1 1 1 
iitrra trar 
welche Beihe ziemlich raſch convergirt und zur Summe bie Zahl 
2,7182818... bat, bie wir, wegen ihres befonderen Wichtigkeit in 


dee Analyfis, von nun An immer mit A bezeichnen wollen, fo 
daß immer 


(3) k=1+- + 4 2 +5 3” rn it ‚=3,7183818.. 


ſein ſen, und folglich der Ausdruck ae), bei dem unenbli- 
hen Abnehmen des Bahlwerthed von u, zur Grenze die Zahl 
k == 2,7182818 ... . beſigt. 

Erwaͤgt man ferne, daß die Gleichung (1) auch in ber 


z(z-u)e—) 


a+])= a — 
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auftreten kann, und läßt man, während = eine beliebige Zahl 
vorftellt, u ohne Ende abnehmen, fo findet man für dieſe Gleis 
hung bie Orange 

(8) "= +2 EL Tr + +, ...;: 

deren Reihe (nach $. 313) für jeden Werth von = convergirt, ba 


z’t! x" z 
bier der Quotient TS 1) “ID 1I2..a für jeden 


Werth von z bei ne hinreichent großen Stellenzeiger n Fleiner 
als 1 ausfällt. \ 

Man hat die Zahl % zur Grundzahl eines logarithmiſchen 
Syſtems angenommen, welches man dad natürliche Loga⸗ 
rithmenſyſtem zu nennen pflegt, und deſſen Logarithmen 
wir durch das Zeichen Log. nat. (Logariihmus naturalis) oder 
blos durch L andeuten wollen. 

Iſt nun a irgend eine reelle pofitive Zahl, deren natürlicher 
Logarithme daher La fein wird, fo hat man immer a=A'* unb 
ſonach a = At". Schreibt man demnach in der letzten Gleichung 
ælLa für z, fo ergibt fich 
Var m +73 — + Eu + an it. 

Anmerkung. Die Benennung „natürlihe Logarith- 
men? bürfte fehr angemefien fein, da In. ber That diejenigen Lo⸗ 
garithmen, auf welche bie ‚Erfinder berfelben, Neper, ein 
Schotte, und Byrg, ein Deutfcher, geriethen, mit den natürli- 
chen Logarithmen fo genau, ald es die, biefen Mathematikern zu, 
Gebote geſtandenen, minder vollkommenen Berechnungsweiſen 
geſtatteten, in ben Ziffern übereinkommen und (weil man fotwohl, 
fie als auch die Zahlen, denen fie zugehören, fo viel wie möglich 
als ganze Zahlen barzuftellen fuchte) blos in der Stellung bes 
Decimalſtriches oder im Vorzeichen von ihnen fi) unterfcheiben; 
was barauf hinweifl, daß ihre Grundʒahl von jener ber natuͤrli⸗ 
hen Logarithmen nahe genug eine Potenz ift., welche zum Erpo⸗ 
nenten eine pofitive oder negative Decimal-@inheit befigt. Schnei⸗ 
det man nemlich von den Neper'ſchen Logarithmen und ben Zah⸗ 
len, benen fie angehören, 7 Decimalftellen ab, und nimmt bie. 
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Logarithmen negativ, fo werden fie natürliche; es iſt nemlich 


N 
Log nat N= — z7log nep 10° Nund log nep N=—10”Log nat 757; 


folglich läßt ſich An Aa9,0000091 für Neper's Grundzahl anſe⸗ 
hen. Schneidet man ferner von Byrg's Logarithmen 5, und von 
ben Zahlen, denen fie zugehören, 8 Decimalflellen ab, fo verwandeln 
fid) feine Logenithmen in natürliche; nemlich es iſt 


Log nat N= 5 dẽ log byrg io⸗ und log byrg N= 10° Log nat 75 ne 


folglih kann man nahe his’ ==. 7900008 für die Grundzahl von 
Byrg's Logarithmen betrachten. 

Um ſowohl diefes als auch fonft noch einzufehen, wie bie Er- 
finder der Logarithmen auf die irrationale Grundzahl 2,7182818..., 
nicht aber auf die Grundzahl 10 gerierhen, welche wir (in $. 259), 
für jo vortheilhaft erfannten, möge folgende Erläuterung dienen. 

Neper verglich die Glieder einer geomereifcpen Reihe 


0,0, 09, ag’,....ag'=t, 
mit den gleichftelligen Stiedern einer arithmetifihen Reihe 

.&, a+Ö, a+25, a+86,...athnö=r,... 
und nannte jedes Glied ber aeithmetifchen Reihe ben Eogarithmen, 
des gleichvielten Gliedes der geometrifchen ; er feßte nemlich 
r=log £. Diefe Benennung gründete er darauf, daß einerfeits das 
geometrifche Verhältnig ag”: a oder abgelürzt g*: 1 dad afache 
des Verhältniffes ag:a ober 4: 1, und andererfeitd dad arithme⸗ 
tifche Verhaͤltniß (and) —a oder noͤ —0 dad nfache des Verhält- 
niſſes (a44 0) - oder o—0 ift, folglih a+nd, oder vielmehr 
n, als Zahl der Vervielfachung des Verhaͤltniſſes ay:a angeſehen 
werden kann, weßwegen er aus den Wörtern Aoyos (Verhältniß) 
und apı$uos (Baht) dad Wort Aoyapı)uos (Zahl der Verhältniſſe) 
zufammenfeßte. — Auf diefelbe Weiſe verglich auch Byrg, den man. 
für den mit Neper gleichzeitigen Entdeder der Logarithmen halten 
kann, eine geomefrifche Reihe mit einer arithmetifchen, nur ger 
brauchte er nicht bie Venennung Legatithmen 


Nach dem Obigen iſt n 8* ur ‚ folglich ag =;+ und hier 
Bega Vorleſ· I. Br. 34 


80 7. Dauptkäd. 5. Abſchnitt. 


I\z * 
aus (5) =lı Rum nahmen jeboch beide Gelehrten zum erften 
Gliede ihrer eitgmetihen Reihe Null, nemli «=0, daher ifl 


= 


Mit Rüdiiht auf den Sat 2) in $. 257 kann man aber unter - 
Grundzahlder Neperfhen und Byrgfhen Logarith- 
men diejenige Zahl g verftchen, deren Logarithme — ı iſt. Setzt 
man daher * und r=1, fo gibt die legte Gleichung dieſe Grund⸗ 


zahl = — agß. Diefe Gelehrten wählten aber, um in ihren geome⸗ 
trifchen Reihen fait alle reellen pofitiven Zahlen zu erhalten, ben 
Quotienten g nurwenig von der Einheit verſchieden, nemlihg=1-+r. 
Insbeſondere wählte Byrg g größer ald 1, folglih » pofifiv, 
Neper dagegen g Pleiner ald 1, mithin » negativ. Endlich nahe 
men beide für die Differenz; 5 der arithmetifchen Reihe eine ganze 
- pofitive Zahl, welche mit dem Zahlwerthe von vo in den Ziffern, nicht 
aber in der Stellung des Decimalftriches übereinfommt, nemlich 
d$=+10', wobei daß obere Zeichen auf Byrg’s, das untere auf . 
Neper's Logarithmen fih bezieht. Dadurch wird die Grundzahl 


. A 14 4 
— a( 1-49)" 100 = aldı-4o)P]7 10, Hätten fie nun o wirklich 
unendlig klein ‚annehmen können, fo wäre in ihrem logarit miſchen 


Syſteme (1 4° = = h, folglich ihre Grundzahl g‘ = ahtio ger 
worben. Weil fie aber in ihren logarithmifchen Tafeln vo nur fehr | 


Elein annehmen konnten, fo mußte auch bie Grundzahl g = — a6 


nur nahe g’ —ah” 10 werden. Snöbefonbere nahm Byrg (Arith- 
metifhe und Geometrifche Progreß:Tabulen. Prag. 1620) zum er- 
ften Sliede feiner geometrifchen Reihe == 100000000 = 10° und 
sum zweiten aa—=100010000, daher den Quotienten g= 1,0001 
und fomit ⸗ 0, 0001: ferner feste er die Differenz der arithmeti- 
hen Reihe = 10, alfo = 10°, fo dag r=5 wurbe. Hiernach iſt 


die Grundzahl feiner Logarithmentafel g = 100 (1 —R = 
100 000 999, 055 0012... dagegen die Grunbzahl feines Logarith⸗ 
menſyſtems g’= 10*°%%000%!=-100 001 000, 005 000 016 6.... 


Umftaltungen der Yunctionen. 581 


Wenn man aber von den Byrg'ſchen Logarithmen 5, und von ihren 
Zahlen 8 Decimalftellen abfchnitte, fo wäre ihre Grundzahl 


g"' = (10001). 2,718146 alfo ein Näherungswerth von -der 
Grundzahl 3=2,7182818.. . der natürlichen Logarithmen. Neper 
dagegen (Mirifici Logarithmorum Canonis descriptio. Edinburgi. 
1614) wählte zum erflen Gliede feiner geometrifchen Reihe 
a= 10000000 = 10, zum zweitenag = 9999999, daher zum Quo⸗ 
tienten 9=0,9999999=1—0,0000001, und ſonach »—=— 0,0000001 ; 
ferner zur Differenz feiner arithmetifhen Reihe &= 1, folglich 
=— 10’ und r=7. Somit ift die Grundzahl feiner Bogarithmen- 
tafel g=10"g= 9999 999, dagegen bie Grundzahl feines Kogarith. 
menfuflemes g' = 1071 -00000002 =.9 999 999, 000 000 05... 
Wenn man jedoch dieNeper'fchen Logarithmen negativ nähme und 
fowohl von ihnen ald auch von den Zahlen 7 Decimalftellen abfchnitte, 


1 
fo wäre ihre Grundzahl g" = (1—0°000 000 1)79.9000004 — 
2,71828197, alfo abermal ein Näherungswerth von ber Grundzahl 
A der natürlichen Logarithmen. 

Uebrigend mag noch bemerkt werben, daß einige Schriftfieller 
ſelbſt jegt noch die natürlichen Logarithmen aus geometrifchen 
Gründen hyperboliſche nennen, obgleich die Unſchicklichkeit 
diefer Benennung ſchon längft allgemein anerkannt ifl. 


oo. $ 322. 


I. Subtrabirt man von beiden Theilen der Gleichung (4) 
(in $. 321) die Zahl 1 BR dividirt durch z, fo übergeht ſelbe in 
a—l z*(La)’ 


z a4 nt 2.8 


Laͤßt man nun z ohne Ende abnehmen, fo rebucirt fich dieſe 
Gleihung auf 


*—1 
(5) l=- 
woraus man erfieht, daß ber netürich⸗ kenarithme einer Zahl 4 








7 2 


bie Grenze iſt, der ſich das Verhältnig — ‚ bei der unendlichen 


Abnahme von z, ohne Ende nähert, und daß er demnach nähe: 
34 * 


580 7. Hauptftäd. 5. Abfchnitt. 


1ı\z 5% 
aus (5) =Cı Run nahmen jedoch beibe Gelehrten zum erften 
Gliede ihrer arithmetifchen Reihe Null, nemlih a=0, daher ifl 

I\r 
(1 
Mit Rüdficht auf den Sat 2) in $. 257 kann man aber unter - 
Grundzahl der Neperfhen und Byrg'ſchen Logarith— 


men diejenige Zahl g verftehen, deren Logarithme = ı iſt. Setzt 
man baher eg und r=1, fo gibt die legte Gleichung biefe Grund- 


zahl a98. Diefe Gelehrten wählten aber, um in ihren geome- 
trifchen Reihen faft alle reellen pofitiven Zahlen zu erhalten, den 
Quotienten g nurwenig von der Einheit verichieben, nemlihg—1-rr. 
Snöbefondere wählte Byrg q größer ald ı, folglich » pofifiv, 
Neper dagegen g Peiner ald 1, mithin » negativ. Endlich nahe 
men beide für die Differen, 5 der arithmetifchen Reihe eine ganze 
pofitive Zahl, welche mit dem Zahlwerthe von v in den Ziffern, nicht 
aber in der Stellung des Decimalftriches übereinkommt, nemlich 
ö=+10'v, mobei dad obere Zeichen auf Byrg's, dad untere auf . 
Neper's Logarithmen fi bezieht. Dadurch wird die Grundzahl 


g=alı-4) 10% = aldı-})P]" 10”. Hätten fie nun o wirklich 
unendit ch Hein ‚annehmen können, fo wärein ihrem logaritmiſchen 


Syſteme (1 4? = = A, folglich ihre Grundzahl g' = ah” * ge⸗ 
worden. Weil ſie aber in ihren logarithmiſchen Tafeln v nur f ehr 


Elein annehmen fonnten fo mußte auch die Srundzahl g = — agb 


nur nahe g’ = =ah" Tor werben. Insbeſondere nahm Byrg CArith- 

metiſche und Geometrifche Progreß-Tabulen,. Prag. 1620) zum er- 
ften Gliede feiner geometrijchen Reihe a= 100000000 = 10° und 
sum zweiten a9—=100010000, daher den Quotienten g= 1,0001 
und fomit 2==0,0001: ferner feßte er die Differenz ber arithmeti⸗ 
fchen Reihe = 10, alfo = 10°, fo dag r—=5 mwurbe. Hiernach iſt 
die Grundzahl feiner Logarithmentafel g = 10° (10001): — 
100 000 999, 055 0012... dagegen die Grundzahl feines Logarith⸗ 
menſyſtems g’== 10°49%09%:=-100 001 000, 005 000 016 6.... 


Umftaltungen der Functionen. 531 


Wenn man aber von den Byrg’fchen Logarithmen 5, und von ihren 
Zahlen 8 Decimalftelen abfchnitte, fo wäre ihre Grundzahl 


g"' = (1'0001)9°.9°1—2,718146 alfo ein Näherungswerth von-ber 
Grundzahl A=2,7182818... der natürlichen Logarithmen. Neper 
dagegen (Mirifici Logarithmorum Canonis descriptio. Edinburgi. 
1614) wählte zum erften Gliede feiner geometrifchen Weihe 
a = 10000000 = 107, zum zweitenag—=9999999, daher zum Quo⸗ 
tienten g=0,9999999=1— 0,000000 1, und fonach o=— 0,0000001 ; 
ferner zur Differenz feiner arithmetifchen Reihe 0 1, folglich 
=— 10’, und r=17. Somit ift die Grundzahl feiner Logarithmen⸗ 
tafel 9=10"4=9999 999, dagegen die Grundzahl feines Kogarith. 
menfoftemes g‘ = 107290000001 —.9 999 999, 000 000 05... 
Wenn man jedoch dieNeper’fchen Logarithmen negativ nähme und 
fowohl von ihnen ald auch von den Zahlen 7 Decimalftellen abfchnitte, 
1 


fo wäre ihre Srundzahl 9" — (1—0'000 000 17799000004 — 
2,71828197, alfo abermal ein Näherungdwerth von ber Grundzahl 
A der natürlichen Kogarithmen. 

Uebrigend mag noch bemerkt werden, daß einige Schriftfieller 
felbft jegt noch die natürlichen Logarithmen aus geometrifchen 
Gründen hyyperboliſche nennen, obgleih die Unfchidlichkeit 
diefer Benennung ſchon längft allgemein anerkannt ift. 


\ 6 322. 

I. Subtrabirt man von beiden Theilen der Gleichung (4) 

(in $. 321) die Zahl 1 und dividirt dur) =, fo übergeht felbe in 
a—1 Lo)! z’(La)°’ 
zZ =La+ 7, + 23 +... 

Läßt man nun z ohne Ende abnehmen, fo rebucirt fich biefe - 

Gleihung auf 
_—ı 
(5) =" > 
woraus man erfieht, daß der natürliche Logarithme einer Zahl a 

| 2 


die Grenze ift., ber ſich das Verhältnig 7 


Abnahme von z, ohne Ende nähert, und daß er demnach nähe: 
34 * 











‚ bei der unendlichen 


582 7. Hauptſtuͤck. 5. Abſchnitt. 
rungsweife berechnet werden könne, indem man aus der Zahl a 


immer höhere und höhere Wurzeln, etwa wieberholt die zweite 


Wurzel zieht, und ben Ueberfchuß diefer Wurzel Über die Einheit 
mit dem Wurzel Erponenten multiplicirt. 

Zieht man aber aud irgend einer reellen pofitiven Zahl a all- 
mälig höhere und höhere Wurzeln, fo nähern fi dieſe immer mehr 
und mehr ber Einheit, daher kann man jeberzeit einen fo großen end⸗ 


lichen Burzel-Erponenten » finden, daß Va= 1 und der Zahle 
wertb von 2 ſchon kleiner als 1 ausfällt; wonah a = (1-48)* 
fein wird. 
Sept man nun in ber Gleihung (5) 
s= (14%), 


fo übergeht fie in ara ET, 


fotglih ft. 1LCi-2) rn 


oder wenn (14-2) nad de vom binomijchen Lehrfage entwidelt wirb, 


L(I) 2 2 —— 224 mm ee „ 
( a —2)(n2—3) 
Ulmer year mr Tann 2 a 


Da jedoch in diefer Gleichung = unendlich Mein und n endlich 
vorausgeſetzt ift, fo hat man eigentlich 


| 3 1 
(6) Li+s)=s— 7224 —X 2%“ 
Die hier vorkommende Reihe convergirt (nach $. 818) ficher, 


wenn der Zahlwerth von s, wie hier vorausgeſetzt wurbe, Bleiner 


ale ı iſt, und eignet fich daher zur Berechnung netuelicher Loga⸗ 
rithmen. 


I. Wählt man gegenwärtig eine beliebige Zahl a zur Grund⸗ 
zahl eines Togarithmifchen Syſtems, welches wir durch Borfegung 
der Sylbe Log bezeichnen wollen, r ift (nach $. 271) X 


Log a4) LG) 
oder wenn man der Kürze wegen 


Umſtaltungen der Zunctionen. 588 
i 
(7) I = 
fegt, Log (143) = AL(i-+3), nemlich 


1 ] l 
(8) Lg I+) A(æ - 38 32 — ;2'"+... 


Dieſe Zahl 4 = , womit die natürlichen Logarithmen zu 
multipliciren find, um in Zogarithmen besjenigen Syſtems, deffen 
Grundzahl a ift, verwandelt zu werden, nennt man den Modul 
bes letztern Syſtems oder der Grundzahl a. Da überdies mit Rück— 
fiht auf die Gleichung (5) 

_E_ 
(9) A=a_-1 
ift, fo leuchtet ein, daß der Modul des logarithniiichen Syſtems, 
welches zur Grundzahl a hat, die Grenze ne ber fich bei dem unend: 


lichen Abrehmen von 2, das Berhättniß =— z ohne Ende nähert, 

weßwegen er blos von der Grundzahl a allein — Daß übrigen: 
| a , 1 

für a=h da Modul 4 * yı werbe, iſt aus A= iz klar. 


IH. Aus der Gleichung (8) laſſen ſich noch andere, mehr 
convergirende und für die Berechnung von Logarithmen brauch: 
barere Reiben ableiten. Zu biefem Zwecke fegen wir in ihr — 
flatt =, wodurch 

1 1 1 
Log I-9)=43— 38° 3 — ,3°— . ..) 
erhalten wird, welche Gleichung von (8) fubtrahirt die Gleichung 
I-2% l 1 1 
(10) Log ist] s’+,8’+...) 
übrig läßt. Die hier vorfommende Reihe bietet bereitd den Vor⸗ 
theil, daß alle ihre Glieder einerlei Vorzeichen befigen und, fobald, 
3 ein kleiner echter Bruch if, rafch convergiren. Setzt man dem⸗ 
1 
nad 23 indem man #1 vorausſetzt, fo erfolgt 


1 1 1 1 
a) erlitt t- u.) 


582 7. Hauptſtuͤck. 5. Abſchnitt. 
rungsweife berechnet werben könne, indem man aus der Zahl a 
immer höhere und höhere Wurzeln, etwa wieberholt bie zweite 
Wurzel zieht, und den Ueberſchuß diefer Wurzel über die Einheit 
mit dem Wurzel Erponenten multiplicirt. 

Zieht man aber aud irgend einer reellen pofitiven Zahl = all- 
mälig höhere und höhere Wurzeln, fo nähern ſich diefe immer mehr 
und mehr ber Einheit, daher kann man jederzeit einen fo großen end⸗ 


lichen Burzel-Erponenten » finden, daß Ve= 1-48 und der Zahl« 
wertb von 2 fchon Fleiner als 1 ausfällt; wonach a —= (1-48) 
fein wird. 

Sept man nun in der Gleihung (5) 


s= (142), 
fo übergeht fie n »Lu+z aan am ; 


ſoiglich iſt Li-te) = ae 


oder wenn (1-4-2)" nahe vom binemiichen Behrfahe entwidelt wirb, 


149 = el u een „ 
( n —2)(nc—3) 
. 


Da jedoch in dieſer Gleichung z unendlich Mein und a a end 
vorausgeſetzt ift, fo hat man eigentlich 


1 1 1 
(6) Li-) - 72 — 3 .. 
Die hier vorkommende Reihe convergirt (nach $. 813) ſicher, 


wenn der Zahlwerth von s, wie hier vorausgefegt wurde, Bleiner 


als ı iſt, und eignet fich daher zur Berechnung neturlicher Loga⸗ 
rithmen. 


II. Wählt man gegenwärtig eine beliebige Zahl a zur Grund⸗ 
zahl eines Togarithmifchen Syſtems, welches wir durch Borfeßung 
der Sylbe Log bezeichnen wollen, — iſt (nach $. 271) X 


Log Ute) —R 
oder wenn man der Kürze wegen 


Umſtaltungen der Sunctionen. 538 
j 
(7) 18 
ſetzt, Log (143) = AL(1-45), nemlich 


1 l l 
(8) Lg I) A(ę — 5’ +33’— 52" +-- 


1 un . 

Diefe Zahl A =rz, womit die natüriichen Logarithmen zu 
multipliciren find, um in Zogarithmen desjenigen Syftems, deffen 
Grundzahl a iſt, verwandelt zu werden, nennt man den Modul 
des letztern Syſtems oder der Grundzahl a. Da überdies mit Rüd: 
fiht auf die Gleichung (5) 

z 
(9) 4 *7 
iſt, ſo leuchtet ein, daß der Modul des logarithmiſchen Syſtems, 
welches zur Grundzahl a hat, die Grenze iſt ber ſich bei dem unend⸗ 


lichen Abrehmen von =, das Verhaͤltniß — ohne Ende naͤhert, 


weßwegen er blos von der Grundzahl a allein abhängt. Daß übrigen: 
fr , 1 

für a=h da Modul 4 = >1 werde, ift aus 4=:7 klar. 

IN. Aus der Gleichung (8) laſſen fid noch andere, mehr 

condergirende und für die Berechnung von Logarithmen brauch: 


barere Reihen ableiten. Zu biefem Zmede feßen wir in ihr — 3 
flatt s, wodurch 


1 1 1 
Log (1-2) 4 -32- 3 - 12—- ...) 
erhalten wird, welche Gleichung von (8) ſubtrahirt die Gleichung 
14 l 1 1 

(10) Log ———— s’+;s’+-.- .) 

übrig läßt. Die hier vorfommende Reihe bietet bereitd den Vor⸗ 
theil, daß alle ihre Glieder einerlei Vorzeichen befigen und, fobald, 
3 ein kleiner echter Bruch ift, rafch convergiren. Setzt man dem- 








1 
nad) 23 indem man #1 vorausſetzt, fo erfolgt 


A 1) Log —— * + + it Jr 





582 7. Hauptſtuͤck. 5. Abfchnitt. 
rungsweiſe berechnet werben Tönne, indem man aus ber Zahl a 
immer höhere und höhere Wurzeln, etwa wieberholt bie zweite 
Wurzel zieht, und ben Ueberfhuß diefer Wurzel über die Einheit 
mit dem Wurzel Erponenten multiplicitt. 

Zieht man aber aus irgend einer veellen pofitiven Zahl a all- 
mälig höhere und höhere Wurzeln, fo nähern fi diefe immer mehr 
und mehr ber Einheit, daher kann man jeberzeit einen fo großen end⸗ 


lichen Wurzel-Erponenten » finden, daß Vae= 1-48 und der Zahl- 
werth von z fehon Beiner als 1 ausfällt; wonach a (14 
fein wird, 

Segt man nun in ber Gleichung (5) 


s= (143%), 
fo übergeht fie in ,2.(14) * Br y 
folglich ft . L(1-+2) = en 


oder wenn (1 42)* nah de vom binomijchen Lehrfaße entwidelt wird, 


La4s)=s + — u ee, 
C _n —2)(ng—3) 
Ale ur ru 


Da jedoch in biefer Gleichung z unendlich Mein und % nen 
vorausgeſetzt if, fo hat man eigentlich 


1 | 
(6) L(I) =:— 7s824 5 s — ns ... 
Die hier vorlommende Reihe convergirt (nach $. 813) ficher, 


wenn der Zahlwerth von s, wie hier vorausgefegt wurde, Peiner 


als ı ifl, und eignet fich daher zur Berechnung varteihe Loga⸗ 
rithmen. 


I. Waͤhlt man gegenwärtig eine beliebige Zahl a zur Grund⸗ 
zahl eines Yogarithmifchen Syſtems, welches wir durch Vorfekung 
der Sylbe Log bezeichnen wollen, " ift (nach $. 27 m X 


Log a49= = —RX 
oder wenn man der Kürze wegen 


Umftaltungen der Sunctionen. 538 
1. 
(7) 1° 
fest, Log (I+43) = ALU), nemiich 
I 
(8) Log +2) = A@— zs’+ ist sc... 


1 ge F 
Diele Zahl A —77 ;, womit bie natürlichen Logarithmen zu 


multipliciren find, um in Logarithmen desjenigen Syſtems, deſſen 
Grundzahl a iſt, verwandelt zu werden, nennt man den Modul 
des legtern Syflems oder der Grundzahl a. Da überdies mit Rüd. 
fiht auf die Gleichung (5) 

z 
(9) =] 
ift, fo leuchtet ein, daß der Modul des logarithmiſchen Spftems, 
welches zur Grundzahl a hat, die Grenze Mi ber fich bei dem unend⸗ 





lichen Abrehmen von z, das Verhaͤttniß X z ohne Ende nähert, 

weßwegen er blos von der Srundzaht a allein ehhegt Daß übrigen> 
1 

für a=%h da Modul A= = 1 werde, ift aus A= iz flar. 


M. Aus der Sleihung (8) laffen fi) nocd andere, mehr 
convergirende und für die Berehnung von Logarithmen brauch: 
barere Reiben ableiten. Zu dieſem Zmede feßen wir in ihr —s 
flatt =, woburd 

1 1 1 
Log (I-) ⸗ - 38°’ 3z 2 - 12—- ...) 
erhalten wird, welche Gleichung von (8) ſubtrahirt die Gteichunz 
1—2 1 1 1 
(10) Log FE gaa+ist+isr+leth...) 
übrig läßt. Die hier vorfommende Neihe bietet bereitd den Vor⸗ 


theil, daß alle ihre Glieder einerlei Vorzeichen befiben und, fobald, 
3 ein Peiner echter Bruch ift, rafch convergiren. Sebt man dem⸗ 





1 
nach =. indem man #1 voraudfekt, fo erfolgt 


1 1 1 1 
(11) result aatnt .) 


534 . 7. Hauptftüd. 5. Abſchnitt. 

Um mit Hilfe dDiefer Reihe die Logaritbmen aller gan- 
zen Zahlen berechnen zu können, wozu ed gemägt, auf biefem 
Wege nur jene der Primzahlen zu fuchen, weil aud ihnen die der zus 
fammengefesten Zahlen durch Addition leicht berechnet werben können, 


fee man —+t-,adou=_. ; 
dadurch wird 


(13) 1 = + Fer +..]. 


Da diefe Gleichung auch noch die Geftalt 
8 1 5 
(18) Loge=Logy-+24 Er HE) +; 2 +..] 


anzunehmen vermag, fo .gibt fie auch Anleitung, wie man aus 
dem Logarithmen einer Zahl y jenen einer größeren Zahl — berech⸗ 
nen könne; zugleich ift fie die unerfchöpflihe Quelle von anderen 
weit mehr convergirenden Reihen, deren Kenntniß jeboch gegen- 
wärtig, wo bie erforderlichen Logarithmentafeln bereits berechnet 
find, keinen erheblichen Nuten barbietet. Deßwegen fol nur 
noch bemerkt werben, daß man mitteld ber vorftchenden Reihen 
Log nat 10=2,8025851..., folglid) den Modul ded Brigg’fchen . 


1 
Syſtems = = Dog nat 10 — 0,4342945 ... findet. 


IV. Nimmt man in der Gleihung (13) die Zahl z um eine 
die Einheit nicht Überfteigende Zahl » größer als „, nemlih z==y-o 


an, fo wird | r=,n=n-G)+ )..., 


folglich 
. \ 2: 
Lo ot = 1ertal) HH)". ]- 
Sf nun die Zahl y fo groß, daß fchon das zweite Glied 
2 8 
24. 4 4757 ſelbſt für 511 auf die letzte zu beſtimmende 


Deriinahiffe des Bogarithen feinen Einfluß mehr nimmt, fo 
hat man Äußerft nahe 


A 
Log (yo) — Log y =, 


4 


Umftaltungen der Yunctionen. 585 


ja fogar für „= ı auch noch 


Log y+D-Loegy=S. 
Aus diefen zwei Gleichungen folgt 
Log (yo! —Logy=rlLog(y+1) —Logyl, 
daher auch 
Log(y+o) =Logy + olLegy +1) — Logyl, 
wodurch bie in $. 268 erörterte Berwentung ber logarith- 
mifhen Proportionaltheile begründet if. 


F. Umkehrung der Reihen. 
$. 328. 


I. If eine Potenz einer veränderlichen Größe y burdh eine 
unembliche , nad) Potenzen einer anderen Veränderlichen z fortlau: 
fende, convergente Reihe auögebrüdt, und will man umgekehrt eine 
Potenz ber letzteren Veränderlichen z durch eine unendliche conver⸗ 
girende Reihe der erfteren y ausdrüden; fo heißt dieſes Problem 
die Umkehrung ber Reihen und kann auf Folgende Weife 
gelöft werden. 

Sein z und y durd die Gleichung 

V=Ar th tt at... 
verbunden, in welcher ber Erponent 2 von Null verfchieden fein, 
folglich fein conflantes Glied vorfommen fol; und man ſuche bie 


Potenz z' dur) y auszudrüden. 


Zur Vereinfachung der Auflöfung diefer Aufgabe feße man 
1 


z"=u, alfo zu", ferner, nachdem man bie vorliegende Bezie⸗ 
hungsgleichung durch Ao getheilt hat, 


Y _ dr _ Ar _ > 
A 4, Ma A Ryrr® 


und endlich 7 r; dadurch wird 


— ... 
Um die Aufgabe aufzulöfen, wird es hinreichen, wo möglich, 


zuerſt u durch » audzubrüden, weil dann die Potenz z' oder u" 


% 
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leicht durch v, fulglich wegen KH, auch darch y ausgedrückt 


werden kann. Zu dieſem Zwecke ſchreiben wir die letzte Gleichung 
in der Form 
| o=ultautautautt.. .) 
und beftimmen hieraus 
1 
ZU > aut tat..." 
Setzen wir noch zur ferneren Vereinfachung u’ = w, fo ha- 
ben wir 
_ 1 
UZU 1 got tat... 
Entwideln wir den lebten Bruch (nad) $. 317) in eine un⸗ 
endliche Reihe, ſo erhalten wir 
u=rKlraetawraw’t+ ...), 
wo bie Coefficienten on, as, a", ... aus den befannten 
Gi, Ge, Gay + » . ohne Schwierigkeit berechnet werben können. 
Sem wir ferner ben legteren Ausbrud von u in bie Gleichung 
v=u, fo | fi) 
=r(l+um+o RR RER 24. —8 
oder, da die * Potenz nach dem binomifchen Lehrſatze (5. 818) 
entwickelt die Function 
—VX—— 
darbietet, in welcher bie Coeffitienten pr, pa; fa, ... durchge⸗ 
hends bekannte Ausdrücke ſind, 
J ————— ). 
Nun iſt nach dem Obigen 
u=otrmdau trawrant+ ...), 
ober wenn wir für ben erften Factor 0 feinen Ausdruck fhreiben, 
u=otr!t"(i+pwtpeW’+ ...) (u tawraw!+ ...) 
und nach verrichteteer Multiplication 
v=ıotrr!ts rw rasettra ot...) 
ober uv=ortramt Het ol, +razora tt...) 
Seben wir auch hierin an bie Stelle des erften Factors wo feinen 
Ausdrud, fo erhalten wir 
u=rtap HI +pw tr wi+..Karta'sora' tt.) 
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: ober nach vollbrachter Multiplication 
u=rtar!t" Hart" Hit ra ra ot... .). 
Wiererholen wir diefed Verfahren fo weit aldnöthig, fo finden wir 
be A A EA .. 
als Refultat der Umkehrung der Reibe 
r=utrau' Haut Hat... 


Um noch =’ zum beflimmen, erwäge man, daß zu", mitbin 
i 
zu”, ober, wenn man -—r ſetzt, != ut il. Hiernach fin- 


bet man 

elta Hart H+... )I oder 
| =A(ll+am Faso" + ...)T ober, wenn man tiefe 
Potenz nach dem binomifchen Lehrſatze ($. 318) entwidelt, 

= I +0 +ßao"rBev” +. - . 7, 

nemlich 

— ——— 
Schreibt man hierin für 2, g, r Ihre Ausdrüde und 

Bo, Bı, Be, Ba, . . . fall 45; run es 
fo bat man „eis bie orange Don 

X 


a a a... 
wo nur noch (nach $. 818) die Sonvergenz ber gefundenen unenbli- 
chen Reihe zu unterfuchen ift. 

- I. Um das bier in Anwendung gebrachte Rechnungsverfahren 
durch ein Beif Pie ‚u erläutern, je die Reihe 


v=.+7 + str st - 
umgekehrt und z Dur y ausgebrüdt werben. 


Hier iſt 
m’ 8 
yvetstsstnant 
alſo 
1 
2* 


147 —745 tn 3. + 
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oder wenn die gebrochene Function in eine Reihe entwickelt wird, 


1 1 1 
z=y(l—;2 +77 - 730° ... ) 
Daraus folgt 


1 
z=y4ya (—; +2 — 720 5°. + .), ober wenn man 
für den erſten Bern EZ In Ausdruck fchreibt, 


1 1 1 
öα —- 2 +7 nr .. K-3 173877907) 
N 
aut aerls er 
1 ı 2 0 1 
s=y— zy'ty’z ( at azar...). 
Hieraus findet man wieder “ 


2=y-y’tyü-; je +22" 36- —— ...) 


D 


ober 2 tt +22. ..). 

Die hinreichend ausgebehnte Fortſetzung der Rechnung gibt 

1 1... 1 1 1 

endlich my J try’ 
welche Reihe ſicher convergirt, wenn ber Zahlwerth von ꝙ kleiner 
als ı iſt. 

Bei diefem WBeifpiele kann man fich leicht von ber Richtigkeit 
des Mefultated überzeugen. Sest man nemlih in der Blei: 
hung (8), 6.82) = + RER. hen. 


fo verwandelt fie fi in ' —=14y, y 
folglich iſt ——— 
oder nach 8. 822, Gleichung (6) 


1 1 1 j 
s=y—ıy'+ sy’ uy't--- 
MI. Enthält die umzukehrende Reihe ein conflantes Glied, 


iſt nemlich in der vorgelegten Sleihung m==04s folglich 
y= AtAztAs"+A2”+-.-, 
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fo hat man | 
Y-A=AP+A2” 4A”. , 
oder wenn man , y—-A=s fett, 

| 3— Az+Ac®+Ac®+ “... i 
wo bie Umkehrung nach der früher befchriebenen Weife ausgeführt 
werden fann. 





VI. Abſchnitt. 


Methode der unbeſtimmten Coefficienten. 


$. 324. 


l. Soll eine in der endliden Form 
Ar+Be+Cz +... +Mz" auftretende Junction einer 
Veränderlichen z, für jeden zwifchen zwei beſtimm— 
ten Grenzen a und ß liegenden reellen Werth ihrer 
VBeränderlihen, ohne dag eines ihrer Ölieder unent- 
ih groß ausfällt, verfhwinben; fo müffen ihre 
fämmtlihen Enefficienten Aa, B, C,... M Rull fein, 

Befteht memlich die Gleichung 

Ar’+ BP +C2’+... +Mo—=0 
für alle zwifchen z=a und zB liegenden reellen Werthe von z, 
fo ft A=0, B=0, C=0,...M=0. 

Denn wollte man die Richtigkeit diefer Behauptung nicht zu- 
gefteben, fo fei r die Anzahl der Glieder ber zu betrachtenden 
Function. Num könnte man in der beftehenden Gleichung für bie 
Variable z gewiß immer r verfchiedene, von einander völlig unab- 
bängige, zwifchen « unb ß liegende Werthe von der Beichaffenheit 
fegen, daß Feine der fo gewonnenen Gleichungen eine Zolge einer 
anberen ift. Aus diefen r Gleichungen ließen fich aber die nur in 
der erften Potenz vorfommenden r Coeffiienten A, B, C,..- M 
durch jene gewählten r Werthe von = beflimmen und bie für fie 
gefundenen Ausbrüde in die fupponirte Gleihung einführen. 
Könnten nur einige ober alle diefe Coefficienten von Null verfchies 
den ausfallen; fo müßte die fo mobificirte Gleichung auch noch 
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für jeden der unzähligen übrigen, zwiſchen « und ß gelegenen, 
Werthe von z Statt finden und folglich eine Abhängigkeit jedes 
folchen Werthes von den früher fubflituirten » Werthen mit Be 
flimmtheit zu erkennen geben, ‚welche Abhängigkeit jeboch ſchlech⸗ 
terdings unbenfbar und ungereimt ift, weil faämmtliche zwifchen 
a und ß liegenden Werthe von = ber Sleihung Genüge leiften 
folfen, mithin nicht von einander abhängig fein können. Werden 
dagegen alle Eoefficienten ohne Ausnahme gleih Null, fo tritt 
keine folche Ungereimtheit ein, folglich, fann nur diefer Fall Statt 
finden. 

II. Da diefer Sat nothwenbig für jebe noch fo große Anzahl 
. von Gliedern der Function Az'+Br’+Cx’+... + 4x” bewiefen 
it, fo laͤßt fich feine Giltigfeit auch dann noch zugeflehen, wenn 
diefe Function aus unendlich viel Gliedern befteht oder eine un- 
endliche Reihe ift, und die Veränderliche z, falls diefe Function 
insbefondere ganz, alfo Teiner der Erponenten a, d, c,... negativ 
wäre, alle reellen Werthe von —co bi8 +20 anjunehmen vermag. 
Gilt nemlih die Sleihung | 

Az’+Be’+C2'+...=0;- 
deren erſter Theil eine ganze Function iſt, "für alle möglichen 
Werthe von z, fo hat man ſtets 
A=0, B=0, C=0,... 


$. 325. 


I. Sin wei ganze Functionen, in denen bie 
nach einander folgenden Potenzen ber veränderli- 
hen Größe diefelben Erponenten befigen, für alle 
reellen Werthe diefer Veränderlihen gleich; fo 
müffen die Eoefficienten der gleichhohen Potenzen 
beider Sunctionen gleich fein. Iſt nemlich für alle mögli: 
chen Werthe von = 

| Az*+Ba’+ Cl + az +2’ ta + 
fo hat man A=a, B=ß, C=y,--. 

Denn biefer Gleihung läßt fi die Form 

YU-)erHÖB-HerHlc-Prt+...=0 
ertbeilen, in welcher fie (vermög $. 524, ].) nur für 


⁊ 
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A-a==0, B—-2=0, C-y=0,... 
nemlich für A=a, B=P, C=y,...befiehen Tann. 
N. Auf diefen Satz gründet fich diejenige VBerwandlungdweife 
der Functionen einer Veränderlichen, welche die Methode der 


unbeflimmten Coefficienten heißt. Diefe beficht dem We 


. fentliden nad) darin, dag man bie zu verwantelnde Function einer 
anderen Zungtion von gewählter Form, gewöhnlich eimer nach den 
Hotenzen der Variablen, meiftens fleigend, geordneten unendlichen 
Reihe gleich ſtellt, in diefer die vorfommenden unveränderlichen 
Coefficienten vorerft ald unbekannt oder unbeflimmt anfieht und 
nachher dadurch berechnet, daß man auf eigenthämliche Weifen, 
die jedech nicht auf völlig beflimmte Regeln zurüdgeführt werben 
können, zwei gleiche ganze Functionen derfelben Veraͤnderlichen 
aufzuftellen fucht, fofort die Goefficienten der in ihnen erfcheinen- 
den gleihhohen Potenzen der Veraͤnderlichen einander gleich ſetzt 
und aus diefen Gleichungen die in ihnen flehenden noch unbeflimme 
ten Eoefficienten ermittelt. 

It. Sollte aber die vorgelegte Function fich nicht auf die will⸗ 
kürlich gewählte Form zurüdführen laffen, fo wird dieſes daraus 
erfannt, daß man bei Derechnung ber unbeflimmten Coefficienten 
auf Widerſprüche ftößt. Da man jedoch umgekehrt, wenn diefe Coeffi⸗ 
cienten ohne Ungereimtheit fich beflimmen laffen, nicht immer mit 
voller Sicherheit behaupten kann, daß die gegebene Function die 
ihr zugebachte Form anzunehmen vermag; fo ift es erforderlich, 


die Zuläffigkeit diefer Form auf eine, von der einzuleitenden Redy:= 


nung unabhängige, Weiſe in vorhinein nachzuweiſen, weil nur da» 
durch jeber weitere Zweifel fich befeitigen läßt. Um wenigftend in 
einigen von jenen Faͤllen, wo bie gegebene Function in eine un⸗ 


endliche Reihe aufgelöft werben fol, diefe Form fchon voraus mit 


Beflimmtheit' angeben zu können, dient folgender Lehrſatz. 
Werden zwei ober mehrere Functionen von der 
Form A+rBz’+Ce”"+De”+..., wo dad von = unab- 
bängige Glied A von Null verfhieden und n reell 
ifl, entweder zu einander abdirt, oder von einander 
fubtrabirt, oder mit einander multiplicirt, ober 


wirb eine folhe Function durch eine zweite dividirt, 
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oder nach einem ganzen pofitiven Erponenten po 
tenzirt, oder zieht man auß ihr eine durch einen‘ 
ganzzahligen Erponenten angedbeutete Wurzel, 
oder erhebt man fie zu einer von was immer für 
einem reellen rationalen oder irrationalen Erpo- 
nenten angegebenen Potenz, fo erhält man jeber- 
"zeit wicder eine eben fo geftaltete Funcsion zum 
Refultate. 

Die Nichtigkeit dieſes Satzes erhellet aus der unmittelbaren 
Ausführung und dem ununterbrochen gefegmäßigen Fortfchreiten 
der angeführten Operationen und läßt fid) zu leicht nachweifen, als 
daß dies nicht Dem Leſer felbft überlafien bleiben ſollte. 


, $. 326. 

Schreiten wit gun jur Anwendung der Methode 
ber unbeflimmten Evefficienten unb nehmen wir zum 
erften Probleme 

I. die Beffimmung der Partialbrüde gebrode 
ner $unctionen. Nah den in $. 315 gepflogenen Unterfuhun: 
gen läßt jich die Form der Partialbrüche einer gebrochenen Func⸗ 
tion beftimmt angeben. Man wählt nemlich zu Nennern der Par: 
tialbrüche die Zactoren des Nennerd bed zu zerlegenden Bruches 
fo, daß fein Nenner eines Partialbruches mit irgend einem der 
übrigen einen gemeinfchaftlichen Theiler habe; zum Zähler eined jeden 
Yinzelnen Partialbruches aber fehreibt man eine ganze rationale mit 
unbeſtimmten Coefficienten auögeftattete Function, deren Dimen- 
fion nur um 1 geringer als die ihres Nenners. ift; endlich fchreibt 
man, fall die zu zerlegende gebrochene Function unecht wäre, zu 
ſämmtlichen Partialbrüchen noch eine ganze rationale Function bei, 
deren Dimenflon jene des Nennerd zur Dimenfion des Zählers 
ergänzt. Bringt man nun aus der Sleihung, welche in dem einen 
Theile die zu zerlegende gebrochene Function und in dem andern 
ale ihre Partialbrüche fammt der ganzen Function enthält, die 
Nenner durch Multiplication hinweg; fo gelangt man jeden Falls 
zur Gleichheit zweier ganzer rationfler Functionen, aus welder 
fi) die zur Ermittlung der noch unbeflimmten Eoefficienten erfor« 
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derlichen Gleichungen folgern laffen. Da tin diefen Gleichungen kei⸗ 
ner diefer Goefflcienten mit einem andern multiplicirt wird, fo kön⸗ 
nen dieſe Eoefficienten und fomit auch die verlangten Partialbrüde 
leicht gefunden werben. 


1. Beiipiel. Hat man den Brud) — in Partial⸗ 


a’z— x? 
brüche aufzulöfen, fo feße man 
1 I A B 
a’z-2° za-z)atz) zr at atz’ 
und befeitige die Nenner, wodurd) man 
1= Aa— 2) + DI Kat DI + Cla—z)z, 
oder 1=at4taB+- O)e-H-A+B- O)e® , 


folglich “Am, B+C=0, —A+B-C=0, 
und fomit A=- =, BF - 383 =; erhält. 
D ch it — u — —— 
arnach az az + 2aKa—z) 20a+=) ® 


[4 


4 2_g9m3 
Pu} Beifpiel, Der Bruch - I-etle'sta'n2e 2— — — — verde in 





a’z— x? 

Partialbrüche zerlegt. Hier wi mn 

1—- +20’z+2°— 22° 

tat apart btBetRer, 


folglich hat man 

1—c+20’2+2°— 22° =a'4+(aB+actatD’cH+ . 
| (—A+B- Cta!Da°’-+(A4’F—-Diz’—-Er"'— Fa’ 

und hieraus 

a’4A=1, aB+al-ta’D=2u*—1, —A+B—-CHe’E=1, 
aF—D=0, E=0, F=2. 

Diele Sleigungen geben 
=, B= er, ste (= 
und fomit iſt 

1—e+20 ‚are 22" _ 1—a-/-a° I+a+a*® 
a’c— x” * Fan) 3a(a—z) — 
+20’+20*. 


— Hei ‚„D=28, E=0, F=3, 
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V. Entwidlung der Logarithbmen in Reihen. 
Sol in einem logarithmifchen Syſteme, deffen Grundzahl a if, 
und befien Logarithmen wir durch Vorſetzung der‘ Sylbe Log 
bezeichnen werben, der Logarithme des Binomd I = in eine 
unendliche Reihe entwidelt werden; fo nehme man an, es könne 
diefe Reihe, weil fie für z=0, eben fo wie Log(1+2), verſchwin 
den muß, die Form Authst herr. . befigen, folglich 
die Gleichung 

Log A+z)= Az +4A2’+Az’+... +A0’+... 
beftehen. Erſetzt man hierin bie Beränderliche z durch eine von ihr 
ganz intependente Variable y, fo muß auch 


Log i+y)=Ayt Ay’ + Ay’... 
fomit, wenn man beide Gleichungen abbirt , 
Log A+ DI +Log ty) =A2 + As2!+... FAZ’: 
+Ay+Ay’+-.. 
fein. Es ift jedoch auch 


Log 1-+=)+Log 14) =Log [(I-Fz) (a 4Yy)] 
=Logli+z+(1+z=)yl=Logli+elı+ ‚te y)l, 


und wenn man in ber für Log(i-+z) aufgefielten Entwidiung 


z(l +22 y) flatt = Tchreibt, 


Log I+2)+Log 4) =Aızti+ — har ıt2, 


Hart ey tat pr. 
ober endlich, wenn man bie im zweiten heile der Bit vor: 
fommenben Potenzen entwidelt, und alles nach y orbnet, 

Log (1+2)+-Log I4N) = Ast Az? + As2’+ . FA” 
4ya+a) (+24 43 42'+...+040”"+ ...) 
+y’t+z)AH+ «te. 

Hält man diefe zwei Ausdrüde von Log (I+z)-+-Log (1-4y) 
an einander und feht, indem man vorläufig blos y alß veränderlic, 
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z aber ald conflant anfteht, die in ihnen vorkommenden GCoeffie 
cienten ber erſten Potenz von ꝙ fich gleich ; fo hat man 
A-+2)(A-+242-4342°+... nA +. JA 
oder 
A+34|l0+34|2°4442’+...+n 4 N _ 
+ A| +24| +34 ee + — Au 


Laͤßt man gegenwärtig auch die Größe = veränderlic werben, 
fo erhält man bie Gleihungen 





A=4A A = Aı 
1 

24, A 0 und hieraus die 4. * - 3 4 
1 

3424. =0 Snefficienten A= 34 
1 

44434A = A=—j4ı 
| 1 

nAHR— DA =] AN Ar 

Sonach iſt 


| l 1 1 
Log i+z)=Aı (3 +32’ —- 17°...) 
Um den Coefficienten Fa beflimmen, bemer!e man, daß, 
weil a die Bafis des in Unterfuchung ftehenden Logarithmen ifl, 
a“ — —— — 
fein müäffe; mithin iſt auch 
here tee 


ober, wenn die lebte Potenz (nad) II.) entwidelt wird, 


garu-2t," 2 1414 1.2 +7 3.3 + ... 


gäßt man hierin 2 ohne Ende abnehmen ober in Null über⸗ 
gehen, fo erfolgt 
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1 1 1 
Air atTg 3 tT.a.3. gr >27182818...=4, 


ı 
wornach a=hfı, mithin z=ls und A, =: wird, 


Dem gemäß if für die Logarithmen, denen bie Grundzahl a 
angehört, | 

ut =(e-; 72 a’ ıat.. ..) 

Für natürliche Logarithmen insbefondere if a=A, u=LA=1, 
daher Lat=2-ie ti. 0. 

VI Umkehrung der Reihen. Beſteht zwifchen einer 
Beränberliben z und ber von ihr abhängigen Größe gy bie 
Relation 

V=AatAet tet str . u 
und ſoll umgelehrt die Potenz =! durch die Variable y ausgebrädt 
werben; fo kann dieſe * Folge 22) nur bie Form 

ic"8n 
ta Hy Hay hen, 
befigen, in welcher blos noch bie Goefficienten 30, Bi, Be, Ba, - - - 
zu beflimmen find. Im diefer Abficht bilden wir von y* nach den 


2 
Erponenten —, * un ... bie Potenzen 


7 u SR 1 ge 
y P] y y y I y yo co 
dadurch erhalten wir 


„* AA. 


=g (AotAı2” +Ast+.. 

ober weil bie letzte Potenz (vermög $. * und 835, IN.) tie Form 
| a+a2+0,2” +2” +. . 
annimmt, in welcher die Goefficienten ao > Gr, Ggy.. aus ben 
Coefficienten Ao, Ar, Az, . - - beflimmt werben, 
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"- X0+02+22”" 024... | - 
ne? . 
Berner ift 
* * = At+AD Ar FA”. - y. 
= et rettet +. . 
— =bet, ztr5, nn, 
„ — Bee HR — — —— — — Act .. * 
— — — æ.. 
α. 
Far 4-42” 142° +. .. —— 
=Et.d+ahrP td”: . 
a ... 
u. f. w. | 


Subflituirt man nun diefe Ausbrüde in jenem von z', fo 
ergibt fich 


„ech 





= Bortaı Boa" +a,Bo\e'""-+osBo are... 
BB!) +B| ' HB +--- 
-cB. —+tı B. +... 
ta) +» 
und hieraus folgen die Gleichungen | 
ob = 1 
aBo-tboBı = 0 


aBo-+bıBı+coB; = 0 
4 Bo+bsBı-FaıBe ti Br = 0 
u. ſ. w. 


aus denen, weil ao, Ar, Ga, : + + Dos Dry ba, ·. co, Ei; Ca,» « 
do, di, Any». . u. ſ. w. durch A,, Ar, Az, + ausgebrüdt 
find, die Corfficienten Bo, Bı, Be; .» leicht berechnet werben 
konnen. 
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Beifpiel. Soll nad der Gleichung 
1.02% 1.3. ‘ 
v=jtzr 747 .. 
die Potenz =? durch y ausgedrückt werden, fo ſetzt man, weil 
k=3, m=l, n=1,i1=2if, 
= By+Bıy’+ByP+ Boy .. 
Erhebt man aber den Ausbrud von gy° zur 2ten, Sten, aten, 


u. ſ. w. Potenz und feht die Ausbrüde diefer Potenzen in die 
legte Gleichung, fo verwandelt fich diefe in 











—=1Bo0’+:Bol2’t+%. "+ z’ + ,,Bo z’+ ..e 

+B) +52 +aBA| Hab +- >» 

78B. * 7 Br . tree. 

+:,Ba tar tr... 

+ Kr Bi +... 

Hieraus erhält man 
—X B=4 
Br Bb=0 ober 51* —4 

SB GB IB 0 B 1 
TB OMA 8B+ IB = 0 B = 0 


1 ASR. +28, +20 B+8 Aa =0 0 BA=0 
und wenn man bie Mechnung weiter ausbehnt, auch bie fpäteren 
Coefficientn = 0. 

Sonach if = = ıy!—Ay’ry"”; 
was man auch findet, wenn man bebenft, daß die gegebene Blei- 
hung nichts anders iſt als 


y’= ı-Vi-e. 
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VII. Abſchnitt. 


Differenz- und Summenreihen. Arithmetiſche Reihen. 
Figurirte Zahlen. Potenzreihen. Summirung einiger 
beſonderer Reihen. 


$. 327. 
Differenzreihen. 


Zieht man in einer Reihe oder auch in einer blos willkürlichen 
Folge von Größen, welche durch 
(1) Yo, Yı, Ugy Us, + + + Uny Uahiz » + © \ 
bezeichnet werden mögen, jedes Glied von dem unmittelbar nad- 
folgenden ab; fo erhält man eine Reihe von Differenzen, welche 
die Differenzreihe ber vorgelegte Reihe genannt wird. Ver⸗ 
fährt man mit diefer Reihe gerade fo, wie mit der erſten unb wie, 
erholt diefed Verfahren beliebig oft, fo gewinnt man nach und 
nad) eine Kette von Reihen. Bon biefen nennt man bie anfänglich 
vorhandene bie Hauptreihe und die aus ihr auf bie vorbe- 
ſchriebene Weiſe gewonnenen ber Orbnung nad) ihre Ifle, 2te, Ste, 
Ate,...rte,... Differenzreibe. Deutet man num die Diff 
renz zweier nach einander folgender Glieder dadurch an, bag man 
dem Subtrahend den Buchflaben A vorfchreibt, welcher, wie ber 
Buchſtabe L bei der Bezeichnung der natürlichen Logarithinen, 
keineswegs einen Multiplicator, fonden ein blofes Operationszei⸗ 
chen vorftelt ; fo erhält man in der erflen Differenzreihe die 
Glieder 
(2) Am, Au, Aus, Au, .. A, . 

Nach der nemlichen Bezeichnung find die Stieber ber zwei. 
ten Differenzreibe 

AA, Aduı, Aue, Ad, .. . Ads, 

ober, wenn man zur Abkürzung dem Buchſtaben A die Anzahl 
feiner Wiederholungen, ben Wiederholungderponenten, 
rechts oben beifchreibt, | 
(8) At, Art, Au, Au, ... Aku,,.. 
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Auf diefelbe Art werden die Glieder der dritten Diffe 
renzreibhe mit 
4) A’, Abui, A, A’, . : : Am, - » 
und allgemein jene der sten Differenzeibe mit 
5) A, An, A’uz, A, . . + 7 Ro 
bezeichnet, und dabei ift . 


Anm —uol Aduo —Aui —Auo Atuo-At-iui —A ie 
Sun —u And. —Aui Atui —Atius —A-us 
Au —ur| A? *Au A Atu⸗A 
—E— A 1A, Au | ud tur ten 
Hier überfieht man. mit einem Blicke, was übrigens in der 
: Anordnung. der Subtraction felbft begründet ift, daß jede Verti⸗ 
cal-Columne in die nächft recht folgende übergeht, wenn man allen 
ihren Sliedern den Buchſtaben A vorfegt, und daß jede Beile in 
bie unmittelbar unter ihr flehende fi) verwandelt, wenn man in 
ihr alle Zeiger. des Buchflaben u um ı vermehrt. Zugleich iſt aus 
dem Gange ber Rechnung Bar, daß man jebe Differenzreibe, 
> B. die ste, als eine Hauptreihe und bie nachfolgende r-H-ite, 
r+ate, r+3Ste, ... . ald die Iſte, ate, Ste, . . . Differenz 
reihe berfelben anfehen könne. 
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. Da die Ölieder jeder Differenzreihe aus jenen ber naͤchſt vor- 
bergehenden berechnet werben, fo müſſen fie auch auf die Glieder 
bee Hauptreihe fih zurüdführen, folglid durch dieſe fi ausdrü⸗ 
den laſſen, weßwegen wir gegenwärtig irgend ein Glied einer 
beliebigen Differenzreihe durch die Slieder der Haupt 
reihe allgemein darftellen mollen. Nach den Gleichungen 
(6) ift 
I Anm und An Au, u., 

. ferner folgt aus der erſten Gleichung durch Erhöhung der Zeiger 
von u Au =Uun42 Ua 
daher iſt Ay Uns er tn 
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Weiterd hat man Abu, — Atyarı — A’u, und wegen der. 

eben gefundenen Gleichung M 
Ay = ter Murat ers 

mithin auch Au — uns Sorn Fön U 

Dann ft Au = Ada A’ 
und wegen der legten Gleichung 

ur Zar Ira t np2 Lars 

folglich A u Aura t 6 — Aare ti 

Verfolgt man den Gang diefer Rechnung, fo erkennt man 
bald, daß der vorhandene Zeichenwechſel ohne Etörung fort beſte⸗ 
ben muß , und daß, abgefehen von den Vorzeichen, der Coefficient 
jedes Gliedes in dem Ausdrude ‚einer Differenz gefunten wird, 
indem zu dem Goeflicienten des eben fo. vielten Gliedes in dem’ 
Ausdrude der unmittelbar vorhergehenden Differenz ber vor dem: 
felben ftehende addirt wird. Da nun in dem Ausbrude der erften 
Differenz Aus, die Bahlenwerthe der Coefficien’en 1, ı find; fo müf- 
fen nad) ($. 250,6.) die Goefficienten, welche in den Ausbrüden 
der nach einander fommenden Differenzen Adu, A’, At,» 
erfcheinen,, zugleich die den Erponenten 2, 3, 4, . . . entfpre 
enden Binomial:Evefficienten fein. Man hat daher all» 
gemein, wenn man der Kürze wegen bie in 8. 247 gewählte Be 
zeichnung der Binomial:Coefficienten anwendet, 


(1) Auzunr — (7) Yoer-ı F 0) ... 
HD en Hi 
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Sol irgend ein Glied der Hauptreihe durch ein 
ihm vorangehended u, und burd die eben fo vielten 
Glieder der nah einander folgenden Differenzrei- 
ben Au, An, Atya,..» audgedrädt werben; fo läßt 
ſich diefes auf folgende Weiſe leiften. 

Nach den Gleichungen (6) ift 

Un ZUt Au, Ur = Umrı t Aldarı s 
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und wenn man jedem liebe der erſten Gleichung ben Buchſtaben 


A vorfchreibt, Au Aut An, 
mithin auch) bar Zub r2Au +A’un. 
Hieraus folgt wieber durch Vorſetzung des Buchflaben A 
Au = Au, +23Atu,+A’un, 
und weil Uns ZUar2 + Aays 
iſt, Un Zu +3 An +3 Au A.. 


Setzt man diefe Schlüffe fort und erwägt, daß die hier vor- 
tommenben Coefficienten gerade fo, wie die in ber vorhergehenden 
Unterfuchung aufgetretenen, gefunden werben, mithin wieder die 
Binomial-Coefficienten find; fo hat man 


(8) Int (7) Av. +(Z)Arua+ .. 


+ ( „a)A "um +( dA tt At 
Wird nun m+ır—n, alſo r—=n—m geſetzt, fo erfolgt, wor 
fen m <a ift, 
D mut?" Aut (PP )Arunt .. + 
Sol insbeſondere m = 0 fein; fo ergibt fich 
10) = + (P)Aw + (3)Aru + (B)Am +... +öe- 


$. 880. 

Es läßt fih auch jedes Glied w der Hauptreibe 
durdh ein ihm vorangebendes a, und durch die eben 
fo vielten Glieder von r— 1 anfänglichen Differeny 
reiben, nemlid durch Au, At, Anz. . . Ariu, und durch 
die von dem mten Gliede bis zum a—rten fortlaufenden ar — m +1 
Glieder der sten Differenzreihe, nemlih durh Au, Atarı, 
Ayuarr, +. An, ausdrüden. Denn nach den Sleihun- 
gen (6) ift Unter T Unpı F Ute 
und aus GI. (8) folgt durch das Vorſchreiben des Buchſtaben A 

Bun = A. + (7) Ant (Aut. 


+ aa wur („7 JA + At 
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Addirt man diefe Sleihung zur Gleichung (8) und berüd- 


fichtigt, daß (nad$. 250, 6.) (%) + (‚2,) — ("5") 


und (nah 8.0) Au, A N yarı iſt, fo wird 
win nt (Jans (Harn + 
+ r- r r 
* X))o C)- u. A YUnrı: 
Hieraus erhält man wieder 
Atem 7 Aa t FO) Ne ... 
* A EN +(,7 ar + Air 


weiches, in die Gleihung tanz =umpıyı F Almptı 
gebracht, wegen A’yayı + Ati, = A’umyz, dern Ausbrud 


Untırt? un t Er) Am + ("Fr )aunt ... 
1 r r r 
+ at Ht)a Gar „)a Unri +Ä Un+? 
liefert. Darnach ergibt ſich 
Amir Ku + 


+ RER + 


folglich, weil t2 late + Alatsr2 und 
Nut 2 u = Aura iſt, 


u GW 22145) 525 bar) Zu 
HOP) aru HF) + „L)A erster 
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Die Fortſetzung diefer Schlüffe nebft der Bemerkung, daß allgemein 
A L Senn a "BETZ map ift,. bietet ben Ausbrud 


ut (Hau + (HR) Ar HEHEar 
+ au art tie 


Seht man in bemfelben m-—r+p=n, alfo r+P —n—m und 
m =n—r, fo erhält man (11) 


ut? But? 37) HR) 
HOT HET Aw HA 
und insbefondere für m=0, 
(12) “=w+(} )aw+{B)A+.. H,- na 


+ derer .+As_. 


Summentreiben 


Wird das in $. 827 befchriebene Verfahren umgekehrt, indem 
man flatt der wiederholten Subtraction die Summirung fo ausführt, 
daß man in der Hauptreihe (1) das erſte Glied 1 allein nimmt, dann 
hiezu das zweite Glied u, abbirt, zur Summe wot-w daB dritte 
Glied u, ‚gibt, und fo der Ordnung nach immer wieber zur zulegt 
erhaltenen Summe bad folgende Glied zählt; fo entfleht eine neue 
Reihe, welche die fummirende oder Summenreihe ber ge 
gebenen ober Hauptreihe (1) Heißt. Diefem Verfahren gemäß if 
jedes Glied der Summenreihe die Summe von eben fo viel An- 
fangsgliebern der Hauptreihe, als das wie vielte es if. — Eeitet man 
nun noch aus der eben gefundenen Summenreihe auf tiefelbe Weife 
wieder ihre. Summenreihe ab, fo heißt biefe die zweite Sum- 
menreihe, daher jene frühere auch die erfie Summenreibe 
der Hauptreihe ;. und auf bie nemlide Weile findet man bie 
dritte, vierte Summenreihe, u. ſ. w. 
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‚ Ein für die folgenden Unterfuchungen wichtiger Satz fließt aus 
der Betrachtung ber erfien Columme der Gleichungen (6), denen 
gemäß 

u4=utAw 
sur 
——— 
—— 
iſt; denn die Summe dieſer Gleichungen bietet 
u. uo tin Ant... Fön 
und für 0 
„so tut... + 
dar. Diefe Gleichung weift nemlich na ‚, daß eine mit Null begin: 
nenbe Hauptreihe 

Ww=0), U, Us nn Ye.» 
auch als die Summenreihe ihrer Differenzreihe 

Oo, At, Au, Aa-ıy.»-» 
fih anfehen läßt; wobei jedoch jedes Glied der Hauptreihe von den 
Anfangdgliedern der Differenzreibe um eines weniger in ſich ver- 
einigt, als die wie vielte Stelle e8 in der Hauptreihe einnimmt. 

Da man nun auf die nemliche Weife, wie man von ber 
Hauptreihe auf die erſte Differenzreihe ſchloß, von biefer auf die 
zweite Differenzreibe , und von dieſer wieber auf bie britte, 
u. ſ. w. fchließen kann; fo läßt ſich leicht einfehen, baß bie 
Hauptreihe (1) als die rte Summenreibe ihrer rten Diffe- 
renzreihe Atuo, A’, A’uz, ... angeiehen werben Tann, wenn 
nicht nur von der Hauptreihe, fondern auch von ihren erſten r—ı 
Differenzreihen das Anfangsglied Null ift, nemlich wenn bie 
Glieder u, At, A’, A’to,... A Null find, was nad) 
der Gleichung (10) nur einzutreten vermag, wenn bie erften r Slier. 
ber so, %ı, Uay- «8, der Hauptreibe felbft Nullen find. In diefem 
Halle ift aber von den n-+ı Gliedern Atuo, A, Nun... A’ 
der rten Differenzreihe die ste Summe dad Glied 1... der Haupt- 
reihe, für welches man der Gleichung (10 gemäß den Ausdruck 


a) laut )Ar +... 4A 
Vega Vorleſ. l. Br, 86 
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and nad) der Gleichung (12) ben Ausbrud 
a) let aut re) YORE U 
erhält. 
BIN man nun von der Gaupteriße (1) auf ihre ste Summen- 

reihe, teren Glieder durch | 
(15) Su, Su, Sun, Süs,: +: Su 
bezeichnet werben mögen, übergehen; fo wirb man das Glieb u... 
in Su, dann in der Gleichung (18) die Differenzen De 
Ay, tt, 0 in in, Auo, At, >. ‚ Dre, im 
der Gleichung (14) aber dig Differenzen A’, A’, Aue .. 
IN Wo, Urn Unzer. «1, umfegen; damad) erhält man für * 

n-}+Ite Glied der. stern Summenreihe ber. Satptreige (1) die 
Ausheäde. 


(16) SA ("Fu H(cH) a Ayo. +4'% 


(17) Su — * ur T)ut- Hi 


Insbeſondere liefert die Gleichung (16) — —— bie, Summe 
von 34 1 Gliedern der Hauptreihe buch ihr erſtes und durch bie 
erften Glieder von » Differenzreipen ausgedruͤct, nemlich 
(18) Su—wtututut . 4 

{er url) AO. 
\ $ 832. 
Arithmetifche Reihen. 

Eine Reihe, bei welcher eine ber Differenzreihen lauter gleiche 
Glieder enthält, heißt eine. arithmetifche und zwar vom 
rten Range, wenn ihre rte Differenzreibe aus durchaus gleichen 
ichern befteht. Bon einer ſolchen Reihe ao, an, 2, Hay + -- Hay --- 
läßt ſich ſowohl dad allgemeine Glied ,, als auch die Summenformel 
Say leicht durch, ihr erſtes Glied und durch das Anfangsglied ihrer 
Diffexenzreihen darfiellen, wenn man in den Öleichungen (10) und 
(18). von der Differenz A’, angefangen alle folgenden verſchwinden, 
nemlich Ati, == Arte, = At, =... 220: fein laͤßt. € iff 
nemlich das allgemeine oben a+-1e. Glied 
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(19) „=u+ (Ham + (2)A + ... C) 
und die Summe von n-+1 Gliedern 
(20) 


= (ar our at. Het) 
Will man mit m den Stellenzeiger ded allgemeinen Gliedes 
der Reihe oder Die Anzahl der funmirten Glieder anbeuten, fo wird 
man n+1l=m, daher n=ın—ı feben. Dann tft von ber Reihe 
Yo, dry Uryr + + Un-ı, das mte Glied 


(a) nur" aw+(?7 )Atm+... 
+ mar 
und bie Summe von m Sliebern 


—E—— | 
Berrichtet. man in den zweiten Theilen der beiden letzten Glei⸗ 


chungen die Multiplicationen der Zactoren ber Binomial-Coefficienten 
und orbnet alles nach den Potenzen von m, fo nehmen fie bie 
Form an: 
(3) 1 Sm tamtam’tam’+ ... tam' 
(34) Sm -ı = Aım+ Am? + Am’+ Am!"+ ... +Anmt!, 
Dieraus folgt, daß jeder Ausdruck von der Form 
atramtam?’+... ram’ 
das allgemeine Glied, und jeder Ausdrud von der Form 
Am+Am’+Am’+... + Am 
die Summe einer arithmetifchen Reihe des rten Ranges vorftellen 
könne. — Diefe Bemerkung kann man benügen, um bie Ausprüde 
des allgemeinen Gliedes und der Summe einer arithitietifchen Reihe 
zu beflimmen, wenn man ben Rang .diefer Reihe, und im erflen 
Sale irgend welche r-+1 Glieder, im anderen r-+1: Anfangöglie- 
der kennt. Dan fett nemlich in den allgemeinen Formen (23) und 
(24), indem man die bafelbft vorlommenden Goefficienten für unbe 
kannt anfleht, für den Stellenzeiger m fowohl, als auch für u 
und Sc. die s+1 zufommengehörigen befannten Werthe und 
fucht dann aus biefen r-1 Gleichungen bie noch unbeſtimmten 
86 *® 
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r+1 Coefficienten, in Bezug auf welche jene Gleichungen durch» 
gehends vom erften Grabe find. 

Zur Erläuterung biefes Paragraphen mögen folgende Bei⸗ 
fpiele dienen. 

1. Beifpiel. Dan fuche daB allgemeine Glied und die 
Summe ber arithmetifchen Reihe dritten Ranges, welche mit ben 
Gliedern 1, 4, 10, 20 anfängt. Bildet man in ber Abficht, bie 
Formeln (21) und (22) anzuwenden, ihre Differenzreiben, fo ber 

innt die erfie mit 8, 6, 10, die zweite mit 8, 4, bie dritte mit 1; 
daher iſt u,—1, Auu8, At 8, Au, 1. Bezeichnet man ferner 
das mte Slied diefer Reihe mit c, und bie Summe von m Glie⸗ 
bern mit ., wid 1 4, Sta =8u- 

Subflituirt man nunmehr diefe Werthe in den Sleichungen 
(231) und (22), fo findet man das allgemeine Glied 


(a—1) (m—2) + (m—1) (m—2) (m—3) 
2 2.9 


m(m-+1) (ın+2) 
1.2.8 ’ 


zl+sm—N)+3. 


1 —2 — m’— 
und hi Summe 
m(m—)) _ m(m—)m—2) , mlm-{m-2)(m-3) 


smmts. 248. 2.8 + 2.8.4 
l 1 „__m(m+1)(m+3)(m+8) 
= mt gm: +7 m’+zgm' = 1.2.3.4 


Bil man fi aber ber Gl. (23) und (24) bedienen, fo feße 
man in ihnen m=1; 2; 8; 4, dann „1 =mm1; 4; 10; 20° 
ud u, =, =1; 5; 15; 35; dadurch gewinnt man fol- 
‚gende Gleichungen 


=o+a+ ar & = A# Ar Ar A 
m tr3m tr ar Bar 5—8A + 44, 8BA+r 16A 
10=a0+3aı + 9arz +r270s 158 A, + 9A +27 As + BILAM. 
20=0 +4a, + 16a, + 6403 35=4 A, +16A, +644, +256 A, 


Du 1 1 | 
und aus ihnen o=0, 4=3, aa, ai 


1 11 1 1 
A=y 4=7 A=I AI 
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1 
fofort wie oben „= sm+; m® +2 m? 


1 1 ı 1 
w—imtzmtm’+ sim”. 

2. Beif piel. Bei einem geraben langen Kugelhaufen 
von 4 Schichten oder von der Edfeite n liegen im Rüden 
r Kugeln; diefer ruht auf 2 Zeilen, von benen jede r+d Ku- 
gein enthät. Dabei ift im einem langen beiderfeits angelehn- 
ten Haufen d= — 1, in einem einfeitig angelehnten d = 0, 
in einem frei flehenden d= +1, in ciner breifeiligen Pyramide 
d=—1,r=n, und in einer vierfeitigen Pyramide d= +1, rl. 
Diefe 2 Zeilen ruhen auf 8 anderen von der Länge r-+2d, die 3 
wieder auf 4 Zeilen von der Länge r +3d, u. ſ. w. Man fucht bie , 
Anzahl Kugeln in der unterfien oder nten Schichte (Grundlage) 

d, und in dem ganzen Kugelhaufen s. 
Hier hat man 1b, Sm ms, MEN, Wr, 
4 =26r+0), wu =I(rt+2d),.. .; daher findet mon Aus =r+2d, 





Au =2d, DW 0, und wenn man dieſe Werthe i in die Glei⸗ 
dungen (21) und (22) bringt, 

(r—-V)(n—2) | 
bert@-)e 424 2danlrtadd, 
PER 2 ® GE — 20 

_nar1) , Ir+2(n—Nd 
19 8 j 


Seht man dagegen in den Gl. (33) und (24) u... 6, 
Su. =8, ferner m=1; 2; 3; 11; Urtd; Slr+2d) 
und Su.-ı=r; Brt2d; 6r+8d; fo erhält man die Gleichungen 


r=0+ +4; (= At At A 
art2d=mtr2aı tiaz . Sr+2d=2Aıt14,4 8As 
Sr+6d=uoF+3aı}I9az ; 6r+8d=3 AA +9 Asr27 As, 


und hieraus =, a rn a,=d, 
1 
A=7r— —* A=ir, A=3d, 
folglich diefelben Ausbrüde von 5 und a wie vorher. 
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Bezeichnet man die Länge der Grundzeile mit g und den 
Inhalt eines Seitendreiedes mit A, ſo iſt befanntlih g=r-Hn—I)d, 


md A ren mithin ergibt fih auch auf diefe Weiſe Vie be 





kannte Formel s= A Bar aus . 
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Sigurirte Zahlen. 
I. Bildet man don ber Reihe 

(235) 1, a, 0, 0, 0, 0, ..., 
indem man a irgend eine pofltive ganze Zahl vorflellen läßt, bie 
nad einander kommenden Summenreiben, fo find bieje folgende: 
(26) 1, 14a 1 4, I+ a 14 a... 

1, 24a, 3420, 4+ 8a, 54 405... 

1, S--a, 6-+8a, 10-- 6a, 15-+10a,... 

1, 4-Fa, 10--4a, 20-4108, 35-4200, ... 

u. ſ. w. 
| Diele Summenreihen liefern, von der 2ten angefangen, die 
figurirten Zahlen und zwar enthält die te, Ste, Ate, Ste,. .. 
Summenreihe bie figurirten Zahlen der Iten, 2ten, Sten, sten, ... 
Drbnung ; man Tönnte fogar die Glieder der erften Summenreihe als 
figurirte Zahlen ber Oten Orbnung anfehen. Sol nun von ber 
Beide der figurirten Zahlen der mten gronung das allgemeine oder nte 
Glied # und die Sunme s gefucht werben; fo bat man nur zu erwä- 
gen, baß biefe Reihe die mm + Ite Summenreihe ber vorgelegten 
Hauptreibe, alfo 4 das nte Glied der m-Fiten Summenreihe, unb 
ihre Summe das te Glied der folgenden m-+ 2ten Summenreibe ifl. 
Man wird daher in der Gleihung (17) 

nm, u=a, a0, a0, a0, ...; 

—1 flatt a, und wenn man = Su, ſucht, m+1 flatt r, zur Beflim- 
mung von s—=S"u, aber m+2 für r feßen. Auf diefe Weiſe ergibt ſich 


—/(ntm—1 nt+m—2 
a) ee) Hl )e, 


= (a. 


[2 
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——— (atm—)) + G—-YDaat1).. m®, 


GI. .8...m 1. 2.3...m 
—— «(n+m) G-Dnatn. (n+m—1) 
u BE WE . (m+)) 1.2.8...(mt)*® 
ober auch 
1) (14 2 —2 
—— — tm mt Da+D], 
(n D ar)... (atm— 
— —— min ml ++ N. 


IL. Insbeſondere nennt man die Reihe der figurirten Zahlen der 
3ten Ordnung 
(29) 1, 6+a, 64+5a, 10+6a, 15-+10s,... 
auch noch die Reihe der Polygonalzahlen und zwar die Reihe 
ber 8, 4, 5, 6, 7, ... ieckigen Zahlen ober der Lrigonal» (rl. 
angular-), Ketragonal- (DQuabrat-), Pentaganal:, Gera 
gonal:, Heptagonal- Zahlen, u.f. w., fe nachdem a die Werthe 
0, 1, 2, 8, 4, ...4—3 erhält. Seht man daher in dir Kelhe 
(29) für a dieſe Wertbe ‚, fo findet man bie Unfangszlieder, tinb 
wen man in den Gleichungen (28) nit nur für g die ‚genannten 
Werthe, fondern auch noch m=& fett, daB allgemeine Glied und 
die Summe folgender Reihen: 
die Dreieck oder Trigonalzahlen: 

(at) : I)«(n+2 
HH a 
die Biereck- oder Tetragonalgablen: 
1) 1 
14449-+16+425+.. Ben en Laub ad a 2, 
die Fünfeck- oder Pentagonalzahlen: 
— u 5 1 
— E He * nt , 
und allgemein die jeedjabien: . 
1+4+(8—8) +6 -8) (101 - 16) -.. 
a(a 1) 
+7 [46%-DG- 2)]= 1.2.8 [+0 —-1G4-%9]- 
Die Benennung diefer Zahlen ſtammt daher, Daß man eine durch eine 
Dreied-, Biere», Fünfeckzahl, u. f. w. angegebene Menge von 
l 








568 7. Hauptſtück. 7. Abſchnitt. 
Puncten, kreisrunden Platten oder Scheiben, Kugeln, u. dgl. in 
ein regelmäßiges (gleichjeitigeö und gleichwinkliges) Dreieck, Wiered, 
‘ Zünfed, u. f. f. zufammenftellen kann; wie z. 8. 


o°o 

© ..® © oo 0 

®. oo os.“ oe... .o. © 
..“e.® .s“.090® ®.® oo 
8 6; 4 9; 5 12. 


II. Ferner werden die figurirten Zahlen ber Sten Ordnung 
(80) 1,4, 10-44a, 20-410, 35-+-20a,... auch noch 
Pyramidalzahlen und zwar 8, 4, 5, 6,...zfeitige Pyrami⸗ 
dalzahlen genannt, je nachdem a die Werthe 0, 1,2,8,...4—8 
annimmt; weil fich eine von einer ſolchen Zahl angegebene Menge 
- vom gleich großen Kugeln in eine regelmäßige 8, 4, 5, 6,...sfeitige 
Pyramide, (deren Grundfläche ein regelmäßiges 8, 4, 5, 6,,...sed 
und bie Seitenflächen regelmäßige Dreiede find) fchlichten Iaffen. 
Setzt man baher in ber Reihe (80) und in den Gleichungen (28) 
m =3 und für a obige Werthe, fo findet man 
die breifeitigen Pyramidalzahlen: 

BLATT ne Ser a ar 
die vierfeitigen Pyramidalzahlen: | 
3 
IES-HISHSOH. + Pa nt amt —* 
die fünfſeitigen Pyramibalzablen: 
1 l 

IHSHIS-HI0H.. „re nt ) era zer), 
und die sfeitigen Dpramibalzaglen: 
IHGHD +2) HAN) +... 

nat UL» — Ni—(2n—5)] _ nt VDarDTE-Da—d-H)] 
4 1.2.3 1.2.8.4 " 

IV. Endlid mag bier nod erwähnt werben, daß mehrere 
mathematifche Echriftfteller unter den Reihen figurirter Zahlen jene 
verfiehen, weiche aus den Reihen (26) für den fpeciellen Werth 
a=0 hervorgehen, indem fie die 2te, ste, 4te, dte,... Summen: 
reihe der Reihe i 
SD 1, 0,0, 0, o, ... 





Potenzreihen. 569 
oder bie iſte, 2te, Ste, Ate,... ſummirende Reihe der aus lauter 
gleichen Gliedern beftehenben Reihe 
(33) 1, 1, 1, 3, 1,.. 
die Reihe ber figurirten Zablen der ıflen, Aten, 
Sten, aten,...Drbnung nennen. Nach ihnen ift Demnach, wenn 
man in ben Gleichungen (26) a=0 fegt, die Reihe ber figurirten 
Zahlen der ımten Drbnung 

2 2 1 2 
In, (m + RrdmtD (m+1) (m+2) (m-+-8) 


1.2.8 yo. 
ihr allgemeineh Sie = rm) (Fir 


s—1 
erletn (+3)... (m-+n—1) 


2 0) 8 .o. (1- 1)* 


und ihre Summe s= (om) = ( — Xy) 
—2 (m--8) (m-+4) . . . (mm) 
1 .2%..83 2... o@—D’ 
Inöbefondere hat man, wenn m=0, 1, 2, 8, ... ge 
feßt wird, 
ı+1+ 1 1+.. +H=n 





1--2-+ 8+ 4+ Pe ul. 
nn) na-t1) (n-+-2) 
1484 64104... = 3, 
URN) at Dat8) 
remoraet .. —  ernetnet® 
u. 1. W. | 
5. 834, 


Potenzreiben 


I. In manchen Fällen iſt es von Vorteil, die Summe ber 
mten Potenzen einer arithmetifchen Progrefiion (erſten Ranges) 
zu kennen, in welder a das erfte Glied, 4 die Differenz und 
4 das letzte Glied if. Stellt man zu diefem Zwecke die erwähnte 
Summe dur SC") vor, fo daß 

\ SO=e+atm +++ . .+# 
ift, und bezeichnet man für einen Augenblid das zweite Glied der 


570 7. Hauptküd. 7. Abſchnitt. 
arithmetiſchen Reihe mit 3, das dritte mit c, u. ſ. w., endlich das 
vorletzte mit s, fo iſt 
b=a+d, c=b+d,...t= 
umb daher, wenn man bie Glieder der Reihe d, co, ..+.L, 44 zur 
ram Potenz erhebt, 
Setze") a ante 
— *8 
= Ha HT DH mr 
Hr eat ... 
przaLdet—get +7") sd +7) ip 
—.. 
Harzer Hr deal 
Heer... 
Summirt man biefe Gleichungen und bezeichnet die Summe 
ber m— ıten, m — Alen, m—Sten, . . . Dotenzen der gegebenen 
arithmetifchen Reihe durch SM, sn, sw) ven. 
fo erfolgt - 
ha = at — —B ("Tee 


+ ese rt... 
mithin auch | 
ernennt 

=D er, 


Erſetzt: man hierin den Erponenten m nad und nach ber 
m—1, m—2, m—3, ... fo ergebeh fich die Gleichungen 


(T)as Fler... 


= 4a 
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("Tas ® Heel) senH+r 
=" a” 

("®)ası en (Pas (" Js n+ 


= (4m — ar 
u. ſ w. 


Addirt man nun jene Gleichung zu den aus ihr entſprungenen, 


nachdem man fie der Reihe nach mit ſolchen Zahlen Ay, As, Az, As, .. 
multiglicirt bat, welche den Bebingungsgleichungen 


—* 

—— 
———— 
rare ent )a= 


u. ſ. w. 
Genüge leiften, fo wird ihre Summe 
S A [ut — art!) A Tut" — a") 
+Al049"—- a) + Alt at. 
Dazu findet man aber aus den vorfichenben Bedingungs- 
gleichungen 


Ad = ui A=—3 
=: 467). 40 
4=-3:4(3), 4m 
za sl) 4 
n= 3 5(7) 4 


| 5 
Au 56 ° 5(@), Au, u. I. m. 


570 0% Haupt, 7. Abſqnitt. 
arithmetifchen Reihe mit 5, das dritte mit c, u. ſ. w., endlich das 
vorletzte mit s, fo ift 
b=atd, ce=bH44,...t=s4+-d, 
und daher, wenn man bie Glieder der Reine d, c, ...£, Cd zur 
m--iten Potenz erhebt, 
ri (de (m) and Hrn 
HF... 
rare ne 


HF ea+ ... 
= (Layer gert +@T' ) »a+(”7") ip 
| +Hef —B .. 
Harzer HR eat) 
He Tee... 
Summirt man diefe Gleichungen und bezeichnet die Summe 
ber m— Iten, m— alten, m—Sten, . . . Dotenzen ber gegebenen 
arithmetifchen Reihe duch Sc"), sen, Sr ven. 
fo erfolgt . 
tt ("Te + (Tess 


+ ers nH.. 
mithin auch 
Tan + (Narr) ae... 
Ze ger, 


Erſetzt man -hierin ben Erponenten m nah und nal durch 
m—1, m—2, m—3, ... fo ergebeh ſich die Gleichungen 


(Masön+ (Miss (Ferse y+... 
=" —* 


Motenzreipen. 5671 
Nasen + es mtl" as + 
— = (HD! — a" 1 
("7 user + (Parse + ("7?) SU) 
= —=( + n-B __ ar? 
u. ſ w. 

Addirt man nun jene Gleichung zu den aus ihr entſprungenen, 
nachdem man fie der Reihe nach mit ſolchen Zahlen Ao, Ar, Az, Am, ..- 
multiglicirt bat, welche den Bebingungsgleichungen 
Een: 

("Fa Ao+(7)A =0 
enter Jam 
Eye Harz) —J— 
5 leiſten, ſo wird ihre Summe 
S)=AHTLEHTMr— at) A Kr — 

+ 4 [0 49"! —- 1 + Alt HD’ a) +... 

Dazu findet man aber aus ben vorfiehenden Bedingungd- 
gleihungen 

1 rt 

Ama A773 

ı d 
— 6 . :(7) , As 0 
ı @ 
4=30:4(5); 4=0 
ı d° 
A = 75° T@). 4*0 


A= -5 ° Hr), 4. * 0 


5 
As 9 ® &(@), Au>0, u. ſ m. 


572 7. Hauptſtũck 7. Abſchnitt. 
daher die legte Gleichung durch Einführung dieſer Werthe in fol⸗ 
gende übergeht. 
_ GH — ar! Gd-d"—a” 
smn= md) 7” 2 


+4 Km) teten 5) (Cu 


+3 (Meter En) Heer 
etc. 
Die bier vorfommenben Zahlen 
1 11 44 
6’ 80° 42? 80° 66? °°° 
werden die Bernoullifhen Zahlen genannt, weil fie von 
Jakob Bernoulli zuerft in der Analyfis entbedt wurben. Wir 
wollen fie der Ordnung nach mit 
Bı, Ba, Ba, Bu, Be, - 
bezeichnen, fo daß wir fehen | 
| 1 | r 1 5 
B=s B=—- 3: B= 77: B=— 550 B= 66: ..o 
Traͤgt man biefe Buchflaben in bie lebte Gleichung ein, fo 
- erhält man die verlangte Summenformel 


SsO=a”+Catd" +la +20" +Ca +3”... +“ 
2 Zar _ Ga" —a" 
—MſT 2 
+32, N <(”) [e-D""—a” — [ —) 


+3) ta 435) taten 
+ etc. 
Diefem Ausbrude läßt fich noch eine andere Behalt ertheilen, 
inbem man erwägt, daß ber obigen Bezeichnung gemäß 
SI = a” Ha tm" -+Ha-+32a)"-Ha+3D”+--. 
Herta” 


baher auch 


= SCHA-+e+-M” ’ 


⸗ 


Potenzreipen. | 578 


Gr — ar! ie ie 
— (mt1)d + 


+37 se) [E+4)”""—a”'] + eto. 


ik, und man folglich gegenwärtig A für das legte Glied anfehen 
und ed gleichfalls mit 4 bezeichnen, mithin £ flatt ſchreiben 
kann, wornach man erhält | 
SO=a ta td’ +Ha +2” -a43d” +... 
ae Pa” 
= Tara + 777 


+2: (@)e- 1a" U a 


7 

+25 (ee ae ar?) 

etc. 

II. Diefe Reihe bricht für jeden pofitiven ganzzahligen Er⸗ 
ponenten m mit jenem Glicbe ab, in welchem ber Erponent vom 4 
oder von a, für gerade Werthe von m, auf 1 und, für unge 
rade, auf 2 herabgefunten iſt, für jeden anderen Erponenten 
läuft. fie ohne Ende fort. Mit ihrer Hilfe laffen fi auch die 
Bernoullifhen Zahlen berechnen ; denn fest man. in ber lebten 
Gleichung a=0, d=1, t=1, m=2r, indem man r ganz und 
pofitiv fapponir, alfo SC) 1; fo erhält man 


HH HH 


folglich - + a ")- +B, 
** 3 — Bı — 6 Be — (% B—.-. 
- _ ) 


wornach jede Bernoulliſche Zahl aus allen vorhergehenden beſtimmt 
werden kann. 


Aus der gefundenen allgemeinen Summenform der mten Po⸗ 
tenzen der Glieder einer arithmetiſchen Reihe (erſten Ranges) er⸗ 


52 - 7. Hauptſtuck. 7. Abſchnitt. 
daher die legte Gleichung durch Einführung diefer Werthe in fol 
gende übergeht. 

Urt 4 AUd’—a” 
De Ta 


44. (7) (re £ (m) [U-+4)°’—a""*] 
+3 (tee Eee 


etc. 
Die bier vorkommenden Zahlen 
1 ı 4 ‚ı 5 
6’ 80° 42> "80° 66? °° 
werben bie Bernoullifhen Zahlen genannt, weil fie von 
Jakob Bernoulli zuerfi in der Analyfis entbedt wurben. Bir 
wollen fie der Ordnung nach mit 
Bi, B, B, Bu, Bis - -» 
bezeichnen, fo daß wir feßen 
| l | l 5 
B=s B=— ʒõ̃· B= 17: B=— 5 Be 5 ... 
Zrägt man biefe Buchflaben in die letzte Gleichung ein, fo 
- erhält man die verlangte Summenformel 


SY=a” ta +Dd" +la +20" + +3M” +... + 
_ rar _ A —a” 
Aaſi⸗ẽ 3 


+35 (7) [et —er- +22) KO u u 


+2) ae Bl) et 
+ etc. 
Diefem Ausbrude läßt ſich noch eine andere Seflalt ertheilen, 
inbem man erwägt, daß ber obigen Bezeichnung gemäß 
S[C+0"] =a" Ha tm’-Ha+3c)’ Ha t3m”+.-. 
urn un 


baher auch 


= SCHAUM" N) 


⸗ 


Potenzreipen. | 878 
_ Gar — art | At®ta 
= 


+BE( 9) Io-ta>1—ar- rei. 


ik, und man folglidh gegenwärtig sd für das letzte Glied anfehen 
und es gleichfalls mit £ bezeichnen, mithin — flatt ſchreiben 
kann, wornach man erhält 
SC)=ar+a t+D" Ho +2M*+la+3A)”-+ ...-+1” 

_ — at! Pa" 

(mT2Dd + 2 
+2 (me 4 (ern 
7 

Hera) 

+- etc. 

II. Diefe Reihe bricht für jeben pofitiven ganzzahligen Er⸗ 
ponenten m mit jenem Gliede ab, in welchem der Erponent von — 
oder von a, für gerade Wertbe von m, auf 1 und, für unge 
rade, auf 23 herabgefunten iſt, für jeden anderen Erponenten 
läuft, fie ohne Ende fort. Mit ihrer Hilfe laſſen fich auch die 
Bernouliifhen Zahlen "berechnen ; denn feßt man in ber letzten 
Gleichung a=0, d=1, t=1, m=2r, indem man r ganz und 
pofitiv ſmpponit alſo SEMI; ſo erhaͤlt man 


Starr later 





Me + ———— + B., 
B =i- ri -:(7 B-— 6 B— (er B- 
Zu (ns) 


wornach jede Bernoullifce Zahl aus allen vorhergehenden beftimmt 
werden Tann. 


Aus der gefumbenen allgemeinen Summenform ber mmten Pos 
tenzen ber Glieder einer arithmetifchen Reihe (erſten Ranges) er 


574 . 7. Heuptflüd, 7. Abſchnitt. 

gibt fih nunmehr leicht die Summe der mten Potenzen 
ber natürlichen Zahlen, indem man nur a=0, d=1, tn 
fett. Auf diefe Weife erhält man allgemein 
Sa")=17-+2"48"+... 40" 


BEN ReT 
+3) ++ 
und indbefondere 
So9=n 
n(a}+1) 


3 
st — 1.2 


5 —*& * = _ tDartı) 


1 
—E— —* * (> 2) 
nt m 1C6n+0n’4a—1 
a oe 2 uw 
Mit Hilfe dieſer Ausdrücke läßt ſich aus dem allgemeinen 
Gliede u, einer Reihe, wenn dasſelbe eine ganze und rationale 
Fuͤnction bed Stellenzeigerö n, nemlich 
= tan tan’+... +00”; 
daher die Reihe felbft eine arithmetifhe vom zmten Range if, 
die Summenformel Su, leicht finden. Denn fchreibt man biefe 
Gleichung in der Form | 
an Fan! Fan’tasn’} ...taun” 
und fest fürn bie Zahlen 0, 1, 2, 8,...n, fo erhält man die 
Gleichungen 
%o=00.0°+01.014-0,.0°-408.0°-4...-au.0" 
4=091%+01.1'+02.1’a.1’+... Hau” 
4:=0.2°-401.2'40,.2°-+0.2°+... 4002” 
w=ag80-ta1.8'Ha2.8’+0.3°+... +08” 


....:1 0 0 8 8 8 0 8 L 82 8 2 1 8 tt 8 2 60 


0.0’ Faın' tan’ an’+.. Fan”. 
Die Addition biefer Gleichungen liefert 
Satantan’+. ta”) = a5 (a) ta SCAdra,SadDE..- 
..:taSM"), 





Summirung einiger befonderer Reiben. 575 


worin nur no für Scan, S(nd), - .. Sa”) die eben gewonne: 
nen Ausbrüde zu fegen find. 

Beifpiel. Bei allen vollftändig ausgeſchichteten geraden 
Kugelhaufen liegen in der aten Schichte von oben, wenn ſich in 
ber oberſten Zeile r und in jeder darunter liegenden um d mehr ber 
finden (vergleiche $. 882) » Zeilen zur+(a—1)d Kugeln, alfo zur 
ſammen nlr+ ner an tan Kugeln; daher iſt der 


Anhalt des ganzen Haufen 
s= SI —Dntdin’] = ED S(n) +dSCn®) 
(nt) n(ar1) (2a ti)d__nntl) Srt2Cn—NDd 
= (MT TUT, 


6. 886. 
Summirung einiger befonderer Reihen. 
1. Wenn jedes Glied einer arithmetifchen Progreflion 
2 atd, at2d, . .... at(a—Dad, 
mit dem gleich vielten einer geometrifchen Reihe 
bg, vg, bg" " 
multiplicirt wird, fo entftcht eine neue Reihe 
ab, (atd)ög, (at2d dg?,... [aHn—Dal 
deren Summe s auf folgende Weiſe fich beflimmen Iäßt. 
Multiplicirt man die Gleichung 
s=ab+H(atdbgKarzdbg’+ . . . +lar(a Dad" 
mit g und fubtrahirt fie von der fo entflehenden 
ꝙs = abgrkat bg" +(ar2d)bg’+. - - +laHn—NDdlög”, 
fo findet man | | 
(g-De= ab - big—beig" bag’ —. Pr Ddg’-+abg"Inbdg* 
ab 1 + mbar big I Fra ‚„ (mad) $..244), 
ft in A _ zu, hr 


Darnach laͤßt ſich z. B. die Summe der Reihe 
a, 20ꝰ, 3a”, 4a’, ... na” 
berechnen, wenn man in ber eben gefundenen Formel a=ı, dz=i, 
b=a, y=a ſetzt. Diefe Summe iſt nemlich 
nett (n+Dat'ta - 
gg 


574 7. Dauptkük, 7. Nofchnitt. 


gibt fih nunmehr leiht die Summe der mten Potenzen 
der natürlichen Zahlen, indem man nur a=0, d=1, tn 
ſetzt. Auf diefe Weiſe erhält man allgemein 

S(a')= tet tn" 


u * arts ran 
und nF r (7) +: 





Se9)=n 
3 
— = 
1 a 1) 


1 
— +7 ir 4 = — (vet ))' 
—VEE 
GT —— en u 2 fm. 
Mit Hüfe diefer Ausdrüde läßt fi) aus dem allgemeinen 
Bliede u, einer Reihe, wenn basfelbe eine ganze und rationale 
Fuͤnction des Stellenzeigerd n, nemlich 
a=4t0ntam’+... +60”, 
daher die Reihe felbft eine arithmetifhe vom zuten Range if, 
die Summenformel Su, leicht finden. Denn ſchreibt man biefe - 
Gleichung in der Form | 
an tan Tan’tan’+ ... tan” 
unb ſetzt fürn die Bahlen 0, 1, 2, 3,...n, fo erhält man die 
Gleichungen 
Yo: 0-44, .0'4a,.0°-42.0°+...-40..0” 
4=091%+0.1'" a1 +a.1’+.. Hau” 
4==00.3°401.2'-40,.2°40.2°+...+au2” 
w=08}0:.8’-0,.3°40.8°-+- ... P 


.» a  v EL 0 oe vr ee 8 8 rer re 8 re rer 5 oe 


u. 0a’ Fan’ +04... Faun“. 
Die Addition diefer Gleichungen liefert 
SKatantan+.. ta") = a8 (ara Sara, Sat.» 
.t0SM"), 


Sumpirung einiger befonderer Reiben. 875 


worin nur noch für Sn”), Sn), ... Sn”) die eben gewonne: 
nen Ausdrüde zu feben find. 

Beifpiel Bei allen vollfiändig ausgeſchichteten geraden 
Kugelhaufen liegen in der aten Schichte von oben, wenn ſich in 
der oberſten Zeile r und in jeder darunter liegenden um d mehr ber 
finden (vergleiche $. 882) u Zeilen zur+Ca—1)d Kugeln, alfo zu 
fammen nIr +{n— DE Dr Kugeln; daher iſt der 
Inhalt bed ganzen Haufen 
s=S[r—Dntdn’] = —— — 

_ nat) PORN. 23 nat) (2 tl)d__ ntl) Srtin-1)d 
— | 232.3 Eur wu 8 
6. 836. 
Summirung einiger befonderer Reihen. 
1. Wenn jedes Glied einer arithmetiſchen Progreffion 
N atd; ar2d, . ... . at(n—1)d, 
mit dem gleich vielten einer gymetriſchen Reihe 
& bg‘, - bg 
multiplicirt wird, fo entfleht eine neue e Reihe 
ab, Catd)ög, (at2d dg’,... [atn—Daldg'"", 
Deren Summe s auf folgende Weife Ach beftimmen Iäßt. 
Multiplicirt man die Gleichung 
s=ab+-atMbgKor2dbg’+ . - . +la Han —Daldg""* 
mit g und fubtrahirt fie von der fo entſtehenden 
gs = abgHKatDög’+lat2Mög’+. - - +laHn—Ndldo”, 
fo findet man | | 
(-1Vs= ab. bg-big’ big —. ..— be" — bag” rabgHnbdlg” 
=’ —1) +nbde—bdg IT, (nad) $..244), 
KU) End _ — 
folglich  s= 4 bag I, 
Darnach laͤßt ſich z. B. die Summe der 
a, 20°, 3a”, 4a*, ... na 
berechnen, wenn man in der eben gefundenen Formel a =ı, d=ı, 
b=a, y=a ſetzt. Diefe Summe iſt nemlich 
net?’ —(n+ Darr'ta 
8 (a—1)? 


876 I. Hauptfüd. 7. Abſchnitt. 
II. Wird dagegen die arithmetifche Reihe 
a, a+rd, ar2d,... - ata—ı)d 
durch die geometrifche 4, dg, Bd, -. . dg! 
gliederweife getheilt; fo laͤßt fich Die Summe der fo entſtehenden Reihe 
| a atrd ar2d ar(n—Dd 
Di a TF 
aus ber oben erhaltenen Summenformel finden, wenn man 5 in 5 


und y in - übergehen läßt; dadurch wird nemlich bie verlangte 


[a y—ı)+d] g-Dondg—) 
ba’ "’cg — 1)* 

Laͤßt man dieſe Reihe unter der Vorausſetzung, daß g>1 ſei, 
ins Unendliche auslaufen; fo findet man ihre Summe, wenn man 
obigem Ausdrude bie Form 
ag—-D+rd 40 -4) - — 
2 3 nn m 
erteilt un und n ohne Ende —*8 List, div nimmt nicht nur 


= Fa ab, fondern auch ber Brud - * weil dad Verhaͤltniß 


in: | 7 ſeines naͤchſt ſpaͤteren Werthes zu ihm den Quotienten 


Summe s= 





ı 
2 — 
R beſitzt, welcher von einem gewiffen Inder n angefangen, 


ficher einmal kleiner ald 1 ausfällt ($. 318); daher verſchwindet das 
zweite Glied und diefe Summe wird 


a—N)+d q 
@g—N? "5° . 
Beifpiete 
1 8 5 7 
atıtrs titr.. >=: 
ı 3 38 4 8 
— 
11411222 ı 2 8 4 _9 
str: rt tagte 
1 2 8 7 8 9 10 
0128456700 = = ior 10° +703 103 +...tr 777 107 WETLASTL 10° r79% 
10 
+..= 


81° 


Summirung einiger befonderer Reihen. 577 
IH. Sol die Summe ber Reihe 
[74 [74 [74 [74 

KöHD?’ (b+A)Cb+2)? (b-+2d) (d+3d) ’'"" ba —1)d] (ö+nd) 
gefunden werden; fo zerfälle man (nad) $. 316) jedes Stied, indem 
man als veränderlicy anfieht, in zwei Partialbrüde, oder was zu 
demfelben Refultate führt, man zeriege dad allgemeine Glied in 
zwei Partialbrüche und fege in dem fo erhaltenen Ausdrude 


[74 [74 
dld+(a—Dd]) dKb+nd) 
für n der Ordnung nach 1, 2, 3,... Auf diefe Weiſe nimmt die 
Summe ber Reihe die Seftalt an 


_a —— 
I Ar 


— —— 
AGccCGTM 
ren Arts 


[7 [7 
+ are = lan 


*5 
ı 1 | l 
So iſt z. B IITATZIAGTSVV +..=1 
a ı1,ı 1, 1 
575 7G5r56 
N Dasſelbe Mittel verhilft auch zur Summe ber Reihe 
arte ar2c 
re’ (drdXKbF2M+3N’ (Ar2dXbrIMdrIN? " 


ara 
deren allgemeines Glied = D+@ -Dalltma)lo+atl)d] — — 
iſt; denn fo findet man dieſe Summe * | 
Vega. Borkf. 1. Br. 87 
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ad—be ,. cdtbc—ad . ad—2cd—be 
7 tr Foren Ferne 
ad— be ed+bc—-ad _. ad—-2cd—be 
+z#0ormt Fora + 2rorm 
ade. edtbe—ad . ad-Led—be 
+0 t Form T arorım 
ad—be  cdtbe—ad _ ad-2cd—be 
FaeTsra Dal t Plötn—Dalt zarte 
ad-be cdt+bc—ad) , ad-d-be 
Farlstan — 
oder 
ad—be . 2cd+bc—ad Be—ad ad— sed— Ic 
ten T aarone) TERN] 
_ (ad+H2ab—be)n-+ (adHbc)n® 
= HM b-+nd) Far Na 


. &d-+-bec 
Für n = {fl ra —— 





2 3 4 
BB SAFFM 
| _8 ,_5_, 7 _ 
1.03t50n tamn.a rt > 
Seht man c=0, fo iſt von der Reihe 
: 6 [7 
. böH+NM(d+2M’ Gh GT 
[7/4 
[ö4+(n—-Dallö+nd) [b4(a+H1)d] 
die S _ (ad-+-2ab)n-+-adn? 
e Dumme 8, DD LKatı)dl 


und für = 0 wird Super 


1 
21.67 


ii [1 , [1 _ 
3.8 1gıtssıatsasth- > 


X 
| 


_ı , [1 ,_[1_ _ 
133t8 07 rt, 705 + 


Summirung einiger befonderer Reiben. 579 
V. Die Summe ber Reihe 


A 
— +1) Hm? rl cHIa) ++" 
a-+-(n-—-ı)d 


beren allgemeines Glied =afDQatıta...latrita—d 
ift, erhält man, wenn man in jedem Sliede zu dem Zähler ı abdirt 
und wieder abzicht, dann diefen zwei Theilen einzeln den Nenner 


unterfchreibt und den erften Bruch ablürzt. Es ift nemlich 
| 
ı=177H 
1 
— GEDGFITE 
— GESGFIHRGFIFR 


ı 
TarD.. TerrFa-na — @FnD..[shıtona 


de EFF. FF 
Zur n = wird s=1. 


1.3 8 4 
3. raatasatasast =! 


2 4 6 8 
Brastasa tasten 

VI. Die Schwierigkeiten, welche fih ber allge 
meinen Summatjon der Reihen entgegenflellen, ga⸗ 
ben Beranlaffung, auf ben in $. 281 angebeuteten Umftand, 
daß man eine Reihe kennt, fobald ihre Summenformel gegeben ift, 
eine (jebody mehr finnreiche als brauchbare) Summirungsweife 
von Reihen zu gründen. 

Man nimmt nemlih, um fich eine Sammlung von fummirten 
Reihen zu verfchaffen, beliebige von dem Stellenzeiger n abhängige 
Sunctionen als Summenformeln von Reihen an, bie man findet, in⸗ 
dem man in dieſen $unctionen » durch a—ı erfeht, dieſe Refultate 
von den angenommenen Bunctionen abzieht und in ven Heften als den 
Ausdrükfen der allgemeinen Slieber jener Reihen 31,2, 3, 4,... ſetzt. 

87 * 
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Eine ſolche Zunction von n, welche die Summe einer Reibe 
vorftelen fol, muß aber mit dem Stellenzeiger ns zugleich ver- 
fhwinden. Denn gibt fin) die Eumme einer Reihe an, fo ift 
In) — far) ihr allgemeined Glied, weldes für a=1 aud 
die Summe von einem einzigen Gliede barbieten muß; weßwegen 
CI) - RO = 1), nenlih X0) = 0 wird. 

Nimmt man z. B. deu mit » verfchwindenden Ausdruck 
(A+3Ra+3nd3" —ı für die Summenformel einer Reihe an, fo 
ift ihr allgemeines Glied 

I=U+2n +35 1-42 —D+3a— 1) "—ı} 
oder L=n(8 +3n) 2" 
und die Reihe felbft beginnt mit 11, 56, 204, 640, 1840, 4993,.. 
daher iſt 114+56+204+6404+184044992+.. ‚++ — — 
= (1+2n taa)-1i. 


— — 


VIII. Abſchnitt. 


Interpolation. 


$. 337. 

I. Sei wieder wie in $. 8237 
(1) U, Un Us, ⸗ 
eine beliebige Folge oder Reihe von Größen, und man denke ſich 
siwifchen je zwei Glieder diefer Reihe m—ı Glieder fo eingefchal- 
tet Cinterpolirt), daß eine neue Reihe entfteht, deren Glieder mit 
(2) Do, Di, 029... Da-1 3 Das Dmtiye o-Dam-ır Din Ürmhisen Dyer- 
bezeichnet werben follen, von denen jedoch die Glieder 
(8) 00 5 Om; Ozny Dany»: » ' 
mit jenen der Reihe (1) übereintommen. 

Deutet man, in der Abflcht für die zu interpolirenden Glieder 
einen allgemeinen Ausdruck aufzufinden, die Differenzen der neuen 
Reihe (2) durch den Buchflaben 5 an, fo läßt fich jedes beliebige Glied 
0, diefer Reihe (nad) 8. 829, Gl. 10) auf folgende Weiſe ausdrücken. 


on. n=nt+(})io+ (Zt + (BJ 


ü Snterpolation. 581 
Sollen nun in diefem Ausdrude die Differenzen 

das 8*Yo, do, .. der Reihe (2) wo möglich durch die Differenzen 

Aug; Art, A’ln, «+. der Reihe (1) erfegt werden; fo eriwäge 

man, baß (nad) $. 328, Gl. 7) 

(HA un w Ua % 

A te —2uı + — 20a to 

Au — ur + 31 —U—rga 3020} 30a Do 

ma — iu +5 Aus tu —Orn—Arant 608 1.4 
etc. ; ferner, daß (nad) $. 829, SI. 10) 

9 + (T)io HZ) + (FE + (Ft 
tl etz tl) Bet 
GE Te Fe ner 
ct HF) +). 


eic» 
ift, folglich die Gleichungen (5) durch Subflitution ber legten Aus: 
drüde in folgende übergehen: 


—0 —————— .. 
Sun ELSE BE rer malt Spot 
mt... 

—XEX 


x 
...:O.H" . ..:. 8 8 8 0 © 


Subtrahirt man nunmehr, in der oben angebeuteten Abficht, 
tie Gleichung (4) von der Summe der Sleihungen (7), nachdem 
man dieſe mit den dergeftalt gearteten unbeflimmten Multiplicatoren 
Ar, Ar, As, Ar, ... multiplicirt hat, Laß fie die Gleichungen 


&o-(? )+(7 A—0 
-C)H2) tmtame 
-(3)+(%) Amt 3m—8 Im— Ay-tm’A=0 
-(#)-H(7) Am mi Ta! 1Em4 an ‚tm m -6 4 a 
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erfüllen; fo erhält man 

— 1 +A ur AA + AA mt Aut. · ⸗ -- 
daher wegen u =. 
Hd) α tt Amt Aut: -- 

Die Gleichungen (8) liefern aber für die WRultiplicatoren 
Ar, Aa, Ass Asy-.. die Ausbrüde 


an -mı(a-am 
Am 1.23.3.m? =(m ) 


A RZ m) (Im) (n— Im) (n— 3m) () 
a m m —— 


1.2.8.4.m* 
u. ſ. w.; deßwegen iſt auch 


2 n n 
an mt (3) aut (2)owr (Eat 


wofern von einer gewiffen Differenzreihe an alle folgenden ver- 
ſchwinden. 

Bedenkt man nun einerſeits, daß der zweite Theil dieſer Gleichung 
aus jenem der in $. 829 gefundenen Gleichung (10), nemlich aus 


aD nut?) Aut (2) — 
erhalten wird, wenn man bierin » mit — vertaufcht, und 


anderſeits, daß die Indices der Glieder der Reihe (1) die zuten 
Theile der Indices der Glieder der Reihe (8), nemlich jener Glieder 
der Reihe (2) find, deren Ind)ces durch m theilbar find; fo kann 
man fich erlauben, die aus der Reihe (1), durdy Einfchaltung von 
m— I neum Gliedern zwifchen jede zwei unmittelbar auf ein- 
ander folgende Glieder, erzeugte Reihe (2) auch durch die Zeichen 
YHor Ur, Ur, Us.» uU-L uU; Unrly: ‚+21, Us, üppige tus ... 


vorzuftillen, indem man nemlich mittelö ber durch m gebrochenen 


"Spterpolation. 688 


Zeiger auf die angeführte Einfchaltung dergeftalt hinweift, daß all. 
gemein dad mit bezeichnete Glied eigentlich das Ate von den 


zwiſchen und 2... eingeſchalteten (interpolirten) m — 1 Glie⸗ 
bern darflellt. Auf diefe Weiſe dehnt man die Siltigkeit der Glei⸗ 
hung 0. —u,, welche eigentlich nur ba, wo a durch m theilbar ift, 


Statt findet, auf alle, felbft auf jene Bälle aus, wo n durch m 
nicht ohne Reft fich theilen läßt, und erflärt daher die aus (11), 
durch Subflitution von «x, flatt o, hervorgehende Gleichung 


n 2 N 
(18) ut (m)2w+ (m)2%+ (matt... ... 


für fämmtliche ganzzahligen pofitiven Werthe von m und n giltig, 
wenn anderd von einer beflimmten Differenzreihe angefangen alle 
übrigen verſchwinden. 

1. Bill man die Einſchaltung nit nad) dem Gliede 
%o, fondern erfi nach dem Sliede u, beginnen, fo läßt ſich 
died fo anfehen, als interpolirte man nicht in der Reihe (1), fondern 
in der Reihe Ur, Urpiz Unpay Unpzye es» 
daher e8 einleuchtet, daß bie zur Darflellung eines eingefchalteten 
Gliedes dienende Gleichung aus (13) gewonnen werde, wenn man 
ſaͤmmtliche Zeiger von u um r vergrößert, folglich u, in. w, und 
en in Un: übergehen läßt. Auf diefe Weife erhält man 


ao unzut(m m)au+ (m Jar +(m —X 


(15) 
x ) (n -m)(n— im) 
eat Bananen am Murten. 


Diefe Gleichung, nach deren Anleitung die in der Reihe (1), von bem 
Gliede u, angefangen, zwifchen je zwei Nachbarglieder einzufchaltene 
ben m—ı Zwiſchenglieder berechnet werden können, ‚pflegt man die 
allgemeine Interpolationsformel zu nennen. Sie febt für 
ihre Anwendung voraus, baß bie Differenzen Au,, A’, A’ur,». 

der gegebenen Reihe, wenigftend von einer beflimmten an, forte 
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während abnehmen, fa daß eine von ihnen entweder völlig Null 
werde oder wenigflens ohne merklichen Fehler der Null gleich ge 
achtet, mithin die vorgelegte Reihe nahe genug für eine arithmetifche 
angefehen werden darf, If die Reihe eine arithmetifche, alfo eine 
diefer Differenzen beſtimmt Null, fo kann n beliebig groß gewählt 
werden; wenn dies jedoch blos angenähert richtig ift, fo pflegt man, 
um mehr Sicherheit in das Rechnungsrefultat zu bringen, nur im⸗ 
mer zwifchen die Glieder u, und u,,1, einzufchalten, folglich n<m 


ober m einen echten Bruch fein zu laffen. 
Setzt man noch in der Gleichung (14) zur einfacheren Dar: 
ſtellung derfelben n ftatt r + > fo erhält man 


16) „=utl”, ı")a «+07 RWE ut ..., 


welche mit Gl. (8) in $. 329 der Form nach übereinfommt; wobei 
nur noch zu bemerken iſt, daß die Differenz a—r jeden pofitiven 
rationalen Bruch vorzuflellen vermag, welcher, wie eben erwähnt 
wurde, in jenen Faͤllen echt ift, wo bie vorgelegte Reihe nicht voll. 
fommen arithmetiſch iſt. 


$. 838. 

Man wendet dbieInterpolation vorzäglic bei jenen 
Reihen an, von denen die Art ihres Kortfhreitend 
entweder gar nicht bekannt oder wenigſtens fehr verwidelt 
ift, wenn man einige ihrer Glieder bereits beflimmt hat und noch 
andere zwifchen fie hinein fallende fuchen will, Hiebei muß jedoch 
eine ihrer nad einander kommenden Differenzgreihen nahe genug 
aus gleichen Gliedern beftehen, mithin die nächflfolgende nur Glie⸗ 
der enthalten, die wenig von Null bifferixen. 

1.Beifpiel. Sollen zwifchen jede zwei benachbarte Glieder der 
Reihe 1, 25, 81, 169, 289, 441, 625,... drei neue Glieder fo 
eingefchaltet werben, daß dadurch eine nach bemfelben Geſetze fort- 
laufende Reihe entftehe; fo hat man: | 
Hauptreihe 1, 25, 81, 169, 289, 441, 625,... 
erſte Differenzreihe 24, 56, 88, 120, 152, 184,... 
zweite Differenzreibe 33, 82, 32, 82%, 32,..., 
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daher ift für die Anwendung ber Formel (15) 
r—=0, u—1, Au, =24, 2,32, Au. 0, m—18, n—4 


und fonad 
— N n(n—4) — 2_ 
wit, . 214 gg = Hann’ — In 





oder ge“ =(n+1)°. 


Seht man hierin 
a=(0), 1,2,3, (4), 5, 6, 7, 8, 9, 10, 1, Wa 
fo erhält man die Reihe 

(1), 4, 9, 16, (25), 36, 49, 64, (81), 100, 121, 144, (169)... 
in welcher bie eingeflammerten Glieder die der gegebenen Reihe, 
die übrigen aber die zwiichen fie eingefchalteten find. 

3. Beifpiel. Man denke ſich die Briggifchen Logarithmen blos 
von den unter 100 liegenden ganzen Zahlen in 7 Decimalftellen 
berechnet und es werde verlangt, Daß man die Mantifje von log 9468 
mittel der Interpolation fuche, ohne die Geſetze des Fortſchreitens 
diefer Mantiffen zu fennen oder zu berüdjichtigen. Diefer Forderung 
kann auf folgende Weife entfprochen werben. 

Da die Briggifchen logarithmiſchen Mantiffen blos von ben 
Ziffern der dekadiſch geichriebenen Zahlen, nicht aber von der Stellung 
bes Decimalftrihes abhängen ; fo wird man dieſen in der gegebenen 
Bahl 9168 fo fielen, dag die zu feiner Linken flehende ganze Zahl unter 
denjenigen Zahlen ſich befindet, deren Logarithmen man kennt, oder 
was dadfelbe ifl,- man wird von dem Briggifchen Logarithmen ber 
Zahl 94,68 die Mantiffe fuchen. Dem gemäß ift die hier zu betrach⸗ 
temde Hauptreihe die der Mantiffen von den Logarithmen der Zahlen 

Hr 5 MM HM 
nemlich die Reihe 

9731279, 9777236, 9822712, 9867717, 9912261, . . - 
Bon ihr ift die erſte Differenzreihe 

. 45057, 45476, 45005, 44544, .... 
die zweite Differenzreihe 

—41, — 4721, —Ml,... 
die dritte Differenzreibe 
10, 10, 2 
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Bei dieſer kann man ſtehen bleiben, da ihre Glieder ſehr nahe 
gleich ausfallen. Weil nun hier die Mantiſſe von log 94,68 ober 


von 10g(94 100) zu fuchen ift; fo bat man zwilchen die Man⸗ 


tiffen der Logarithmen von 94 und 95 eigentlih 100—ı = 99 Glie⸗ 
der einzufchalten und von dieſen das 6Sfte zu beflimmen; folglich 
{ft für die Formel (15) 

r=94, m=100, n=63, u.=9731279, Au, =45957, 
Mu,=—41, Au 10, Au, Au... 0, 
0,2 == mant log 94,63; daher auch 





u.=9781279 
en w= 28952,9 
_ — Au= 660 | 
lm) (Am —n) A u 0,8 


1.2.87 
ẽ 





mant log 94,63 9760288, 
welches Refultat felbft noch in ber lebten Stelle richtig ifl. 


$. 339, 


Das Droblem der Interpolation läßt fi auch noch 
von einem anderen Geſichtspuncte aus betrachten. 
Nach den von uns (in $. 387) gepflogenen Unterfuchungen enthält 
bie Formel 


a9) var" )au Hl? art ar... 


das allgemeine und vollfländige Verfahren der Interpolation, wor 
fern n jede pofitive Rationalzahl vorftelt, und von einer beflimm- 
ten Differenz, an alle folgenden Nul werben, Entwidelt man nun 
ben zweiten Theil diefer Gleichung nach den Potenzen von n, fo 
erfcheint er, wofern die ste Differenzreihe entweder ganz ober wenig: 
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ſtens nahe gleiche Glieder enthält, folglich die gegebene Hauptreihe 
eine arithmetifche vom mten Range ift, in der Form 


einer ganzen rationalen Function von 2, welche endlich und vom 
mten Grade ift. Die Aufgabe der Interpolation befteht demnach auch 
blos in der Auffindung dieſer Kunction, welche entweder völlig 
ober wenigſtens hinreichend genau die gefuchten Glieder der Reihe 
darſtellt. | 

Wenn ſonach allgemein eine veränderliche Größe y von einer 
anderen z auf irgend eine noch unbelannte Weife abhängt, jedoch für 
einige Werthe zo, Zı, La, Ds, .- Zu der Grundveraͤnderlichen z bie 
entiprechenden Werthe yo, Yı, Ya, Yarı+-Ym der abhängigen Ver⸗ 
änderlihen y befannt find; fo läßt fid der Sinn bed Juterpo⸗ 
lationd-Problems auch fo auffaflen, daß man die Art der Abhängig- 
„Leit der Größe y von z, nemlich in der Gleihung y=/(z) bie 
Form der Function fCz), entweder wo möglich ganz genau ober doch 
wenigſtens mit hinreichender Richtigkeit, ermitteln folle. Zu diefem 
Zwede ſetzt man 


y=otrarta2’ taz’... taz”, 
nemlich man wählt für y eine ganze rationale Function vonz, welche 
aus eben fo viel Gliedern befteht, ald wie viel Paare zufanımen- 
gehöriger Größen von z und y befammt find, und beflimmt ihre 
unbelannten Coefficienten ao, Gı, a2, Gas ++. Gun, Indem man in 
der angenommenen Gleichung jene Paare correfponbirender Werthe 
fubflituirt und bie fo erhaltenen Gleichungen nach ben bekannten 
Methoden auflöft. 

Beifpiel. Man habe mit einem Bombenmörfer unter 
einerlei Elevationswintel mit den Ladungen von 
20, 50, 40, 50, 60 Loth Pulver die Wurfweiten von 
80, 260, 420, 550, 650 Klaftern erreicht, und foll die Wurfweiten 
beflimmen, welche man mit ten zwifchen 20 und 60 Lothen lie 
genden verfchiebenen Pulverlabungen erreichen würde. 

- Bu diefem Zwecke bezeichne man mit z irgend eine in Lothen ange- 

gebene Pulverladung und mit y bie mit ihr zu erreichende Wurfweite, 






ah A 


ge 
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und fee, da zu den hier gegebenen 5 Paaren zufammengehöriger 
Werthe von z und y (weil ohne Ladung Feine Wurfweite erreicht 
wird) noch das 6fle Paar z=0 und yo ſich gefelt, 
y=4A+Ba-+Cz’+De’+Ex*+ Fr’, 
oder auch, ba wegen z=0 und y=0 auh A=0 fein muß, blos 
y=Bs-+Cz°’+Dz’+Er*-+Fe°. 
Hierin fegt man z=20; 30; 40; 50; 60; 
. und y=8; 260; 420; 550; 650; 
denn noch zur Vereinfachung der Beflimmung der Eoefficienten 
B=a, c=4, D=, E= — F= 0000; 
darnach erhält man folgende Gleichungen: 
8—=2a-+ 4ß+ 8y+ 1654 82: 
26=2a-+ 9B4 27,4 815-4 248: 
42=1a+198+ 64y+ 256610248 
55—=5a+25ß-+-125y4+ 6256-4+3125e 
65—6a--36ß-+216y-+-12966-4-77768. 
Hieraus ergibt ſich 


__M6 „ s08 __888 ,„ 16 __ 5 
ZT Tg 9 PT ga > IT ag > 9 Ta II 1 0 
daher 

8456 _ 8398 883 106 5 


B= - C=7700° D=- 7400 ’ F= 174000 ‚= 1440000 


und fonad) 
— 69120002 -+ 6796002? — 176602°-+ 2122* — 2° 
288000 " 
So z. B. findet man.für die Ladung von 45 Lothen, wenn man 
z=45 febt, die Wurfweite y=488 Klafter. 


$. 810. 


In der lest erwähnten Darftelung geflattet das Inter 
pyolation3-Problem noch eine andere bemertenswer 
the Löfung. Seien wieder 
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Yo» Yı, NYıs+ + + Ya 
bie m-+1 Werthe von y, welche den befonderen Werthen 

o, Bi, Day». + Du 
der Veraͤnderlichen z entſprechen. Erwägt man nun, daß in ber 
allgemeinen Anterpolationsformel ($. 3387, Gl. 15) die Größen 
Yo; Yı, Yas * - - Yu in keiner höheren Potenz als in der erfien 
erfcheinen eönnen; fo bleibt es immerhin verftattet, den allgemeinen 
Ausdrud von y in der Geſtalt 


y=Xyot Aıyı FAzyat : - - + Au 
zu [reiben ,, indem man unter den Sactoren Io, Ar, Any: -- Au +: 
foldye Zunctionen von 2 begreift, daß die erfte A, blos für z=zo auf 
1, für jeden andern Werth von z aber auf Null, die zweite X, nurfür 
z=zı auf 1, für alle übrigen Werthe von = dagegen auf Null ſich 
rebucirt, und kurz, daß jede Sunction X, nur für z=z, in 1, für 
jeden anderen Werth von = aber in Null übergehe. 

Soll aber eine Function X, fo beilimmt werben, baß fie, ben 
Werth z, audgenommen, bei welchem fie =1 wird, für fämmtliche 
Werthe 25, Lı, Zar Zanız Darin Ca verſchwinde; fo muß 
fie (nach $. 288, III.) durch dad Product 

(220) (2-21) (2-22) (E21) DDr) (Zn) 
theilbar fein, folglih, wenn X eine von z unabhängige Größe vor⸗ 
ftelt, die Form 

X=Klac—- 2) — 21)... (E- 2-1) (2 Tr). (FE) 
befigen. Damit aber für z=z, auch noch X,=1 werde, muß 
1=Ka—- 2) DE): (Dr) Fer). (DI) 
fein, daher erhält man, indem man die vorhergehende Gleichung 
durch diefe dividirt, ‚ 

_la-20) (a1)... . FI) 0. (Ze) 

Ta) Br). (Da) Daten) (De) 

Setzt man nunmehr in diefem allgemeinen Außdrude von X, 
für n nach und nad) die Zahlen O0, 1, 2,...m, fo findet man bie 
Functionen Ko, Ar, Ar, An und wenn man diefe in dem für y 
angenommenen Ausdrude fubflituirt, 
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_la—aı) (e-2) (2-2) ..- (7-2) 
= (20) 29 2) (2o—Lr):- (Lo Lu) 
(2-2) (2-2) (2-23) .-. (2-Iu) 
1-2) a8) (a a)... (a2) gı 
(2-2) (sc) (2-8)... (I-%u) 
(2320) (221) E22). (Dan) 
(2-20) (5-01) (2-23) -.. (20) 
(HA) a ma — 22)... (ar) 


VNo 


(Da Lo) 22 — IE Ir): ( .) "Yu 

Diefe Gleichung heißt nad ihrem Erfinder die Lagrange- 
(he Interpolationsformel und gewährt in ber Anwendung 
den Vortheil, daß fich die einzelnen Beftandtheile derfelben mit 
Hilfe der Logarithmen berechnen laffen. 





Anbang einiger Tafeln. 


1. Tafel der Brimfactoren aller Zahlen von 1 bis 16897. 

I. Tafel der Potenzen aller Zahlen von 1 bis 100. 
III. Tafel der zweiten Botenzen aller Zahlen von 1 bi81000. 
IV. Tafel der dritten Potenzen aller Zahlen von 1 bis 1000. 
V. Tafel der zweiten Wurzeln aller Zahlen von 1 6i81000. 
VI. Tafel derdritten Wurzeln aller Zahlen von 1bid 1000, 
VII. Tafel zur Verwandlung der Fuße, Zolle, Linien und 
Buncte des zwölftheiligen Maßes in Decimaltheile der 
Klafter, des Fußes und des Zolles, wie auch umgekehrt. 


! 
\ 


890 7. Hauptſtuͤck. 8. Abſchnitt. 
_ (aa) (2-22) (2-0) ..- (2 Zu) 


y= (So—Sı)(20 — Ze) (20 — 23) .- (20 Du) %o 
(2-20) (2—2) (E82) .-. (2£-2u) 
(S1ı-20)(20ı — æ) (æi -... (zı — 7, ‚Yı 
(2—20) (#—-1ı) (0— 2) .-. (Zu) ” 


(220) (L2— Iı) (02a). (a) 
(s—2,) (2-1) (2-22) -.. (2-2) 


, (2—%,) (a) (2-22) ...: (2 —L2a-ı) 
DENE NEED. (Ban) 9° 
Diefe Gleichung heißt nach ihrem Erfinder die Eagrange: 
fhe Snterpolationsformel und gewährt in der Anwendung 
den Vortheil, daß fich die einzelnen Beftandtheile derfelben mit 
Hilfe der Logarithmen berechnen laffen. 


Anhang einiger Tafeln. 


1. Tafel der Brimfactoren aller Zahlen von 1 6i8 16397. 

I. Zafel der Potenzen aller Zahlen von 1 bis 100. 
111. Tafelder zweiten Botenzen aller Zahlen von 1 bis1000. 
IV. Tafel der dritten Potenzen aller Zahlen von 1 bi8 1000. 
V. Tafel der zweiten Wurzeln aller Zahlen von 1 bi8 1000. 
VI. Zafel der dritten Wurzeln aller Zahlen von 1 bis 1000. 
VII. Tafel zur Verwandlung der Fuße, Zolle, Linien und 
Buncte des zwölftheiligen Maßes in Decimaltheile der 
Klafter, des Fußes und des Zolles, wie auch umgekehrt. 
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In ber Tafel der Primfartorgn find alle durch 
2, 8 und 5 nicht theilbaren zufammengefeßten Zahlen von ı bis 
16397 in ihre einfachen Factoren aufgelöft; weßwegen diefe Babe 
Ion nad) ihrer natürlichen Folge in verticalen Columnen geordnet, 
und ihre Primfactagen ihnen rechts beigefest find, wodurch Die 
Auffuchung diefer Factoren fir fi far wird. Sollte die Zahl, de= ' 
ven Primfactoren man fucht, in der Tafel nicht enthalten fein, fo 
ift dies ein Zeichen, daß felbe eine Primzahl fe. So findet 
man 5. B., Laß die Zahl 4199 aus den einfachen Factoren 
13.17.19 zufammengefegt fei; fie werben einfach genannt, um 
fie. von den Übrigen zufammengefesten Factoren 221 = 18.17, 
247=18.19, 825 =17.19 zu unterfcheiden, durch welche Die gege» 
bene Zahl gleichfalls theilbar ift. Eben fo findet man, daß 4177 eine 
Primzahl fei. Die durch 2, 3 und 5 thrilbaren Zahlen find in der 
Tafel meggeblieben, weil die Factoren 2, 8 oder 5 einer Zahl 
gleich bei ihrem Anblide in die Augen fallen ($. 69, 5). Würde 
nun eine durch 2, 8 oder 5 theilbare Zahl, z. B. 111972 in ihre 
einfachen Factoren zu zerlegen fein; fo fieht man gleich, daß 
111972 = 2.2.3.9331 fe; nun findet ‚man in der Xafel 
9831 = 7.81.48, folglich ift 111972 = 2.2.8.7.81.48. 

Die darauf folgende Tafel der Dotenzen enthält die 
4te, Ste, 6fle, 7te und Ste Potenz aller Zahlen von ı bis 100, 
und kann fowohl bei der Auflöfung der höheren Sleihungen, fo 
wie auch bei dem @infchalten oder Interpoliren und in andern 
Fällen gute Dienfte leiften. Mitteld diefer Tafel findet man auch 
die Potenzen von 1,0; 1,1; 1,3; 1,38; ... 9,9; fo wie 
die Potenzen von 0,01; 0,02; 0,08; . . . 0,995 wenn man nur 
für die gefuchte Potenz die gehörigen Decimalziffern in der Zafel 
abfondert. 

- Die Zafeln der zweiten und dritten Potenzen, wie 
auh die Tafeln der zweiten und dritten Wurzeln 
bedürfen Peiner Erläuterung. Daß dieſe Tafeln auch auf einige 
Decimalbrüce angewendet werden können, wie jeder bei dem erſten 
Anblicke felbft einjehen. Eben fo einfach und deutlich ift bie Einrich- 
tung der legten Xafel. 


— — 


„> u. ww ww. 


m: ZW 


— — — - —— X — * Zum. r- 
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| | 3ahf_ [Bactoren] Zahl. 

















































































































































































49 7-7 629117-37 Sr 47 str 58 - 
| 77| 7-11 637| 7.7.13 | 1099| 7.157 | 1517137. | 
91| 7-13 649|11-59 142 411-101 1519| 7-7-.31 | 
| A18| 7.17 667|23:29 1121|19.59 1529|11-139 
| 121|11-11 671|11-61 1127| 7:7:23 | 1637129.53 
133| 7-19 679| 7-97 113311. 103 1541|23 67 
443|11-13 689113-53 1139|17.67 1547| 7.13-17 
461| 7:23 697117-41 4141| 7 163 1561| 7-223 
| 16913-13 708|19.37 114213137 1573|11-11 13 
| 4871-17 707| 7-101 1167|13-89 1577119:.83 - | 
| 2038| 7.29 713|23-31 1159|19-61 1889| 7.227 
209111-19 7121| 7-108 1169| 7.187 1591|37-43 
| 217| 7-31 731|17-43 1177|11-107 2603| 7.29 I 
22113.17 73711167 1183| 7-13 13] 1631| 7.233 
247113 19 749| 7-107 1189|29.41 1633|23- 71 
253|11-23 7683| 7-109 4199|11 109 4639141149 
259| 7-37 76713 59 1203]17.71 1643|31-53 
J -287| 7-41 779|19-41 1214| 7.173 1649|17-97 
289|17.17 789|11-71 1219/23.53 1851/13127 
Ä 299113 23 791| 7.113 1%41|17.73 1661|11-151 | 
seA| 7-43 703 13. 61 124311. 113 1673| 7:29 | 
319|11-29 799117-47 1247|29.A3 1679123 73 1 
323|17.19 so8j11:73 1253| 7-.179 1681|41-41 | 
.329| 7-47 817|19.43 1261|13-97 1687| 7.241 
341111-31 833| 7.7.17 1267| 7.181 1691|19-89 
Ä 343| 7-7:7 841|29-29 1271|31-414 | 1908|13-131 
361|19-19 847| 7-11 41 | 1273119 67 1711|29 59 
371| 7 53° 851|23.37 1808| 7.11.17] 171717.101 
377|13-29 869|11.79 1313[13-101 1727|11-157 
391|17:23 871|13 67 1331111-11-11] 1729| 7 13.19 
40313 31 889| 7.127 1333[31 43 173913747 
407|11-37 893| 19.47 1337| 7.191 1751|17 103 
413| 7-59 899|29. 31 1339|13-103 1757| 7-31 
427| 7-61 s01|17:53 1343|17.79 1763|41-43 
437119 23 913|11-83 1349|19.71 1789129-61 | 
451|11-41 917] 7-131 1351| 7.193 1774| 7-11 23 
469| 7-67 923113:71 1357|23-59 1781113: 137 | 
473|11-43 931| 7.7.19 1363[29 47 1793|11- 163 
481|13-37 943|23-41 1369| 37-37 1798| 7-257 
| 293117-29 949|13.73 1370| 7.197 | 1807J13 139 
497| 7:71 959| 7.137 1387119 73 1813| 7 7-37 
SA1| 7.73 961|31- 31 1391113:107 -f 1817/23-79 
-517|11-47 973| 7-139 1393| 7:199 1819|17:107 
527|17-31 979|11-89 1397|11-127 1829131 59 
52912323 989|23 43 1403|23 61 1837|11-167 
533113.44 1400 47. i1. 13 | 1311l17:83 4841| 7-263 
539| 7-7-.11 | 1003J17:59_ 141713-109 | 1843l19.97 
651|19-29 1007/19. 53 1821| 7:7 29 | 1849143-48 
553] 7.79 1027|13-79 1441[11-131 1853)17 109 
659113 43 1037/17. 61 145713147 1859|11-13-13 
581| 7-83 1043| 7.149 1463| 7 11-19 1883| 7-289 
583111-53 1057| 7.151 1469113 113 # 1891|31-61 
589|19-31 1067/1197 1477| 7.211 1897| 7.271 
Ga 113-7 1073|29.37 1504119:79 | 1803111.173 
623] 7-89 1079|13-83 1507/11187 190912383 
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1919]19-101 





jast. [Sactoren] "Seh. [Bacioren. 
nu Yır v 1 1 x 


271711113: 18 







































































































































2308| 7.7 47 | 99014 |37.73 











1921|17-.113 2321111.211 :9723| 7.389 |sn@n| 7 443 
1927/4147 2323128101 2737| 7:17:231 3103|29.107 
1937|13 149 2327[13-179 2743118 211 3107|13 239 
1939| 7 277 2329117.137 2747|41-67 3113j11.283 
| 1943le9-67 2353113-181 2759131:89 3127|53.59 
1957119 103 2350| 7-337 2761111251 3131 131.101 
1961137-53 2363117-139 2771117.163 3133113.241 
1963118 151 2369123.103 2773147:59 . 1 -3130148.73 
1967| 7 21 1° 2387| 7.11.31 | 2770| 7.30 3143| 7.449 
1989l11 170 I8aoal 7:7.7:7 | zreslet-ı1-23| 3189]47-67 
1981| 7-283 2407129.83 128021 7 301 3151123. 137 
1991111181 2413119-127 2801 3157| 7 11-4 
2008| 7:7 t1 |  2419141-59 3161/29109 
2021143.87 2429| 7,347 2821| 7.13:311 3173119-167 
2023| 7.17.17] 2a31]11-13-17 | 2s27lıı 257 3179111 17-17 
2033119-107 2448| 7 349 2831119149 3193|31.103 
2081113: 157 2449131 79 2839117-167 | 3197|23-139 
2047123-89 2453111 223 2859| 7.11-37| 3199| 7 457 
2051| 7 293 2481 128-107 2863| 7 09 |s211l13-13-10 
205711.11-171 M7ıl 7-353 2867|47-61 3223|11:293 
2059|29 71 2479137:.67_ wsolio 161 322%. 7.861 
2071[19-109 2a83l13 191 2873113 13.171 323315361 
2077131-67 248919131 288114367 3239|41-79 
2093| 7.13.23 2491|47:53 2891| 7-7.50 | 3241| 7 A683 
2101 11.191 2497|11-227 2893111 283 3247|17-191 
2107| 7:7-43 | 850114161 2899 13-223 3263113-251 
2117|29 73 2507123-1090 I 29a1la1-71 3269| 7-467 
2119113 183 2509|13-193 292123 127 | .3277129-113 
2123|11-193 2513| 7-359 292313779 3281117-193 
2147119-113 2519|21-229 2929|29 101 3283| 7-7-67 
2149| 7-307 2527| 7.19-19 | 2933| 7-419 3287119 173 
2158|17.127 2533117 149 2981117.173 1. 3289111-13-28 
2167111 197 2537|43 59 2947| 7.421 329313789 
2171|13-167 2561113 197 2951113 297 | SSnl| 7-11-43 
2173|41-53 256311233 2950/11269 3317/31107 
2177| 7.311 2567|17-151 2977113 229 3337/47 71 
2183137:59 2569| 7.387 2981|11.271 3341113-257 
3189|11:199 2573|31-83 2983119-157 3349|17-197 
2191| 7 313 2581120 :89 2987129103 3353| 7-479 
2197113-13-181 2587/13 199 2989| 7.7 61 | 3387| 7-13-37 
2201 31 7i 2597| 77-53 2993141 73 3377111307 
2209|47-A7 2599|23.113 1 8807|31-97 3379131109 
9249| 7.317 | 26®8 119-137 3013123-131 3383117199 
2227|17 131 2611| 7-373 3017| 7 431 3397143 79 
2231123-97 202314361 3029113:233 | 3404 19-179 
2233| 7.11 201 2627137-71 3031| 7-433 3403141-83 
2249|13-173 2629|11-239 3043117-179 3409| 7 487 
2257137-61 2630| 7 13-29 | 3047/11-277 3419113 263 
2261| 7.17.19) 2641|19-139 3053143.71 3421111 311 
22633173 2651111241 3059| 7.19.23] 3427/23-149 
227943: 53 2653| 7-379 3071137-83 343114773 
2291|29-79 2669 17-157 3073| 7.439 3437| 7-91 
22°Ql11-11:108 2681| 7-383 3077117181 3439| 19-181 
3091 111-281 3443111-313 
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4037 11-367 


4039| 7.577 
4043113. 311 
4081|31.131 
4063|17 239 


4067| 7-7 83 


4069|13-313 


4081| 7. 1163 


4087|61-67 
4097/17. 241 





480811. 373 


4109| 7. 687 
411723 179 
4121|13-317 


4123) 7.19 31 


4151/81 101 


414711. 13. 29 


4151| 7.593 
4163|23.181 
416911 379 
4171133-97 
4181|37-113 
4183|47.89 
418715379 
4189]59 71 
4193} 7.599 


4109|13-17-19 
4207| 7.601 


4213|11.388 


Bere der u Drimfactoren. 


4369117.257 
437929.151 
4381|13-337 
4387|&1.107 
439323 191 
4399|53-83 


44087.17.8 


21111.401 
4417| 7-631 
4427|49:233 
442983 -103 


4433111 1 31 


4477|11-11-37 


4487| T-641 


' 4489,67 67 


4499|11-409 


ABO@R| 7.643 


4511|13-347 
4529| 7.637 
4531/23-197 


4537|13-349 ° 


4541119 239 


4543| 7.11-59 


4553/29-157 
4550 47 97 

4571| 7.653 
4573]17:269 
457723. 199 
4579119 241 


0 





596 Tafel der Primfactoren. 
— EEE EEE 


— run -5317113-400 1 65687111-11-47 


5141153 97 


8149119 -271 
5159| 7-11 67 
6161|13- 397 
5173| 7.739 
5177|31-167 
5183171-73 
5191 129-179 


5201| 7-743 


5203 11-11-&3 
5207|41-127 
5213|13-401 
5219/17: 307 
5221|23-227 
5239113 13-31 


5321|17-313 
5327| 7.761 
5329|78.73- 
5339|19- 281 
3344 
5353/53101 
5857|11-487 
5359/23233 
5363|31-173 


5369| 7 13-58 


5371|81-131 
5377119.283 
5383| 7.769 
5389|17-.317 
5401|11:491 
5411| 7773 


5423/11 17-29 


5429|61-80 
5447|13-419 


7-7-.109 


5699|41:139. 
5707 |13-439 
571329 197 


5719| 7.19.43 


5723159 - 97 
5729117-.337 


5731111-521 


5787| 7-821 
5753111 523 
5759|13-443 
5761| 7.823 
8767173.79 

5771|29-199 
6773|23 251 
5777|53-109 
5789| 7.827 


5797]11-17-31 


5803| 7-829 
5809|37. 157 


6077159-103 
6083| 7.11.79 
6097| 7-13-67 | 
6103|17.359 
610731-197 
6109/41 -149 
611929 211 
6127111-557 
6137|17-.19-19 
6139} 7-877 
6149j11-13-&3 
615747 . 131 
6161j61-101 
6167| 7-881 
6169131-199 


5453| 7 19 41 
5459153-103 
5461|43-127 
5467| 7-11 71 
65473|13-821 
5489|11-499 
5491117:17-18 
5497]23-239 


5508! 7.787 


5513|37-.149 
5533|11:508 
5537, 7:7-113 
5539|29-191 
554323 241 
5549| 31.179 
5551| 7-13 61 
5561/67.83 
5567|19-293 
5579| 7-797 
5587|37.151 
5693| 7-17-47 
5597/29. 193 
5599111. 509 


5243| 7.7.1075 5603 13-431 


5249.29-181 
5251/59-89 

5257| 7-751 
5263|19.277 
5267123. 229 


5293167.79 
5299| 7.757 


551 1 47 113 


5609|71-79 
5611/31-181 
5617141-137 
5621| 7-11-73 
5627|17-331 
562913 .433 
5633]j43.131 
5663| 7.809 
567153. 107 
5677) 7.811 


6681/13-19- 


5819111-23-23 
583117 7-7-47 
5833119 307 
5837113449 
5863/1113 41 
5873| 7.839 
5887| 7 29 29 


5891 43.137 
589317183 
6899117.347 
590919 311 
5911 |23 257 
5917|61-97 
5921 |31-191 


5929|7-.7-.11 11 


5933117.349 
5941|13 457 
5947119 -313 
5951|11-541 


6957| 7.23-37 


5959159 101 
5963|67:89 
5969 47. 127 
5971| 7 853 
5977143 139 
5983)31-193 
5989153113 
6993113-.461 
5999| 7 857 
691 17.353 
6013| 7.859 
6017|11-547 
6019|13-463 
6023/19 317 


6031137 163. 





6179137-167 


6181| 7.883 
6187123 269 
6191)j81- 151 
6193]11.563 


6209| 7:-887 


6223| 7-7-127 
6227113-479 I 
6233|283 271 
6239|17-.367 
6241/79-79 
6251) 7.19-47 
6253|13-13-37 
6259|11-569 | 
6281/11 571 
6283,61-103 





gaht._|Bectoren | Zahl. 


8431159. 109 
6433] 7.919 
6437|41-157 
6439|27.137 
6443|17:379 
6457111-587 


Zafel der Drimfactoren. 


. | Kuactoren. 


0707 67-101 
6769] 7-967 
677313521 
6787|11-617 
6797| 7.971 
6799|13-523 


6461) 7-13-71] 680911 619 


6463|23 281 
6467|29 223 


6479)11-19-31] . 


6487|13-499 
6493/43 .151 
6497|73.89 
6499/6797 


leses 7.929 


650923 283 
6511/17383 
6517|7:7 7-19 
6523/11 -593 
652761107 
6533/47139 
6539|13- 503 
6541/31-211 
6557179 83 
6559| 7.937 
6583/29 .227 
6587| 7-941 
6589/11 599 
6593|19-.347 


son; 7.23 4 


6611j11 601 
6613/17 389 
6617|13-509 
6623|37 179 
6629| 7-947 
6631119 349 
6641|29.229 
6643| 7-13-73 
6647|17-17-23 
6649/61 -109 
6667159 113 
6671| 7-953 
6677| 11-607 
6683|41 163 
6697137. 181 


6202 19 363 


6713 7.7. 137 
67211113 47 
6727| 7-31-31 
6731|53 127 
6739123293 
6783|11-613 
6749|17 397 
6751143157 
6757|29-233 


6811| 7.7.139 
6817|17 401 
6821|19-359 
6839| 7.977 
6847 [41-167 
6851|13-17. 31 
6853| 7.11 89 
6859 19. 19. 19 
6877113.23.23 
6881| 7.988 
688717197 
6889/83 .83 
6893/61 -113 


639%81 67-103 


6913]31- 223 
6919/11-17-37 


6923| 7-23 43 1 


6929113-13 41 
6931|29.239 
6937| 7-991 
6941/11-631 
6943|53-131 
6953)17-409 
6973|19- 367 
6979| 7 997 
6989129 241 


70903|47.149 


7007|7.7 11-13 
7009123-163 
7021| 7-17-59 
7031|79- 89 
7033|13-541 
7037|31- 227 
7049| 7.19.53 
7051|11-641 
7061/23 307 
7063| 7.1009 
7067137 -191 
7073111-683 
7081|73-97 
7087119-373 
7091| 7-1013 
7093|41 173 
7097|47-151 
7090|31-229 


2114113.557 


71:7111:647 
712317-419 


n.T 3abı. Factoren. 


7133] 7-1019 
7139/11-11-59 
7141137 193 
7147| 7-1021 
7153|23 311 
7157117-.421 


7163|13- 19-29] 


7168|67-107 


- 7171171 101 


7181/33167 
7183/11 653 
7189| 7-13-79 
7199|23.313 


7201,19 379 


7217| 7.1031 
7223/31-233 
7281| 7.1033 
724113557 
7249|11-659 


- 7259| 7 17 61 


7261|53- 137 


7267113-13-431 
- 7271111: 661 


7273| 7 1039 
7277119. 383 
7279129 251 
7289137197 
7291|23-.317 


78@1| 7.7-149 


7303|67-109 
7313|71-103 
731913563 
7327|17-431 
7337111-%3-29 
7339141.179 
7343| 7-1049 
7357| 7-1051 
7361]17 433 
7363137199 
7367|53-139 
7373173101 
7379 47 . 167 
7381 11. 11.61 
7387183.80 
739119. 389 
739713.669 
7399| 7.7. 151 


7403|11-673 


7409|31 239 
7421/41181 
7423113-571 
7427| 7 1061 
7829|17-19-23 
743943 -173 
7441| 7.1063 


Zahl: 


597 


7447111677 
7453129 257 
7463|17-439 
7469| 7-11-97 
747131 241 
7483| 7-1069 
7493/59127 


7501 |13-577 


. 7511| 7:29 37 
7513|11: 683 
7519|73-103 
7531j17 443 ' 
7543|19-397 
7553| 7-13. 83 
7867| 7.23.47 
7571|67-113 
7578|11-13-53 
7597|71-107 


760 1 |11-691 


7609|.7- 1087 
7613123 - 331 
7619119 401 
7627129. 263 
7631113-587 
7633117-449 
7637) 7-1091 
7651! 7-1093 
7657113-.19.31 
7661|47.163 
7663179:.97 
7667111-17 44 
7679| 7-1097 
7693| 7 7-157 
7697|43.179 


2209 13-593 


7711111 701 
7721| 7.1103 
7729159-131 
7733|j11-19-37 
7739|71-108 
7747\61-127 
7751|23- 337 
7763| 7.1109 
7769|17-457 
7771|19 209 
7777| 7 11-101 
7781\31.251 
7783143181 
7787113-599 
7799|11-709 


79@ 129.269 


7807137. 211 
7811|73-107 


781313 601 


7819| 7.1117 


| Sactoren. 


















7837 17 461 
76843111.23-31 
7867) 7.1951 
1849187.167 
7185929 271 














9143|17.479 
8149/29-281 
8153 31203 
—A — 199 








901)59.139 



















Su08) 11.773 


5173111. 7%; 
8177]13-17 37 
8183| 7-7-167 
8189/19 431 
8197) 7.1171 


7661| 7.1123 8203|13-631 
7871117.463 8207|20.283 
7889|7.7.7.22 8213]43 191 
7891}13 607 8%227119:433 
i 789733-189 8239) 7-11-107 
i I9@8| 7:1129 8249|73-113 
J 7809]11:749 8251|37-.223 
7913/41193 828723. 359 
7921/89.89 8861j11.751 
79317 11 10 8207| 7.1181 
7939|17.467 8279117:&87 
7943113 .13.4 8281|7:.7.18-13 
706773109 8200|48 193 
7961j19.419 | 82308|19-19-23 
8309| 7.1187 
8321/53 167 
B3R3| 7-RD-A1 
88237|11:767 
‚883318 041 . 
8339| 31.269 
8341|19-439 
. 8347|17 491 
71999118 421 8351) 7 1198 
S0@3|53-151 8357|61-137 
8021/13- 617 835913643 
8023 71. 113 837111 761 
802723 349 838117. 17 29 
8029| 7-31 3 8383|83-101 
8033/29 277 8393| 7 11-108 
8041|11-17-43] 8399|37-227 
808713 619 18401 21. 271 
80518397 8407| 7.1201 
8057| 7.1151 841113 647 
80683|11 733 8413147.179 
8071| 7-1153 8417|19-443 
8077181-197 8437[11-13 59 
8083|59- 137 844123367 
ii 8099| 7.13.8959 8449| 7-17-71 
s1@7 11-11 671 8453)79-107 
8113) 7.10.61] 845911 769 
811923 353 8471|43:197 
8129111-739 8473|37 229 
8131|47-173 8477| 7-7-173 
8137|79-103 8479|61-139 
A1a1| 7 1163 8483| 17 409 


8489113 653 
8491| 7.1213 
8497|29.293 





Safer d der Primfackoren. 


850 +18 
850967 127 
8519| 7-1217 
8531119 440 













8533| 7.23.53 
8549 183.103 8U11| 7 19-67 | 
8551|17.503 8917137. 1 | 
8557143 199 92111 sl | 
8561| 7-1223 8937,79 113 I 
8567113 659 8939| 7: 1377 
8569111-19-41|_ 804723. 200 
8579183-273 8953] 7 12370 
858731877 8957|13-13-53 
8891 11.11.7411 895917: 17-31 
8593j13.681 8977147. 191 
8608| 7.1229 sye1| 7.1283 
8611 |70.109 8983j13-691 
8617| 7.1281 8987111-19-43 
8621|37-.233 8989|80-104 
8633|89-97 8993|17-23-23 
8639153 1632 | S@1 7171-127 
8651 41-211 9019139 314 
8653/17 509 9023| 7.1289 
8657 141-787 9031/11 -821 
8650| 7-1237 9087| 7.1291 
8671|13.23-201 9047|83-108 
8083119-457 9053|11-823 
8687| 7:17:731 9061143 17-41 
s7@1|7 11 113] 9071147 193 
8711|31-281 9073143 211 
8717123-379 907729-318 | 
8723111-13-611 9079| 7-1297 | 
8729| 7 20-431 9083131-203 
8743| 7 1349 9089\61 149 | 
8749113 673 9097111-827 | 
8750919 461 | D201|19 470 
8767111 -797 9107| 7-1301 | 
8771| 7 7:179] 9113|13-701 | 
8773131 283 911911 829 | 
8777|67 131 9121| 7-1303 
8789/11 17 ATI Y9ı31l23.397 | 
8791159.149 9139113 19 37 
8797|19-483 9143|41-223 
-S8@ 1 113.077 9149| 7-1307 | 
8809|23 . 383 9163]7-7-11-177 
8813| 7.1259 9167/89 108 
8827| 7.13-971 9169153-173 
8833/11-11-73| v179l67-137 | 
8843137.239 9191! 7 13-1011 
8851 53-167 9193 29. s7 | 
8857117-521 9197117-541 | 
- 8869| 7.7.1811 DB Ban iei 151 | 
8873|19-487 9217/13 709 
8879|13 883 9223/23.401 
8881|83-107 9929|11.830 


Tafel der Primfactoren. | 599 


8 sceoren. . 


9247 7 1321 
9251|11 29.29 
9253|19-487 
9259,47 -197 
9263,59. 167 
9269113-23 $1 
9271173 127 
9287|37.251 
9289| 7.1327 
9299117547 
9301171-131 
9307|41-227 
9313/67.139 


9317} 7-11-11-11. 


932919 491 
9331| 7.31-43 
9347113.719 
9353147199 
9359| 7.7. 191 
9361j11-23.37 
9367|17.19 29 
9373| 7.13:103 
9379183113 
9383| 11.853 
9389|41.229 
9401| 7-.17:79 
9407|23.409 
94309197. 97 
9427111 857 
9443| 7.19-71 
9449|11.859 
9451113727 
9457| 7-7 193 
9469|17-557 
9481119-.499 
9487153 .179 
9493 11 863 
9499| 7 23-59 
9308|13 17.43 
9509137.257 
9517|31.307 
9523/89.107 
9527| 7.1361 
9529|13-733 
9541| 7.29.47 
946341. 233 
9557|19.503 
9559/11-11-.79 
9563|73. 131 
9569| 7.1367 
w571|17-563 
9577161157 
9581|11-63 67 
9583| 7-37. 37 





—— [mn I nn m on 


968943 .223 
9593/53 181 
9599 29-331 
86807113 .739 
9611| 7-1373 
9617|59.163 
9837|23.419 
8641/31-311 
9647111.877 
9653| 7:7-.197 
9659113 473 
9667| 7.1381 
967119 509 
9673|17-569 
9683|23 421 
9691}11-881 
PIIY 89 109 
9703/31 313 
9707117571 
9709| 7:19:73 
9713j11-883 
9727|71 137 
9731|37-263 
9737| 7.13-107 
9751| 7.7-199 
9757|11.887 
9761 43 227 
9763 13. 751 
9773 29337 
9779| 7-11-127 
9793| 7-1399 
9797197:101 
979941 239 
9809 17-577 
9821| 7 23-61 
9823j11-19-47 
9827|31-317 
9841|13-.757 
9847143:229 
9853|59 167 
9863| 7.1409. 
9869 71-139 
9877| 7-17 83 
9881|41-241 
9889|11-29 31 
9893113 - 761 
989919 -521 
991 1n|11-17.53 
9913|23-431 
9917|47- 211 
9919) 7.13-109 
9937,19: 523 
9943161. 163 
9947| 7.7 7-29 


13137289 


1000 1 |73 137 
10003] 7:1429 


10013]17.19 31 


10019143 . 233 
10027|37-271 
10033|79- 127 


10057/89113 
10083|29.347 


10081|17 593 


10109111.919 


10121|29 349 
1012353 191 
1012713 19 41 
10129) 7 1447 
10147|73-139 


10171| 7.1453 
1018317 599 
10187/61167 


10199] 7.31.47 
10801 |101: 101 


10219|11.929 
10229|53 - 193 
10231 13 787 


10283] 7.13-113 





10291 41-251 


600 Tafel der Primfactoren. 


_ Zahl. Factoren. 
10297] 7-1471 
103@7| 11-937 
10309| 1413-13-61 
10319 . 
10327 
10339 
10349 
10351 


10463|101-103 
10409| 7.1487 
29.358 
11-987 _ 
17-613 
7.1489 
11-13 73 
53.197 ° 
31.337 


10583 
10591 

10603 
10609 103. 103 
10618| 7.37.41 
10621] 13- 19-43 


— — 





Tafel der Primfackoren 601 
geht 7 Sacoren, [306 Baciren [Bett 1, Baderen. 


— 29-401 
11639}103- 113 
4116411 7-1663 
11647} 19-613 
11651) 81-191 
11653] 43 271 
11659| 89.131 
11663|107 109 
116691 7 1667 
11671| 11-1061 
11683] 7-1669 
11687| 13-29: 31 
11693| 11 - 1063 
121 707| 23 509 
1711| 7-7.230 
11713] 13-17-53 
11723] 19-617 
. 117291 37-317 
41613]101-113 11737) 1411-11-97 
41417| 7-7-283 11741] 59-199 
11419] 19-601 11747| 17 691. 
11429) 11-4039 11749] 31-379 
418311 7.33. 11 41753] 7-.23-783 
11441) 17.073 117591 11-1069 
114491107.107 11761] 19-619 
11453 11767| 7-41 41 
114591 7. 11771] 79-149 
11361 11773| 61-193 
11473 .11- 117911 13 907 
11877 . 11797] 47-251 
11479 . 41808| 11-29-37 
11501 . 118091 7.7. 241 
11507 118191 53-223 
11509 11837) 7-19 89 
| 11843] 13-911 
11849) 1417-17-41 
11851] 7.1693 
11857] 71-167 
11861] 29.409 
11869] 11-13 33 
11873| 31 383 
11879| 7:1697 
11881109 109 
11891] 11-23 47 
11893] 7-1699 
11899) 73-163 
1911| 43-277 
11917) 17-701 
11921] 7-13-131 
79-151 
13-9198 
17-19 37 
11-1087 
7 1709 
11627 :11- 7.29 59 





602 Tafel der Primfactoren. 


——— 
Factoren. 






Zahl. _|_Sactoren. | Zahl. | Factoren — 























































12317109. 113 12683| 11-112 130311 83-18 
97.127 12891| 7.7 7-37 13039| 13-17-59 
11 19-59 | 292904| 13-977 13051| 31-421 
13 13-73 97-131 13057) 11 1187 
7.1.43 71-179 13061| 37-353 
53.233 7:23.70 13067| 73-179 
11 1123 42727| 11 13-89 13069| 71867 
17-727 12731| 29 439 413073! 17.769 
47:263 12733| 7-17 107 13079] 11-29-41 
83 149 42737) 47 371 13081|103-127 
89-139 42749| 1119-61 13087] 23: 569 
7:39 6 12751| 41-811 13091| 13-19 53 

7.1823 13097| 7.1871 
17: 751 asaan| 7.1873 
12769 113-113 13117| 13-1009 
53-1 13123| 11-1193 
13.983 13129| 19.691 
19-673 13133) 23-871 
11-1163 131389| 7-1877 
67 191 13141| 17-773 
7-31 50 13153] 7-1879 
23.557 13157| 59-223 
7 1831 13169| 13-1013 
12827| 101-127 131811 7.7. 200 
41-313 13189| 11-11-109 
37.347 13193| 79 167 
29 443 . .-48199| 67-197 
71 181 132301| 43-307 
13-33 43 | 13207| 47.281 
7.11:167 13211| 11-1201 
19.677 13213| 73-181 
17 757 13223| 7.1889 
61-211 13231|101- 131 
79.163 13237) 7.31 6 
11 1171 13%43| 17.19.41 
13.991 13%47| 13-1119 
7.7. 263 13253] 29-457 
7.19.97 132361| 89-149 
37.349 13271 23-577 
7 1847 132373| 13-1021 
67.198 , 13277| 11-17-71 
17-761 13279| 7.7 11 
7.43 43 132383| 37.350 
11 11-107 13289| 97-137 
23 563 1230447. 283 
13997 13303] 53.251 
7.17:109 13307| 7.1901 
19 683 13319] 19.701 
31-419 1331| 7.11-173 
11.1181 13333| 67-199 
41.317 13343] 11.1213 
7.41 13 13| 13349] 7.1907 
19.25 29 13019| 47 277 13351] 18.13 70 
7.1811 13367| 19- 


|__126791 31 409 | _ 7.1881 13361 





__ Fate der Primfactoren. 608 


— — — | | $actoren I — Factoren 
. 41 18 U “ 78 ! 
11 1277 
- 20 13 .23. 47 
17.827 
77.714 
11-1379 
7 2011 
73.198 
Ä . 17-829 
| 23-618 
59.230 


| 43837|101-137 
Ä 188431109. 197 
18847| 61-227 
/ 43849} 11-1359 
13853| 7 1979 
13861! 83 167 
13867) 7-7 283 
13871| 141 13 97 
| | 13889| 17-19:43 
Ä | 13891! 29 479 
| ' 13897| 13-1069 
48909| 7.1987 
| 18919) 31 449 
| 13927) 19 733 
.3: 13937] 7.11 181 
13939| 53 283 
13943| 73-191 
13949| 13.29.37 
13951| 7-1993 
13957) 17 821 
13961| 23-607 
130691 61-229 
13973| 89-157 
13979| 7.1997 
43981| 11 31-4 
13987] 71 197 
13991| 17-823 
| 13993} 7-1999 
14003) 11 19:67 
| 44017]107-131 
| 18021] 7-2003 
| Ä 140231 37 379 
/ 140%7| 13-13-83 16333) 11-1303 
A 11 11-113 18089|101: 189 18339| 13 1103 





508 Tafel der Primfactoren. 


Zahl. | 


Hactoren. | Baht. 
mr 





14687] 19.773 








— li rw 


Tafel der Primfactoren. 605 






Zahl 
415407 
19.811 
17:907 
7:2203 
13-1187 
11-23-61 
43 359 
71-2207 
13-2941 
747 47 
31-499 
23.673 
15481j113-137 
15487| 17-911 
15491| 7 2213 
15499| 11-1409 
155@3| 37-419 


_ Factoren. | 1 Zahl. _| Ractoren 
7 31-71 





15751] 19-82 16093] 7-11-11-11 
ö 18099] 17-947 
1610®| 89-181 
18117| 71-227 
16121| 7-7-7-47 
18123| 23-701 | 
18129] 137 127 
18133| 13 17. 72 
16147| 67.241 
18151| 31-521 
16153| 29 557 
18157|107-151 
18150] 11-13-1413 
16163| 7.2309 
18169| 19-23 37 
161711103:157° | 
16177) "72311 | 


















‚15509 
. 15517 
16521 
15523 
15529 
16633 


13.1193 
89 263 
11:17-83 
19.19.43 
53.263 
77-317 


16181 
16199 


16207 
16211 
16213 


11.1471 
97-167 
17.953 
19-853 


13 29 43 


31-523 


15539] 41 379 
15547| 7 2221 
15553/103151 
15557| 47 331 
15563] 79-197 
| 


! 
} 


15571] 23 677 
15577| 37-421 
15587| 11-13-1098 
7.17-.131 
15593] 31-503 
- 15599| 19-821 
156@11| 67.233 
15613| 13-1201 
7 23-97 


15703] 41.383 
15707|113-139 
15709] 23 683 
15713] 19-827 
15719] 11-1429 
15721] 79.199 - 
15743] 7.13 173 


vu 
a 
=) 
> 
|__ 0) 
ji 
o 
Jule 
1 
A 
ut 


16219| 7-7.331 

16237] 13-1249 

16241/109-149 
16243 
16247 
16259 
16261 
16271 
16277 
16279 
16283 
16289 
16291 
16297 
16303 
16307 

16309 | 

18313 | 

16321 . | 

| 

| 

| 





_ — a ge Big 


37.431 
41.389 
7:43.53 
11-1451 
7 2281 
13.1229 
19 29.29 
11-1853 
69.271 
17 941 
13 1231 
7.3287 
67.239 
83.193 
37 433 
11-31-47 
17.23.41. 
7:29.79 
a3 373 
61:263 
11.1459 
7.2293 
71-2297 
13.1237 





163237 

16331 

16337 

18343 

16351 

- 16357| 11- 

16367] 13- ! 

16373 

16379 

16387 

16391 | 
| 





16393 | 
16397| 19 863 . 





.—— 





810000 


923521 
1048576 
1185921 
1336336 
1500625 


1679616 
1874161 
2085136 
2313441 
2580000 


2325761 
3111696 
3418801 
3748096 
4100625 


4477856 
48796881 
5308416 
5764801 


6250000 








161051 
248832 
371293 
537824 
159375 


1048576 
1419857 
1889568 
2476099 
3200000 


4084101 
5153632 
6436343 
7062624 
0769625 


11881376 
14348907 
17210368 
20511189 
24300000 


28629151 
33554432 
39135393 
45435424 
52521875 


60466176 
69343957 
79235168 
90224199 
102400000 


1115856201 
130691232 
147008443 
165916224 
184528125 


205962976 
229335007 
254803968 














Tafel der Potenzen 


34017224 
47045881 
6400009 





0 


85766121 
113379904 
148035889 
191102976 
244140625 


308915776 
387420489 
481890304 
594823321 
729000000 


887503681 
1073741824 
1291467969 
1544804416 
1838365625 


2176782336 
2565726409 
3010936384 
3518743761 
4098000000 


4750104241 
6489031784 
6321363044 
71256313856 
8303765625 


9474296896 
107792153279 
12230590164 
13841287201 
15625000000 


























19887171 
85831808 
62748517 
105413504 
170859375 





265436456 
410338673 
612220037 
893871739 
280000000 






1 


1801088561 
2494357888 
3404825447 
4586471424 
6103515625 


8031810176 
10460353203 
13492928512 
17249876309 
21870000000 


27512614111 
34359738368 
520618442977 
52523350144 
64339296875 


783641643096 
94931877133 
114415582592 
137231006679 
163840000000 


194754273881 
230539333248 
271818611107 
319277800664 
373609453125 


435817657216 
506623120463 
587068342272 
678223072849 
781250000000 


































6978757441 













110078313176 
1535878906 


652891037441 
109951162777€ 
14064086 18241 
1785793I0LEM 
2251875390625 


2821109907456) 
8512479453921 

4347192138496 
5352009260481 
6553600000000 


7984925229121 
90826519984 1€ 
11688200277601| 
1404822362521 
1681512539062 


20047612231936 
23811286661761 


ER TE TREE: NO TEE Wie Mack En PD We VE Men ie WE GE UEE Uri Wie ER GERD 7 | WER U Tu EB m — — 





11316496 
12117363 
12960000 


13845841 
14776336 
15752961 
16777216 
17850625 


18974736 
20151121 
21381376 
22667121 
24010000 


25411081 
6873856 
28398241 
29986576 
31640628 


33362176 
35153041 
37015056 
38950081 
40960000 


43046721 
45212176 
47558321 
49787136 
52200625 


54700816 
57289761 
59969536 
62752241 
65610000 


68574961 
71639286 
74805201 
78074896 
81450625 


84934656 
88529281 
92236816 
96059661 


aller Bahten von 1 bis 100. 


418195493 
459165024 
503284375 


550731776 
601692057 
656356768 
714924299 
777600000 


844596301 
916132832 
992436543 
1073741824 
11602390625 


1252332576 
1350125107 
1453933568 
‚1564031339 
1680700000 


1804229351 
1934917632 
2073071593 
2219006624 
2373046875 


2539525376 
2706784107 
2887174368 
3077056399 
32376800000 


3486784401 
3707398432 
3939060643 
4182119424 
44370563125 


47084270176 
4984209207 
5277319168 
5584069449 
5904900000 


6240321451 
6590815232 
6956883693 
7339040224 
7737809375 


8153726976 
8587340257 
9030207968 
0509900499 













17596287801 
19770609663 
22164361129 
24794911296 
27680640625 


30840979456 
84290447249 
38068692544 
42180533641 
46656000000 


51520374361 
56800235584 
623523502209 
68719476736 
75418890625 


82653950016 
00458382169 
98867482624 
107918163081 
117649000000 


128100283921 
189314069504 
151334226289 
164206490176 
177978515625 


192699928576 
208422380089 
225199600704 
243087455521 
262144000000 


289429536481 
3040068671424 
326940373369 
351298031616 
37714951525 


504567235136 
433626201009 
484404086784 
496981290961 
531441000000 








567889252041! 


606355001344 
646990183449 
689869781056. 
735091890625 


7182757789696 
832972004929 
885842380864 
941480149801 






607 


’ 





— ⸗ — 
















807410677851 45767944570401 
1028071702528] 5345972853145 
1174711139837| 62259690411361 






72301961339136 
8373393789062 


96717311574016 
111&29157212001 
128063081718016 
186830437604321 
167961600000000 


191707312997281 
218340105684896 
248155780267521 
281478076710656, 
318644812890625 


3600406062696 

406087677556641 
457163239653376 
513798374428641 
576480100000000 


645753531248761 
722204136308736 
806460091894081 
899194740203776 
1001129150390625 


— 
1235736291547681 
13701153706831 38€ 
1517108809906561 
1677721600000000 


1853020188851841 
204414085865497€ 
2252292282139041 
2478758911082496 
2724905250390625 


2992179271065856 
3282116715437121 
3596345248055%396 
3936588805792081 
4304672100000000 


4702525276151521 
5132188781375616 
5505818096650401 
6095689385410816 
6634204312890625 


7213895789838336 
7837433594376961 
8507630225817856 
9227546944279201 


1338925209984 
1522435234375 


1727094849536 
1954897493193 
2207984167552 
2488654484810 
2799380000000 


3142742836021 
3521614606208 
3938980639167 
439805651110& 
4902227890625 


5455160701056 
6060711605323 
6722988818432 
7446353252589 
8235430000000 


9095120158391 
10030613004288 
11047398519097 
12151280273024 
13348388671875 


14645194571776 
16048523266853 
17565568854912 
19203908986159 
20971520000000 


22876792554961 
2928547056768 
27138050989627 
29509034655744 
32057708828125 


34702782221696 
37725479487783 
40867559638992 
44231334895529 
47829690000000 


651676101935731 
55784660123688 
60170087060757 
64847759419264 
69833729699375 


75144747810816 
80798284478113 
86812553324672 
93206534790689 























































106 8 100000000|10000000000 1000000000000 100000000000000) 10000000000000000) 


— —— ———— — — 


\ 
j 
| 
j 
| 


E38 Eon | 


106276 
106929 
107584 
108241 
108900 


109561 
110224 
110889 
111556 
112226 


181476 
182329 
183184 
184041 
184900 


185761 





WR 2 NEED WO MU N WE Ch ED VE GE 2 5 55 — 


260100 


261121 
262144 
263169 
264196 
265225 


266256 


287289 


268324 
269361 
270800 


271441 
272488 
273529 
274576 
275025 


276676 
277729 
278784 
279841 
280900 


281961 


291600 


292681 
293764 
294849 
206936 
297025 


298116 
299209 
300304 
20101 


366025 


367236 
368449 
369664 
370881 
372100 


873321 
374544 
375769 


370996 


878225 


379456 
380689 
381924 
383161 
384400 


385681 
386884 


388129. 


380376 
890625 


391876 
393129 
394384 
395641 
396900 


398161 


403225 


404496 
405769 
407044 
408321 
409600 


410881 
412164 
413449 
414736 
416025 


417316 


497025 


498436 


499849 
501264 
592681 
504100 
505521 
506944 
508369 
509796 
511225 


512656 
614089 
515524 
516981 
518500 


519841 
521284 
522729 
624176 
525625 


527076 
628529 
529984 
531431 
532900 


534361 
835824 
537789 
638756 


. 540225 


541696 


690561 
692224 
693889 
695558 
697225 


698896 


811801 


813604 
815409 
817216 
819088 


820836 


. 822649 


824464 
826281 


828100 


857476 
859329 
861184 
863041 
864900 


806761 


874225 


876096 
877969 
879844 
881721 
883600 





Is 


60 Zafel der zweiten Potenzen 








10000 | 












































303601 
304704 
305809 
306916 
308025 


309136 
310249 
311364 
312481 
313600 


314721 
315844 
316969 
318096 
319225 


320356 
321489 
322624 
323761 
324900 


326041 
327184 
328329 


.. 329476 


330625 


331776 
332929 
334084 
335% 
336400 


337561 


33872, 


339889 
341056 
342225 


343396 
344569 
345744 
346921 
348100 


349281 
350464 
351649 
352836 
354025 


355216 
356409 
357804 
358801 





360000- 








42510& 
426409 
427716 
429025 


430336 
431649 
432064 
434281 
435600 


430981 
438244 
439569 
44.0896 
442225 


443556 


444889 


446224 
447561 
448900 


450241 
451584 
452929 
454276 
455625 


458976 
458329 
459684 
461041 
462400 


463761 
4065124 
4066489 
467856 
469225 


470596 
471969 
473344 
474721 
476100 


477481 
478864 
480249 
481636 
483025 


484416 
485809 
487204 
488601 


490000 


423801 . 


——— er 


564091 
865504 
867009 
6568516 
570025 


871536 
573049 
574564 
576081 
577600 


579121 
580648 
582169 
583696 
585225 


586756 
583289 
589824 
591361 
592900 


594441 
595984 
697529 
599076 
600625 


602176 
603729 
605284 
606841 
608400 


609961 
611524 
613089 
614666 
616225 


617796 
619369 
620944 
622521 
624100 


625681 
627264 
628849 
630436 
632025 


633616 
635209 
636804 
638401. 





640000. |}: 


725904 
727609 
729316 
781025 


733736 


761321 
743084 
744769 
748496 
748225 


789958 
751689 
753424 
765161 
756900 


758641 
760384 
762129 
763876 
765625 


767376 
769129 
770884 
772641 
774400 


776161 
777924 
779689 
781456 
783225 


788996 
786769 
788044 
790321 
792100 


793881 
795664 
797449 
799236 
801025 


802816 
804609 
806404 


8608201 
810000 






998001 IE 
1000008 _ |; 





612: 








Tafel der dritten Potenzen 


oo u... — 


| 100 | 06 | 200 | 460 1 
1 1 1030301 8120801 | 27270901 | 64481201 
N 8 1061208 8242408 | 27543608 | 64964808 
3 q7 1092727 8365527 | 27818127 | 65450827 | 
4 64 1124864 8480684 | 28004464 | 65939264 
5 125 41157625 8615125 | 28372025 | 66430125 
8 216 41191016 8741816 | 28652616 | 60923416 
2 343 1225043 8869743 | 28934443 | 67419143 | 
s 512 1259712 8998912 | 29218112 | 67917312 | 
® 729 1295029 9129329 | 29503629 | 68417929 

io 1000 1331000 9261000 | 29791000 | 68921000 | 
11 1331 1367831 9393931 | 30080231 | 69426531 
12 1728 1403928 9528128 | 30371328 | 09934528 
13 2197 1442897 9663597 | 30864297 | 70444997 
14 — 1481544 9800344 | 30959144 | 70057944 
15 3375 1520875 9038375 | 31255875 | 71473375 
16 4098 1560896 | 10077696 | 31554496 | 71991296 
19 4913 1601613 | 10218313 | 31855013 | 72511713 
18 5832 1643032 | 10360232 | 32157832 | 73034632 
19 6859 1685159 | 10503459 | 32461759 | 23560059 
20 8000 1728000 | 10648000 | 32768000 | 74038000 
24 9261 1771561 | 10793861 | 33078161 | 74618461 
2, 10648 1815848 | 10941048 | 33386248 | 75151448 
23 12167 1860867 | 11089567 | 33898267 | 75686967 
ri 413824 1906624 | 11239424 | 34012224 | 76225024 
25 156235 41053125 ; 11200625 | 34328125 | 76765625 | 
26 17576 2000376 | 11543176 | 34645976 | 77308776 
33 19683 2048383 | 11697083 | 24965733 | 77854483 
28 21952 2097152 | 11852352 | 25237552 | 78402752 
9 24389 2146689 | 12008989 | 35611280 | 78953589 
so 27000 2197000 | 12167000 | 35937000 | 79507000 | 
21 20791 2248091 | 12326391 | 36264691 

7" 32788 2290068 | 12487168 | 36594368 

33 35937 2352637 | 12649337 | 36926037 

24 39304 2406108 | 12812904 | 37259704 

35 42875 2460875 | 12977875 | 37595375 

26 46656 2515456 | 13144256 | 37933056 

37 50653 2571353 | 13312053 | 38272753 

3s 54872 2828072 | 13481272 | 38614472 

v 59319 2085619 | 13651919 | 38958219 

40 64000 274000 | 13824000 | 39304000 

4 68921 2803221 | 13997521 | 39651821 

a⸗ 75088 2863288 | 14472488 | 40001688 

48 79507 2924207 | 14348907 | 40353607 

“4 85184 2085084 | 14526784 | 40707584 

45 91125 3048625 | 14706125 | 410636%5 

46 97336 3112136 | 14886936 | 41421730 

47| 103823 3176523 | 15069223 | 41781023 

as| 11059 3241792 | 15252992 | A2144192 

40| 117649 3307949 | 16438249 | 42508549 

5350| 125000 3375000 | 15625000 | 42875000 











































} 















u. uam 



















































aller Zahlen von 1 bis 1000. 


125751501 
126506008 
127263527 


: 128024064 


128787625 


129554216 
130323843 
131096512 
131872220 
132651000 


133432831 
134217728 
135005697 
135796744 
136590875 


137388096 
138188413 
138991832 
139798359 


180603000 


1414214761 
142236648 
143055667 
143877824 
144703125 


145531576 
146363183 
147197983 
148035889 
148877000 


149721291 
150568768 
151419437 
152273304 
153130375 


153990856 
158854153 
155720872 
156590819 
157464000 


158340421 
159220088 
160103007 
160989184 
161878625 


162771336 
163667323 
164566592 
165469149 
166375000 


217081801 
218167208 
2192356227 
220348864 


221445125 


222545016 
723648543 
224755712 
225866529 
226981000 


228099131 
229220928 
230346397 
231475644 
732608375 


233764896 
234885113 
236029037 
237176659 
238328000 


239483061 
240641848 
241804367 
242970624 
244150625 


245314376 
746491883 
247673152 
248858189 
250047000 


251239591 
253436968 
253636137 
254840104 
256047875 


257259556 
258474853 
259693072 
260917119 
262144000 


263376721 
265609288 
265847707 
267089984 
268336125 


269586136 
270840023 
272097792 
273369449 
274625000 


| — — 
— 708 


344472101 
345948408 
347428977 
348913664 
350402625 


351898816 
353393243 
354894912 


. 356300829 


357911000 


359425431 
360944128 
362467097 
363994344 
365525876 


367061696 
368601813 
370146232 
371694959 
373248000 


374805361 
376367048 
377933067 
379503424 
381078125 


382657176 
384240583 
385828352 
387820489 
389017000 


390617891. 


392223168 
393832837 
395346904 
397065375 


398688256 
400315553 
401947277 
403583419 
405224000 


406869021 
408518488 
4101723407 
41183078& 
413493625 


415160936 
416832723 
418508992 
4201809749 
421875000 





513923401 


515849608 
517781627 
519718464 
521660125 


523606616 
525657943 
527514112 
529475129 
531441000 


533411731 
535387328 
537367797 
539353144 
541343375 


543338496 
546338513 
547343432 
549353259 
551368000 


553387661 
555417248 
557441767 
559476724 
561515625 


563559978 
565609283 
587663552 
569722789 
571787000 


573856191 
575930368 
578009537 
580093704 
582182875 


6842377058 
586376253 
688480472 
590589719 
592708000 


596823321 


596947688 
599077107 
601211584 
6033511235 


6054395736 
607645423 
609890192 
611960039 


618125000 


618 


731433701 
733870R08 
736314327 
738763264 
741217625 


743677416 
746142643 
748613312 
751089429 
753571000 


756058031 
758550628 
761048497 
763551944 
766080875 


768575296 
771095213 
773620632 
776151559 
778688000 


781229961 
183777448 
786330467 
788889074 
791453125 


794022776 
796697983 
799178752 
801765089 
8084357000 


806954491 
809557568 
812166237 
814780504 
817800375 


820025856 
822656953 
825293672 
827936019 
830584000 


833237621 
835896888 
838561807 
841232384 
843908625 


846590536 
849278123 
851971392 
854670349 


857375000 





551368 





3442951 
3511808 
3681577 
3652264 
3733875 


41732381 
4251528 
4339747 
4410944 
4492125 


4574296 
4667363 
4741632 
4826809 
4913000 


65000211 
5088448 
5177717 
5268024 
5359375 


6751269 
6859000 


6967871 
7077888 
7189057 
7301384 
7414875 


7629536 
7645373 
7762392 
7880599 


000000 


€ 


15813251 


18003008 
16193377 
163870864 
16581375 


16777216 
16974693 
17173512 
17373979 
17576000 


17779581 
17984728 
18191447 
18399784 
18609625 


18821096 ° 


19034163 
19248832 
19465109 
19683000 


19908511 
20123638 
20346417 
20570824 
207968875 


21024576 
21253933 
21484952 
21717639 
21962000 


22188041 
22425768 
22665187 
2290830& 
23149125 


23393056 
23639903 


23887872 


24137569 
24389000 


24642171 
24807088 
25153757 
25412184 
25672375 


25934336 
26198073 


26463592 
26730899 


Zafel der dritten Potenzen 


U —— —⸗ 


43243551 
43614208 
43986977 
4436186& 
44758375 


45118016 
45499293 
35882712 
46268279 
46656000 


47045881 
47437928 
47832147 


48228644 
48637125 


49027896 
49430863 
49836032 
50243409 
50653000 


51064811 
51478848 


- 51895117 


52313624 
62734375 


53157376 
53582633 
54010152 
54439039 
54872000 


55306341 
55742968 
56181887 
56623104 
57066625 


57512456 
57960803 
58411072 
58863869 
59319000 


59776371 
60236288 
60698457 
61162984 
61629875 


62099136 





400 
91733851 
92345408 
92959677 | 
93576664 ° 
04196375 





22 


222 


100544625 i 


101194696 | 
101847563 ; 
102503232 : 
103161709 ! 
103823000 ; 


104487111 
105154048 
105823817 
106496424 
107171875 


197850176 
108531333 


| 


- 


114791256 
115501303 
116214272 
116930169 
117649000 


118370771 
119005488 
119823157 
120553784 
121287375 


m | 0 9. 


- ._1.-I_ 


aller Zahlen von I bis 1000. 


and 





167284151 
168196608 
169112377 
170031464 
170953875 


171879616 
172808693 
173741112 
:174676879 
175616000 


176558481 
177504323 
178453547 
179406144 
180362125 


181321496 
182284263 
183250432 
184220009 
185193000 


186169411 
187149248 
188132517 
189119224 
190109375 


191102976 
192100033 
193100552 
194104539 
195112000 


‚196122981 
197137368 
198155287 
199176704 
200201625 


201230056 
202262003 
203297472 
203336469 
205379000 


206425071 
207474688 
208527857 
209584584 
210644875 


211708736 
212776173 
213847192 
214921799 
216000000 


2756894 461 
277167808 
278445077 
270726264 
281011375 


282300416 
283593393 
284890312 
286191179 
287298000 


238804781 
290117528 
291434247 


20927654944 


294079625 


295408296 
296740963 
298077632 
299418309 
300763000 


302111718 
303464448 
304821217 
306182024 
307546875 


308915776 
310288733 
311665752 
313046839 
314432000 


315821251 
317214568 
318611987 
320013504 
321419125 


322828856 
324242703 
325660672 
327082769 
328509000 


329939371 
331373888 
332812557 
334255384 
335702375 


337153536 
338608873 
340068392 
341532099 
343000000 


700 


423564751 
425259008 
4206957777 
428661064 
430368875 


432081216 
433798093 
435519512 
437245479 
438976000 


440711081 
442450728 
454194947 
445943744 
447697125 


449455096 
451217663 
452984832 
454766609 
456533000 


458318011 
480099648 
461889917 
463684824 
465484375 


467288576 
469097533 
470910952 
472729139 
474552000 


476379541 
478211768 
480048687 
481890304 
483736625 


485587656 
487443403 
489303872 
491169069 
493039000 


494913671 
496793088 
498677257 
500566184 
502459875 


504358336 
5068261575 
508169592 
510082399 
512000000 


016295051 


618470208 
620650477 
622835864 
625026375 


627222016 
629422793 
631628712 
633839779 
636058000 


638277381 
640503928 
642735647 
044972544 
647214625 


649461896 
651714363 
653972032 
656234909 
658503000 


660776311 
663054848 
665338617 
667627624 
669921875 


672221376 
674526133 
676838152 
679151839 
681472000 


683797841 
06868128968 
688465387 
69080710& 
693154125 


695508456 
697864103 
700227072 
702595369 
704969000 


707347971 
709732288 
712121957 
714516984 
716917375 


719323136 
721734273 
724150792 
726572699 
729000000 


616 
0 


860085351 
862801408 
865523177 
868250684 
870983875 


873722816 
876467403 
879217912 
881973079 
884736000 


887503681 
890277128 
893056347 
895841344 
898632125 


901428696 
904231063 
907039232 
909853209 
912673000 


915498611 
918330048 
921167317 
924010423 
926859375 


929714176 
932573833 
935441352 
938313739 
941192000 


944076131 
946966168 
949862087 
952763904 
955671625 


958585256 
961504803 
964430272 
967361669 
970299000 


973242271 
976191488 
979136657 
982107784 
985074875 


988047936 
991026973 
994011992 
997002999 





1000000000 | 


‚616 


sumuaÄn BU m® 





Tafelder zweiten Burzeln 


0 - | 10,0000000 
1,0000000 | 10,0498756 
1,4142136 | 10,0995049 
1,73205608 | 10,1488916 
2,0000000 | 10,1980390 
2,2360680 | 10,2469508 
2,4494897 | 10,2956301 
2,6157513 | 10,3340804 
28284271 | 10,3923048 

‚0000000 | 10,4403065 
3,1622777 | 10,4880885 
3.3166%8 | 10-5356538 
9.4841016 | 10,5830052 
3.8065513 | 10,6301458 
3,741657& | 10,6770783 
3,8720833 | 10,7238053 
4,0000000 | 10,7703296 
41231056 | 10,8166538 
4.2426407 | 10,8627805 
4,3583989 | 10,9087121 
4,5721360 | 10. 0544512 
4,5825757 | 11,0000000 
4.6904158. | 11,0453610 
4,7958315 | 11,0906365 
4,8989795 | 11,1355287 
5,0000000 | 11 1803399 
6,0990195 | 11,2249722 
5,19615% | 11,2694277 
5,2915026 | 11,3137085 
5,3851648 | 11,3578167 
5.AT72256 | 11,801754% 
5.567764 | 11,4455231 
5,6568542 | 11,4891253 
5,7445626 | 11,5325626 
5,8309519 | 11,5758369 
6,9160798 | 11,6189500 
6,0000000 | 11,8619038 
6.0827625 | 11,7046999 
6,1644140 | 11,7473401 
6,240080 | 11,7598261 
6,3%45553 | 11,8321596 
6,3031242 | 11,8743421 
6,1807407 | 11.9163753 
6,5574385 | 11,9582607 
8,63324986 | 12,0000000 
6,7082039 | 12,0415946 
6,7823300 | 12,0830460 
6,8556546 | 12,1243557 
6,9282032 | 12,1855251 

0000000 | 12,2065656 


2 


14,1321356 
14.1774469 
14,2126704 
14,2478068 
142828569 


14,3178211 
14,3527001 
14,3874948 
14,4222051 
14,4568323 


14,4913767 
14,5258390 
14,5602198 
14,5945195 
14,6287388 


14,6628783 
14,6969385 
18,7309199 
14,7648231 
14,7086486 


14,8323970 
14,R660887 
14,8996644 
14,9331845 
14,9666295 


15,0000000 
15,0332964 
15,086519% 
15,0996689 
15,1327460 


15,1657509 


:15,1980842 


15,2315462 
15,2643375 
15,2070585 


15,3297097 
15,3622915 
16, 3942083 
15. 4272186 
15,4596248 


15,4919334 
15,5241747 
15,5563492 
15,5884573 
15,6204994 


15,6524758 
15,6843871 
15,7162336 
15,7480157 
15,7797338 


Ge _— 


-o— -—_ + ._ 6 |_ — na 


_ao._|_ 
17,3205081 


17,3493516 
17,3781472 
17,4068952 
17,4355958 


17,1642692 
17,4928557 
17,5214155 
17,5499288 
17,5783958 


17,6088160 
17,6351921 
17,6635217 
17,6918060 
17,7200451 


17,7482393 
17,7763888 
17,8044938 
17,8325545 
17,8605711 


17,8885638 
17,9164729 
17,9843584 
17,9722008 | 2 
18,0000000 


18,0277564 
18,0554701 
180831413 
18,1107703 
18,1383571 


18,1659021 
18,193505& 
18,2208672 
18,2482876 
18,2766609 


18,3030052 
18,3303028 
18.3575508 
18,3847763 
18,4119526 


18,4390889 
18,8661853 
18,4932420 
18,5202592 
18,5472370 


18,67&1756 
18,6010752 
18,6279360 
18, ‚6537581 


18, ‚0815417 | 


20,0748599 
20,0997512 | 


20,1246118 | 
20, 1494417 | 
20, 1742410 | 
20, 1990099 | 
2, ‚2237484 | 


20,2481567 | 

20, 273199 | | 
20, 2977831 | 
20, ‚3224014 | 
20, 3469899 ; ! 


20,3715488 | 
20,3960781 I 
20,4205779 | 
20,4450483 | 
20,4694895 | | 


20,4939015 | 

20,5182845 | 
20,5426386 | 
20.5669638 | 

20,5912603 | 


20,6155281 | 
20,639767& | 
20,6639783 
20,6881609 | 
20,7123182 | 


20,7364414 | 
20, ‚7605395 | 


20,8566536 ' 
20,8806130 
20,9045450 
20,9284485 | 
20,9523268 | 


20,9761770 | 
21, ‚0000000 | 
21, ‚0237960 | 
21, ‚0475658 | 
231,0713075 | 


21,0960231 | 
21,1187121 | 
21,1423745 | 
21,1660105 | 
2, ‚1896201 | 

























































22,3606798 
22.3830293 
22.053565 
22,4278615 
22.449043 


22,4722051 
22,5944438 
22,5168805 
22,5330553 
22,5610283 


22,5831796 
22,6053091 
22.6274170 
22,6495033 
22,6715681 


22,6936114 
22,7156334 
22,7376340 
32,7596134 
22,7815715 


22,8035085 
22,8254248 
22,8473193 
22,8601933 
22,8910463 


22,9128785 
22,9346899 
22,9564806 
22,9782506 


" 23,0000000 


23,0217289 
23,0434372 
23.065125% 
23,0867928 
23,1084400 


23.1300670 
23 1516738 
23.1732605 
23,1048270 
23,2163738 


23,2379001 
23,2596087 
23,2808935 
23.3023604 
23,3233076 


23,3452351 
23,3666429 
23,38803 11 
23,4093998 


23.330749 


— — en 


24,594897& 
24.5153013 
24,5356883 
24,5660583 
24,5763115 


24,5967478 
24,6170673 


:24,6373700 


24,6576560 
24,6779254 


24.6981781° 


24,7184142 
24,7386338 
24,7688368 
24,7790234 


24.,7991935 
24,8193473 
24.8394847 
24,8596058 
24,8797106 


24,8097992 
24,0198716 
24,9399278 
24,9699879 
24,0799920 


25.000000 
25 0199920 
25.0399681 
25,0599282 
25.0798724 


25,0998008 
25,1197134 
25.1396102 
25,1594913 
25,1793566 


25.1992063 
25.2190306 
25.2388589 
25,25866:9 
25.2784493 


25,2982213 
25,3179778 
25,3377189 
25,3574447 
25,3771551 


25,3968508% 
25 41653 1 
25,5361947 
25,4558441 


25,0754784 | 








aller Zahlen von 1 biß 


26,4575131 
26,4776056 
26,3052826 
26,5141472 
26,5329983 


26,5518361 
26,5706605 
26,5893716 
36,6082694 
26,6270539 


26,6458252 
26,6645833 
26,6833281 
26,7020598 
26,7207784 


26.7394839 
206,7581763 
26,7768557 
26,7955220 
26,8141754 


26,8328157 
26,8514432 
26.8700577 
26,8886593 
26,9072481 


26.9258240 
26,9443872 
26,9629375 
26,9814751 
27,0000000 


27,0185122 
27.0370117 
27.0554985 
27,0739727 
27,0024344 


27,110883& 
27,1293199 
27,1477839 
27,1661554 
27,1845544 


. 27.202945 10 


27,2213152 
27.2396789 
27,2580263 
27,276363& 


27,2946881 
27.3130006 
27,3313007 
27,3495887 
27,3678644 





1000. 


28.2842712 
28,3019434 
28,3196045 
28,3372516 
28,3518938 


28,3725219 
28,3901391 
28,5077654 
28.4253408 
28,4429253 


28,4604989 
28,5780617 
28,5056137 
28,51315'9 
28,5306852 


28,5682048 
28,8657137 
28,5832119 
28,6008993 
28,6181760 


28,6356421 
28,6530976 
28,6705424 
28,6879766 
28,7054002 


28,7228132 
28,7802157 
28.7576077 
28,7739891 
28,7923601 


238,8097206 
28,8270706 
28,8444102 
28,8617394 
28,8790582 


28,8963866 
28,9136646 
28,9309523 
28,9482297 
28,9654967 


28 0827636 
29,0000000 
29,0172363 
29,0344623 
29,0516781 


20,0688837 
29,0860791 
29,1032644 
29,1204396 


29.137905 





30,0000000 








30.016680 
30,0333 148 
30.0499/84 
30,0665928 | 


30,0832179 | 
30,0998339 | 
30,1165407 | 
30,1330333 





50,1390269 


30,1662063 
30,1827765 


30,1993377 | 
30,2158899 


30,2324329 | 
30,2489669 | 
302654910 | 
30,2820079 I 
30,2985148 | 
30,3150128 | 


30,33 15018 
30,3479818 
30,3644529 
30,3809151 | 
30,3973683 | 


30,4138127 | 


30.4302481 | 
30,4466747 | 
30,4630924 | 
30,4795013 | 


30,495901% 


30,5122928 
30,5286750 
30.5450887 
30,5614136 | 


30,5777697 
30,5941171 
30,6104557 
30,6267857 
30,6531069 


30,6593 194 

30,6757233 | 
30,6920185 | 
30,7083051 | 
30,7245830 | 


30,7408523 | 
30,7571130| 
30,7733651 | 
30,7800088 | 


30.8058136 | 





618 
_ _ I oo 7 100 | 
.5@| 7,0710878 | 12,2474487 
SA| 741414284 | 12,2882057 
5®%| 7.2111026 | 12,32882-0 
53| 7,2301099 | 12,3693169 
SAa| 73484692 | 12,40967386 
55| 7,4161985 | 12,44989986 
S@| 7,833148 | 12,4899960 
57| 7,549834& | 12,5299641 
58| 78157731 | 12,5698051 
58| 7,6811457 | 12,6095202 
“®| 7.759867 | 12,8491106 
@1| 7,810%97 | 12.6885775 
s®| 7,8740079 | 12,7279221 
@3| 79372538 | 12.7871853 
sa| 8,0000000 | 12,8062485 
@45| 8,0622577 | 12,8452326 
se| 8,1240384 | 12,8840987 
ar| _8,1853528 | 12,9228480 
@S| 82462113 | 12,9614814 
@9| 8,3066239 | 13,0000000 
201 8,3686003 | 13,0334048 
Ya 8.261498 | 13,0766968 
Jul S8AS62S14 | 13,1148770 
73| 8,5440037 | 13,1529464 
74| 8,6023253 | 13,1909060 
241 8,8602540 | 13,2287566 
3@| 8,7177979 | 13,2664992 
221 8,7740644 | 13.3041347 
YS| 8,8317609 | 13,3416631 
Y®| 88881944 | 13,3790882 
8@| 89442719 | 13,4164079 
Sa| 9,0000000 | 13,4536240 
s®| 9,0553851 | 13,4907376 
S8| 9,1104336 | 13,5277493 
sAa| 9,1651514 | 13,5646600 
R5| 92195445 | 13,6014705 
s@| 9,2736185 | 13,0381817 
S3| 9,3273791 | 13,6747943 
S8| 9.808315 | 13,7113092 
s®| 94339811 | 13,7477271 
80| 9,3868330 | 13,7840488 
S1| 9,5303920 | 13,8202750 
8®| 9,5016830 | 13,2564065 
®3| 9.6436508 | 13.8: 24440 
®4| 9,6953597 | 13,9283883 
®5| 09.7467043 | 13,9642400 
86| 9,7979500 | 14,0000000 
®7| 9,8488578 | 14,0356688 
98| 9,8904940 | 14.0712473 
B9| 9,949874& | 14,1067360 


Tafel der zweiten Wurzeln 


200 
15,8113883 
15,8426795 
15,8745079 


159059737 
15,9373775 


15,968710& 
16,0000000 
16.0312195 
16,0623784 
16,0934769 


16,1245155 
16,1554944 
16,1864141 
16.2172747 
16,2480768 


16,2788206 
16,309506& 
16,34013&6 
16,3707055 
16,4012195 


16,4316767 
16,4620776 
16.924225 
16,5227116 
16,5529454 


16,5831240 
16,6132477 
16,6433170 
16,6733320 
167032931 


18,7332005 
16.7630546 
16,7928558 
16,8226038 
16,8522995 


16,8819430 
16,.9115345 
16.9410743 
16,9705627 
17,0000000 


17,0293864 
17,0587221 
17,0880075 
17,1172428 
17,1464282 


17,17550640 
17,2048505 
17. 2330879 
17,2626765 
17,2916165 


18,7082869 
18,7349940 
18,7616630 
418,7882942 
18,8148877 


18,8414437 
18,8679623 
18,8944436 
18,9208879 
18,9472953 


18,9736660 
19,0000000 
19,0962976 
19,0525589 
19,0787840 


19,1049732 
19,1311265 
10,1572441 
19,1833261 
19,2093727 


19,2353841 
19,2613603 
19,2873015 
19,3132079 
19,3390796 


19,3649167 
19,390719& 
19,4164878 
19,4422221 
19,4679223 


19,4985887 
19,5192213 
19,5448203 
19.5703858 
19,5959179 


19,6214169 
19,6468827 
19,6723156 
19,6977156 
19,7230829 


19,7484177 
197737199 
19 7989899 
19,8242276 
19,8494332 


19 8736069 
19,8997487 
19.9248588 
19,9499373 
19,974984& 


.- — — a 
un 


— 


J 
21,2132034 
21,2367608 . 
21,2602916 | 
21,2837987 ! 
21,3072758 ; 


21.3307290 | 
21,3541565 | 
21,3775583 ! 
21,4009346 ! 
21,4242853 : 


21,44761086 
21,3709106 , 
21,3971853 . 
21,5174348 
21,5408592 | 


21,5638587 | 
21,5870331 | 
21,6101828. 
21,0333077 

21,6564073 ' 


21,6790834 | 
21.7025344 ; 
217255610 

21,7485832 ! 
21,7715811: 


21,7944947 | 
21,8174242 
21,8403297 
21,8632111| 
21,8860686 | 


21,9089023 
21,9317122 
21,9544984 
31,9772810 ; 
22,0000000 . 


22,0227155 
22,0454077 | 
22,0680766 | 
22.0907220 
22,1133446 | 


221359836 | 
22.1585198 | 
22.1810730 | 
22,2036033 | 
222261108 


22,2485955 
22,2710575 
22,2934968 
22.3159136 
22,3383079 


— U 2 03 MAG RBB NEE“ en. EU OH VE ⏑⏑⏑ — 


ee De 00 De — 





aller Zahlen von I bis 


530 | 
23,4520788 


23,4733892 
23,494680% 
23,5159520 
23,5372046 


23.5584380 
23,57965%°% 


. 23,600347& 


23,6220236 
23,6431808 


23,6643191 
23,0854386 
23,7065392 
23,7276210 
23,7486842 


23,7697286 
23,7907585 
23,8117618 
23,8327506 
23,8537209 


23,8746728 
23.8956063 
23,9165215 
23,9374184 
23,9582971 


23,9791576 
24,0000000 
24,0208243 
24,0816306 
24,0624188 


24.0831892 
24,1039416 
24.1246762 
24,1453929 


- 24,1660919 


24,1867732 
24.2074369 
24,2280929 
24,2487113 
24,2693222 


24,2899156 
24,3104916 
24,3310501 
24,3515913 
24,3721152 


24,3926218 
24,4131112 
24,4335834 
24,4540385 
2A,4754765 








25,4950976 


25,5137016 
25.534207 
25,0538647 
25,5734237 


25,5920678 
25.8124999 
25,6320112 
25.6515107 
25,6709953 


25,6903652 
25,7099203 
25,7293807 
25,7487864 
25,7681975 


25,7875939 
25,8069758 
20,8263431 
25,8456960 
25,8650343 


25,8843582 
25,9036677 
25,9229628 
25 9472435 
25,9615100 


25,9807621 
28,0000000 
26,0192237 
20.0384331 
28,0576284 


26 0788096 
26,0959767 
26,1151297 
26,1342687 
26,1533937 


26.1725047 
28,1916017 
26,2106848 
26,2297541 
26,2488095 


26,2678511 
26.2868789 
26.3058929 
28 324803% 
26,3438797 


20,3628527 
25.3818119 
26,3007576 
26,4196896 
26,41386081 


27,3861279 
27,4043792 
27,4228184 


27 AA0SA65 
27,4590604 


27,4772633 
27 4954542 
27,5136330 
27,6317998 
37,9&099536 


27,5080975 
27,5862284 
27,6043475 
27,6224546 
27,6405499 


27,658633& 
27,6767050 
27,6947648 
27,7128129 
27,7308492 


27,7488739 
27,76n8868 
27,7848880 
27,8028775 
27,8208555 


27,8388218 
27,8507766 
27,8747197 
27,892651& 
27,9105715 


27,9284801 
27,9483772 
27,9642629 
27,9821372 
28,0000000 


28,0178515 
28.0356915 
28,0535203 
28.0713377 
28,0891438 


28,1069386 
28.1247222 
281424946 
28,1602557 
28,1780056 


28,1957444 
28,2138720 
28,2311884 
28,2488038 





| 28,2665881 


m nn 
m 





1000. 


29,1547595 
29,1719043 
29,1880390 
29.2061637 
29,2232784 


29,2403830 
29,2574777 
29.275623 
29 2016370 
29,3087018 


29,3257566 
29.3428015 
29,3598365 
29,3768610 
29,3938769 


29,4108R23 
29.5278779 
29,1448637 
29.4618397 
29,4788059 


20,40957624 


29,5127091 
29,529646 1 
29.5465734 
29,5634910 


29,5803989 
29,5972972 
20,6141858 
29,6310648 
29,6479342 


29,6647939 
29,6816442 
29 6984848 
29,7153159 
20,7321375 


29,7489496 
29,7657521 
29.782545 
29,7993289 
29,8161030 


29,8328678 
29,8406231 
29,8663690 
29,8831056 
29,8998328 


29,9165506 
29,9332591 
29.9499583 
29,9666481 
29,9833287 





619 


— | 
= @ either mac 


30,8220700 | 


30,8382879 | 


30,854497% 
30,8706981 
30,r868904 | 


30,9030743° 
30,9192497 
30,9354166 


30,95 15751 |i 


30,9677251 


30,9838668 
31, 0000000 
31,0161248 
31,0322413 


31,0483404 | 


31,0643491 
31.0806405 


31, 0066236 


31,1126984 
81,1287648 


31,1448230 
31,1608729 
31,17091:5 
81,1929479 
81,2089731 


31,2249900 
31,2409987 
31,25699972 
31,2720915 
31,2889757 


31,3049517 
31,3209195 
31,3368792 
31,3528308 
31,3687743 


31,3847097 
31.4008369 
31,4165561 
31.4324673 
31,44837::4 


31,464245% 
31,4801525 
31,4960315 
31,5119025 
31,5277655 


31,5436206 
31,5594677 
31,5753068 
31,5911330 


31,6069613 | 


Tafel der dritten Wurzeln 


0 
1,0000000 
1,2599210 


1.4422406 


1,5874011 


1,7000759 
1,8171206 
1,9129312 
2,0000000 
2,0800838 


2,1544347 
2,2239801 
2,2894285 
2,3513347 
2,4101423 


2,4662121 
2,5198421 
2,5712816 
2,6207414 
2,6684016 


2,7144176 
2,7589242 
2,8020393 
2,8438670 
2,8844991 


2,9240177 
2,9824461 
3,0000000 
3,0365890 
3,0723168 


3,1072325 
3.1413807 
3,1748021 
3,2075343 
3,2396118 


3,2710663 
3,3019272 
3,3322219 
3,3619754 
3,391211& 


3.199519 
3,4482172 
3,4760266 
3,5033981 
3,5303483 


3,5569933 
3,5830479 
3,6088261 
3,6342412 
3,0593057 


mr — nd 


4,6415888 
4.6570095 
4,6723287 
4,6875481 
4,7026694 


4,7176940 
4,7326235 
4.747504 
4,7622032 
4,7768562 


4,7914199 
4,8058955 


: 4,8202845 


4,8345881 
4,8488076 


4.,8629441 
4,87699 90 
4,8909732 
4,9048681 
49186847 


4,0324242 
—XX 
— 
4,9731898 
4,9866310 


5,0000000 
6.0132979 
6,0265257 
5,0396842 
5,0527743 


5,0657970 
5,0787531 
5,0016434 
5,1044887 
5,1172299 


5,1299278 
6,1425632 
6,1551367 
5,1676493 
5,1801015 


5,1924941 
5,2.48279 
5,2171034 
5,2293215 
5,2414823 


5,2535879 
5,2656374 
5,2776321 
5,2895725 
5,33914592 


——— 


5,8480355 
9,8577660 
5,8674643 
5,8771307 
5,8867653 


5,8963685 
5.9059406 
5,9154817 
5 9249921 
5,9344721 


5,943922%0 
5,9533418 
5,9627320 
5,9720926 
5,9814240 


5,9907264 
6,0000000 
6,0092450 
6,0184617 
6,0276502 


6,0368107 
6,0459435 
6,0550489 
6,0641270 
6,0731779 


6,0822020 
6,0911993 
6,1001702 
6.1091147 
6,1180332 


6,1269257 
6,1357924 
6,1446337 
6,1534495 
6,1622401 


6.1710058 
6,1797466 
6.1884628 
6,1971544 
6,2058218 


6,2144850 
6,2230833 
6 2316797 
6. 2402515 
6,2487998 


6.2573241 
6.2653266 
6,2:43054 
6,2327613 
6,2911946 


_300_ | do® 


7 2080030 


6 6943295 
6,7017594 
6,7:091729 
6.7165700 
6,7239508 


6,7313155 
6,7386641 
6.7459967 
6,7533134 
6,7606143 


6,7678995 
6,7751690 
6,7824229 
6,7896613 
6,7968844 


6,8040921 
6,8112846 
6,8184619 
6,8256242 
6,8327715 


6,8399038 
6,8470213 
6,8541240 
6,8612120 
0,3682856 


6,8753443 
6,8823888 
6,8894.188 
0,8964345 
6,9034359 


6,9104232 
6,9173964 


6,9313008 
8,9382321 


6,9451496 
6.9520533 
6.9589433 
6,9658198 
6,9726826 


6,9795320 
6.9863680 
6,9931907 
7,0000000 
7,0067961 


7,0135791 
7,0203490 
7,0271058 
7,0338497 
7,0405808 


7,3741979 | 
7.3803227 | 


7,3864373 
7,3925418 


7,3986362 
7,4047206 
7,4107951 
7,4168595 
7.229141 


7,4289588 
7,4349037 
7,4410189 
7,4470342 
7,5530399 


7,4590359 


7,4650223 | 


7,5709991 | 


7,476966% 
7,4829241 


7,4888 124 
7,4948112 


7,5007407 | 


7,5066607 


7,65125715 | 


7,5184730 
7,5243652 
7,5302482 


7,5361220 | 


7,5419867 
7,5478423 


7,5711743 


7,5769849 
7,5827865 
7,5885793 


7,5943633 | 
7,6001385 | 


7,6059049 | 


7,6116626 
7,6174116 
7,6231519 
7,6288836 


7.,6346067 


70403213 | 
7,646027% | 
7,6517247 | 
7,6574137 | 


u RERER TRUE an Euien WERE AauEn m Pen 


aller Zahlen von ı bis 1000. 

















8,4530281 


8,4578906 
8,4023479 
8,4670001 
8,4716472 
8,4762892 


8,4809261 
8,4855579 
S.A901887 
8,4968065 
8,4904233 


8,5040350 
8,5086417 
8,5132435 
8,8178403 
8,5224321 


8,5270190 
8,5316009 
8.5361780 
8,5407501 
8,545317& 


8,5498797 


8,5726189 
8,5771523 
8,5818809 
8,5862047 
8,5907237 


8,5952380 


8,6356551 


8,6401226 
8,6445855 
8,8490437 
8,6534974 
8.6579485 


8, "790800 
8,8832661 
8,8874882 
8,8917063 
8,8059204 


8, 9127309 
8,9169311 


8,9211214 
8,9253078 
8,9294902 
8,0336887 
8,9378433 


8,9420140 
8,9461809 
8,9503438 
8,9545029 
8,9586581 


8,9628095 
8,9669570 
8,9711007 
8,9752406 
8,9793766 


8,0835089 
8,9876373 
8,9917620 
8,9958829 
9,0000000 


9,0041133 
9,0082229 
9,0123288 
9,0184309 
9,0205293 


9,0246239 
9,0287149 
9,0323021 


9, 





9 

9,0450817 
9,0491142 
9,0531831 
9,0572482 
9,0613098 


9,0653677 
9,0694220 
90734726 
9,0775197 
9,0815631 








9 2831777 
B2870440 
92909072 
9,2947072 
9,2986239 


9,3024775 
93063278 
9,3101750 
9,3140190 
9,3178508 


9,3210975 
9,3255320 
9,3293634 
9,3331918 
93370167 


9,3408386 


9,3599016 
9,3637049 
9,3675051 
9,3713022 
9,3750963 


9,3788873 
9,3826752 
9,3864601 
9,3902419 
9,3940206 


9,397796& 
9,4015691 
9,4053387 
9,4091054 
9,6128690 


9,4166297 
9,4203873 
9,4221420 
9,4278936 
9,4316423 


9.4353880 
9,4391307 
9,4428704 
9,4486072 
9,4503411 


9,4540719 
9,4577999 
9,4615249 
9,4652470 
966; 









|_9.8270252 


9,6727403 
9,8783017 











9,6869701 


9,0908211 
9,6940694 
9,7976182 | 
9,7011583 
9,7046989 
9,7082369 
97117723 
9,7153051 
97188354 
97223031 | 
9 7258883 || 
9,7294109 | 
9,7329300 



































































































































9.8131989 || 
9,8166592 || 
9,8201168 
9,8235723 






















682 
IL eo |_ 10» | 

3,6840315 | 5.3132928 
3,:084298 | 5,3250740 
3,7325112 | 5.3388033 
3,7562858 | 5,3484812 
3,7797831 | 5,3601084 
3.8029525 | 6, 3716854 
3,825862% | 5,3832126 
3,8485011 | 5,3946907 
3,8708766 | 5,4061202 
3.802906 | 5,4175015 
3,9148676 | 5,4288352 
3.9364972 | 5,4401218 
3.0578916 | 5,4513618 
3,9790572 | 5.46%5556 
4,0000000 | 5,4737037 
4,0207258 | 6,4848066 
4,0412400 | 5,4958647 
4,0615481 | 5,506878& 
4,0816551 | 5,5178484 
41015659 | 5,5287748 
4,1212853 | 5,6396583 

. 4,1408177 | 5,5504991 
4,1601676 | 5,5612978 
41793392 | 5,5720547 
4,1983365 | 5,5827702 
4,2171633 | 5.5934447 
4,2358236 | 5,6040787 
4,2543209 | 5,6146724 
4.2726587 | 5.6252263 
42008404 | 5,6357408 
4,308889& | 5 6462162 
4,3267437 | 5,6566528 
a3Ah4815 | 5,6670511 
4,3620707 | 5,677411& 
4,3795191 | 5,6877340 
4,3968297 | 5,6980192 
4,5140050 | 5,7082875 
4,4310476 | 6,7184791 
4.4479602 | 5,7286543 
4,4647451 | 85,7387935 
4,1814067 | 5,7488971 
4,497941& | 5,7589652 
4,514357& | 5,7689983 
4,5306549 | 5,7789968 
4,5468359 | 5,7889604 
4,5629026 | 85,7988000 
4,5788570 | 5,8087857 
4,5947009 | 5.8186479 
4,6104363 | 58284767 
4,6260850 





Tafel der dritten Wurzeln 


|_5,8382725 


0,2996052 
6 3074935 
6.3163596 
6,3247035 
6,3330255 


6.3413257 
6,3496042 
6,3578612% 
6,3660968 
6,3783111 


6,3325043 
6.3906765 
6,3988279 
6.4069686 
6,4150687 


6,4231583 
6,4312276 
6,392767 
6.473057 
6,4553148 


6,4633061 
6,47127386 
6,4792236 
6,4871541 
6,4950653 


6,5029572 
6,5108301 
6,5186839 
6,5265189 
6,5343351 


6,5421326 
6,5499116 
6,5576722 
6,5654144 
6,5731385 


6,5808444 
6,5885323 
6,5982023 
6,6038545 
6,6114890 


6,6191059 
-6,626705& 
6,834287& 
6,6418522 
6,6493998 


6,6569302 
6,6644437 
6,8719403 
6,6794200 
6,6868831 


| — 


30C 400 
7,0472087 | 7.,6630983 ! 
7.054041 | 7,6687865 | 
7.0606967 | 7.6744303 
7.067376 | 7, 7 
7,0740440 | 7,6857328 | 
7,0806988 | 7,6913717 
7.0873411 | 7,6970023 | 
7.0939709 | 7.702096 
71005885 | 7.708238 
7.1071937 | 77138448 
7,1137866 | 7,7194426 
7.1203674 | 7.72503% 
71.1269360 | 7.7306141 
7.1334925 | 7.7361877 
7,1400370 | 7,7417533 | 
7,1465695 | 7,7473109 
7.1630901 | 7,7528605 | 
7,1595988 | 7,7584083 | 
71660057 | 77639361 
7.1725809 | 7,7694620 
71790544 | 7,7749801 | 
7.1865162 | 77804908 : 
7.1919663 | 7.7859928 
7,1084050 | 7.7914875 | 
7,2048321 | 7,7969745 | 
7,2112479 | 7,8024538 | 
72176522 | 7.8070253 | 
7,2240451 | 7,8133892 | 
7,2304288 | 7.8168455 | 
7,2367972 | 7,8243082 | 
7,243166& | 7,8297383 | 
1,2495045 | 78351088 | 
7,2558415 | 7.840598 | 
7,2621674 | 7,846013& | 
7.208482 | 7.851424 | 
7,2747863 | 7,8563280 
7,281079& | 7.8622242 
7,2873616 | 78676130 
7,2036330 | 7.872004 | 
7,2998937 | 7,878308% | 
7,3001436 | 7,8837352 | 
7,3123828 | 7,8890946 | 
71.318611 | 7,8944468 | 
7,324829& | 7.8997917 | 
7,3310369 | 7.9051294 | 
1,3372339 | 7.810459 
7.3434205 | 79157832 
7,3495966 | 7.921099 | 
7.357694 | 7.9204084 | 
7,3619178 | 7,931710% | 


aller Zahlen von 1 bis 1000. 


nn m 





EL nn nn 











































8,1932127 
8,1981753 
8,2081319 
8,2080825 
8,2130271 


8,2179658 
8.2223085 


8,2278254 


8,2327463 
8 2376614 


8,2425708 
8,2474740 
8,2523715 
82572633 
8,2621492 


8,2670294 
8.2719038 
8,2767725 
8,2816355 
8,2864928 


8,2913443 
8,2961902 
8,3010305 
8,3058651 
8,3106941 


8.3155175 
8,3203353 
8,3251475 
8,3299542 
8,3347553 


8.3395509 
8 3443410 
8,3491256 
8,3639047 
8,3586784 


8,3634466 
8.3682094& 
8.3729668 
8,3777187 
8,3824653 


8,3872065 
8,3919424 
8,3986729 
8,4013981 
8,4061180 


8.4108326 
8,4155419 
8,4202459 
8,4249447 


_ 54290383 _ 





8,6623911 
8,6668310 
86712666 
8,875897& 
8,6301237 
8 6845456 
s,6839630 
8,6933759 
8,6977843 
8,7021882 


8,7065877 
8,7109827 
8,7153734 
8,7197596 
8,724 14 13 


8,7285187 
8 7328917 
8,7372604 
8,7416246 
8,7459846 


8,7503401 
8,754691% 
8,7590383 
8.7633809 


8,7677192 _ 


8,7720532 
8,7763830 
8,7807084 
8,7850296 
8.7893466 


8,7936593 
8,7979679 
8,8022721 
8,8065722 
8,8108681 


8,8151598 
8,8194473 
8,8237307 
8,8280099 
8,8322850 


8,8305559 
8,8408227 
8,8450854 
8,8493440 
8,8535985 


8,8578489 
8,8620952 
8,8683375 
8.8705787 


8,8748099_|_ 





9,0856030 
9,0896392 
9,0936719 
9,0977010 
9,1017265 


9,1057%85 
9,1097669 
9,1137818 
9,1177931 
9,1218010 


9,1258053 
9,1298061 
9,1338034 
9,1377971 
9,141787& 


9,14577A3 
9,1497576 
9,1537375 
9,1577139 
9,1616869 


9,1656585 
9.16:6226 
9,1735852 
9.1775445 
9,1815003 


9,1854627 
9,1894018 
9,1933474 
9,1972897 
9,2012236 


9,2051641 
9,20909862 
9,2130250 
9,2169505 
9,2208726 


9,224791& 
9,2237068 
9,2326189 
9.2265277 
9,2404333 


9,2443355 
9,2482344 
9,2521300 


9.2560224 


9,2599115 


9,2637973 
9,2676798 
9,2715592 
9,2754352 





9,2793081 


9,4726824 
9,4763957 
9,4801061 
9,4838136 
9,4875182 


9,4012200 
9,4949188 
9,1986148 
9,5023078 
9,5059981 


9,5096854 
9,5133700 
9,5170516 
9,5207304 
9,5244063 


9,5380794 
9,5317497 
9,5354172 
9,53908318 
9,5427437 


9,5464027 
9,5500589 
9,5537124 
9,5573630 
9,5610108 


9,5646509 
9,5682082 
9,5319377 
9,5755745 
9,5792085 


9,5828397 
9,5864682 
9,5900939 
9,5937170 
9,5973372 


9,0000548 
9,6045696 
9,6081817 
9.6117911 
9,6153977 


9,6190017 


9,6228030 


9,6262016 
9,8297975 
9,8333907 


9,6369812 
9,6405691 
9,6441542 
9,6477368 
9,6513166 


628 


9.8304757 
9,8339238 
9,8373695 
9,8408127 
9,8442536 


9,8476920 
aB361 i280 
9,8545617 
9,8579929 
9,8614218 


9,8648483 
9,8682724 
9,8716941 
9,8751135 
9,8786305 


9,8819451 
9,8853574 
9,8887873 
9,8921749 
9,8955801 


9,8939830 
9,9023835 
9,9057817 
9,9091778 
9,9125712 


9.9159624 
9,9193513 
9,9227379 
9,9261222 
9,9295082 


9,9328839 
9,9362613 
9,939636& 
9,9430092 
9,9463797 


9,9497&79 
9.9531138 
9,9564775 
9,9598389 
9.9631981 


9,9665549 
9,9699095 
9,9732619 
9,9766120 
9,9799599 


9,9833055 
9,9866486 
9,9899900 
9,99:5328R 


9 9966456 









eg rn 
nr rn — — 


624 
Verwandlung ber Fuße, Zole, Linien und Buncte des zwoͤlf⸗ 


. theiligen Maßes in Deeimaltheile der Klafter, des Fußes und 
ded Zolled; wie auch umgekehrt. 


‚+ Riafter. _| Fol. | SKiarter. | in. | Nlafter TBunet.| Stiafter. 


0,1666666 


| 0,3333333 
0,5000000 
0,8866666 
0,8333333 
1,0000000 
1,1888666 
1,3333333 
1,5000000 
1 6866668 
1.8333333 


0,6866666 


ah fu " 
ma > 9 00 O Dr > 3 20 mi 


0,0188888 
0,0277777 
0,0316668 
0,0555555 
0,0694444 
0,0833333 
0,0972222 
0,1111111 
0,1250000 
0,1388888 


0,1527777 


0,0208333 
0,0277777 
0,0347222 
0,0416666 
0,0486111 
0,0555555 


u — EX DE 2 220 2 0 Zn 


[we 


0,001157% | 
0,0023148 | 
0,0034722 : 
0,0046296 
0,0057870 
0,0069434 
0,0081019 
0,0092593 
0,0104167 
0,0115741 


0.01%7315 


DD de TO a 


| 


SDR 1 WE ww IE mb 
A ne 


0,7500000 
0,8333333 
0.91666686 


0,0052083 
0,0057870 
0.0063657 


0,0694444 
0 0783388 


0,0625000 


0,0833333 | 1 
0,1666666 


- 0.0008787 
ı 0,001157& 


Hin m 
WO mi = nm 89 00 A rer N > 


23 
00 = > Se u LO Mall: 


0,2500000 
0,3333333 
0,4166666 
0,5000000 
0,5833333 
0,6666666 
0,7508000 
0,8333333 
0,9166666 


me > 6 00 SE Ne 0 


ba us 


0,0208333 
0,0277777 
0,03437222 
0,0416666 
0,0486111 
0.0555555 
0,0625000 
0,0694444 
0.0763888 


beine tun | 
OS AaRHnPn—- 


0,0217361 


- 0,0023148 
' 0,0028935 


0,0034722 
0,000509 
0,0046296 
0,0052083 
0,0037870 


0,0063657 | - 





ne > CD OD = a er 


fie puma 


